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Vorbemerkung

In einigen Abschnitten dieses Skriptums stellen wir numerische Ver-
fahren vor, unter anderem zur Losung linearer und nicht linearer Glei-
chungssysteme, zur Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren,
zur numerischen Integration und zur numerischen Losung gewohnlicher
Differentialgleichungen.

Diese Abschnitte werden in der Vorlesung nicht behandelt und sind
durch * gekennzeichnet. Sie sollen lediglich einen ersten Uberblick iiber
fiir Ingenieure wichtige numerische Methoden geben und richten sich
besonders an solche Studierende, die die Vorlesung ,, Numerische Ma-
thematik fiir Maschinenbauer und Umwelttechniker” nicht horen.

In jener Vorlesung werden die hier vorgestellten numerischen Me-
thoden und weitere ausfiihrlicher behandelt. Ein Skriptum der Vorle-
sung steht unter der Adresse

http://www.ruhr-uni-bochum.de/numl/skripte/NumIng.pdf

zur Verfiigung.
Zu den meisten hier vorgestelltenAlgorithmen geben wir entspre-
chende Java-Programme an. Unter der Adresse
http://www.ruhr-uni-bochum.de/numl/demo/index.html
findet man das Java-Applet Numerics mitsamt Benutzeranleitung in
html- bzw. pdf-Form, das diese und einige weitere Algorithmen de-
monstriert.
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KAPITEL 1

Zahlen und Vektoren

I.1. Mengen und Abbildungen

I1.1.1. Mengen. Eine grundlegende Fahigkeit des menschlichen
Geistes ist es, Objekte zu einem Ganzen zusammenfassen zu kénnen.
So fassen wir die Einwohner Bochums zu einem Ganzen zusammen,
das wir die Bevolkerung Bochums nennen; die unter deutscher Flagge
fahrenden Handelsschiffe fassen wir zur deutschen Handelsflotte zusam-
men; die Apfel in einem Korb zu einem , Korb Apfel“ usw. Ein solches
Ganzes nennen wir eine MENGE; die zu einer Menge zusammengefass-
ten Objekte bilden die ELEMENTE dieser Menge.

Mengen werden mit Grofbuchstaben bezeichnet. Man schreibt a €
A bzw. a ¢ A, wenn das Objekt a ein bzw. kein Element der Menge A
ist.

A = {aj,aq,...,a,} kennzeichnet eine Menge mit endlich vielen
Elementen. Hierbei kommt es nicht auf die Reihenfolge der Elemente
an.

Héufig beschreibt man eine Menge A durch die Angabe einer Ei-
genschaft F, die genau allen Elementen von A zukommt:

A = {a: a hat die Eigenschaft E'}

bzw.
A ={a € X : a hat die Eigenschaft E},

wenn besonders hervorgehoben werden soll, dass die Elemente von A
in der Grundmenge X enthalten sind.

() bezeichnet die LEERE MENGE, die keine Elemente enthéilt.

B heifit TEILMENGE von A, kurz B C A, wenn jedes Element von
B auch in der Menge A enthalten ist. Die Bezichung B C A heifit
INKLUSION.

Zwei Mengen A und B sind GLEICH, kurz A = B, wenn beide
Inklusionen A C B und B C A gelten.

I1.1.2. Mengenoperationen. Es gibt folgende Mengenoperatio-
nen:

ANB={z:x€ Aund z € B} DURCHSCHNITT
AUB={z:x € Aoder x € B} = VEREINIGUNG

15
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AB={r:z€ Aund z ¢ B}  KOMPLEMENT
Ax B={(a,b):a€ A be B} PRODUKT

BrispieL 1.1.1. Fir

A={1,23},
B ={3,4}
erhalten wir
AN B ={3},
AUB=1{1,2,3,4},
A\B ={1,2},

Ax B=1{(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,3), (3,4)}.

Zwei Mengen A und B heiflen DISJUNKT, wenn AN B = () ist.

I.1.3. Abbildungen. Eine ABBILDUNG oder FUNKTION von ei-
ner Menge A nach einer Menge B, kurz

f:A— B,

ist eine Vorschrift, die jedem Element a € A genau ein Element f(a) €
B zuordnet. Man nennt A den DEFINITIONSBEREICH und die Elemente
von A die ARGUMENTE der Abbildung f; f(a) heifit das BiLD von a
unter f. Fiir eine Teilmenge C' von A heifit die Menge

F(C)={f(c):ceC}

das BILD von C' unter f; f(A) heifit der WERTEBEREICH der Abbil-
dung.

Ist f(A) = B, heifit die Abbildung SURJEKTIV.

Haben verschiedene Argumente stets verschiedene Bilder, d.h. f(a)
# f(a) fiir alle a # d/, so heifit die Abbildung INJEKTIV.

Ist eine Abbildung injektiv und surjektiv, heifit sie BIWEKTIV.

Zu einer bijektiven Abbildung f : A — B gibt es eine eindeutig
bestimmte UMKEHRABBILDUNG f~!: B — A mit der Eigenschaft

f'(b)=a < f(a)=>bfiiralleac A bc B.

Sind f: A— Bund g : C — D zwei Abbildungen mit f(A) C C,
so bezeichnet go f : A — D die Abbildung, die jedem a € A das Bild
g(f(a)) zuordnet; sie heifit KOMPOSITION von f und g.

Zwei Abbildungen f : A — B und g : C' — D sind genau dann
GLEICH, kurz f = g, wenn gilt A = C, B = D und f(a) = g(a) fiir
jedes a € A.
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I1.2. Die reellen Zahlen

I.2.1. Bezeichnungen. Wir verwenden die folgenden Bezeichnun-
gen fiir Zahlenmengen:

N={0,1,2,...} NATURLICHE ZAHLEN
N*={1,2,...} = N\{0}

Z=A...,-2,-1,0,1,2,...} GANZE ZAHLEN
Q= {% iz €Z,neN} RATIONALE ZAHLEN
R REELLE ZAHLEN

Jede reelle Zahl kann als unendlicher Dezimalbruch dargestellt wer-
den. Die rationalen Zahlen sind genau die reellen Zahlen, die eine ab-
brechende oder periodische Dezimalbruchdarstellung haben, z.B.

1414

1000

707

500’

-~ 314

999’

- 17 314

A73Td = Ly o
017314 = 706 * 100 999

17297

99900
Reelle Zahlen, die nicht rational sind, heiflen IRRATIONAL. Beispiele
fiir irrationale Zahlen sind v/2 = 1.4142... und © = 3.14159. .. das
Verhiltnis von Kreisumfang zu Kreisdurchmesser.
Zur Veranschaulichung von R benutzt man auch die von — nach +
orientierte ZAHLENGRADE, auf der jeder Punkt einer Zahl entspricht.

1.414 =

1.2.2. Ungleichungen. Fiir je zwei reelle Zahlen a, b gilt stets ge-
nau eine der folgenden Beziehungen:

a < b a ist kleiner als b
a=> a ist gleich b
a>0b aist grofer als b

Es gelten die folgenden Rechenregeln:

a<bundb<cec =—a<c
a<bundceR = a+c<b+c
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a<bund ¢c>0 = ac<bc
a<bunde<d = a+c<b+d
a<bundc< 0 = bc<ac
a#0 —a’*>0
1
a>0 == - >0
a
1 1
b>a>0 —0<-< -
b a
O0<a<b = 0 < a” < b" fiir alle n € N*
0<a<b — 0 < a'/™ < b'/" fiir alle n € N*
1<a — 0 < a™ < a” fur alle m,n € Z mit m < n.

Neben den Ungleichungszeichen < und > benutzt man noch die
Zeichen < und >:

a<b << a<bodera=5b
a>b <= a>bodera=5»

Es gelten folgende Rechenregeln

a<bundb<c¢ =—a<c
a<bundceR =a+c<b+c
a<bund c>0 = ac<bc
a<bund c<0 = bc<ac
a<bund b<a =—a=05b

BEispIEL 1.2.1. Fiir alle reellen Zahlen a > 0, b > 0 gilt
1
Vab < S(a+0).

DENN: Es ist (a — b)? > 0. Hieraus folgt
0< (a—b)?
=a*—2ab+ b | +4ab
— 4dab < a* 4 2ab + b*
= (a+b)?
= 2Vab<a+b
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1
———>\/£§§(a+b).

1.2.3. Intervalle. Mit Hilfe der Ungleichungen konnen wir Inter-
valle definieren:

b ={x € R :a <z <b} abgeschlossenes Intervall
(a,b) ={x € R :a <z < b} offenes Intervall

b) ={z € R :a <z < b} halboffenes Inervall
(a,b) = {x € R :a <z < b} halboffenes Intervall

Zur Vermeidung von Fallunterscheidungen ist es giinstig, die Sym-
bole —oo (MINUS UNENDLICH) und oo (PLUS UNENDLICH) einzufiihren
und —oo < x < oo fiir alle x € R festzulegen. Dann ist

(—o0,a) ={reR:z <a}
(—o0,a]={reR:2<a}
J={rxeR:z>a}
)={reR:z>a}.

1.2.4. Schranken. Eine Menge S reeller Zahlen heifit NACH OBEN
BESCHRANKT, wenn es eine reelle Zahl b gibt mit S C (—o0,b]. In
diesem Fall heifit b eine OBERE SCHRANKE von S. Analog heifit S nach
UNTEN BESCHRANKT, wenn es eine reelle Zahl a gibt mit S C [a, 00). a
heifit dann eine UNTERE SCHRANKE von S. Eine nach unten und nach
oben beschriankte Menge heifit BESCHRANKT.

Eine wesentliche Grundannahme iiber die reellen Zahlen ist das

VOLLSTANDIGKEITSAXIOM: Jede nach oben beschrénkte
Menge S reeller Zahlen besitzt eine kleinste obere Schranke
s.

Diese kleinste obere Schranke s heifit das SUPREMUM von S, kurz s =
sup S. sup S muss nicht zu der Menge S gehoren. Zu jeder noch so
kleinen Zahl ¢ > 0 gibt es aber stets ein x € S mit supS —e < z <
sup S.

Aus dem Vollstdndigkeitsaxiom folgt, dass jede nach unten be-
schrankte Menge S reeller Zahlen eine grofite untere Schranke r besitzt.
Diese heifit INFIMUM von S, kurz r = inf S.

Es gilt die Beziehung

inf S = —sup{—s:se€ S}
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BEISPIEL 1.2.2. sup{z € R: 2% <2} = /2, inf{z ¢ R:2? > 2} =
V2, inf{t:n e N} =0.

I.2.5. Der Betrag. Der BETRAG |a] einer reellen Zahl a ist de-
finiert durch

g = a falls a > 0,
| —a fallsa<0.

Es gelten folgende Rechenregeln:

—la] < a < a
| —al =la
la| =0
la] =0 <= a=0
la+b] < la| +|b| DREIECKSUNGLEICHUNG
la— 0] > [|a| — [0]]

|ab] = |al[b]
a| _ la|
—| =— falls b #0.
; D alls b # 0

la — b| ist der Abstand der zu a und b gehorenden Punkte auf der
Zahlengeraden. Also gilt fiir alle a,x € R und € > 0

la—z|<e <<= a—e<z<a+e.

Wird fiir eine Zahl a eine Ndherung @ angegeben, so bedeutet die
Schreibweise a = @ £ ¢ dasselbe wie |a —a| < e.

BrISPIEL 1.2.3. @ = 1.414215 ist ein Naherungswert fiir a = /2.
Es ist a? > 2, folglich % < V2 < @ und damit |a — 2| < |a — 2| <
0.0000003 oder v/2 = 1.414215 + 3 - 107S.

S

1.2.6. Vollstindige Induktion. Das INDUKTIONSPRINZIP ist ei-
nes der wichtigsten Hilfsmittel der Mathematik. Es lautet:

Sei A(n) eine Aussage iiber die ganze Zahl n. Gelingt es zu
zeigen:
e INDUKTIONSANFANG: Die Aussage A(ng) ist rich-
tig fiir eine ganze Zahl ng; und
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e INDUKTIONSSCHRITT: Aus der Annahme, dass die
Aussage A(n) richtig ist fiir ein beliebiges n > no,
folgt die Giiltigkeit der Aussage A(n + 1).
Dann ist die Aussage A(n) fiir jede ganze Zahl n > ng
richtig.

BEISPIEL 1.2.4. Fiir alle n € N* gilt

& 1
k:1+2+...+n=@.
k=1
. 1-(1+1)
INDUKTIONSANFANG: k=1= ——.
2 >
k=1
- 1
INDUKTIONSSCHRITT: Annahme: Z k= @ Dann folgt
k=1
n+1
dk=1+42+...+n+(n+1)
k=1
n
=> k+(n+1)
k=1
1

= @ +n+1 (wegen Induktionsannahme)

n(n+1)+2(n+1)

B 2

(n+1)(n+2)
= > ,

BEIspIEL 1.2.5. Fiir alle n € N* gilt

—~ , nn+1)2n+1)
L

1
INDUKTIONSANFANG: Z E=1=

k=1
INDUKTIONSSCHRITT:
n+1

Zk2—ik2+(n+1)2
k=1 k=1

1)(2 1
_ n(n + )6( n+1) + (n + 1)? (Induktionsannahme)

1-2-3
5

21
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:”‘gl[n(zn+1)+6(n+1)]

1
_ng— [2n* + Tn + 6]

- ”‘gl(n+2)(2n+3).

BEISPIEL 1.2.6 (GEOMETRISCHE SUMMENFORMEL). Fiir jede re-
elle Zahl ¢ # 1 und jedes n € N gilt

n k_]__qn—i-l
2 =
k=0

0

]_ _
INDUKTIONSANFANG: » ¢* =¢"=1= ITZ.
k=0
INDUKTIONSSCHRITT:
n+1 n
qu:qu+qn+1
k=0 k=0
1— qn+1
= + ¢ (wegen Induktionsannahme)
—q
B 1— qn—H + qn+1(1 _ q)
= g
1— qn+2
= 1—_(]

BEISPIEL [.2.7 (BERNOULLI-UNGLEICHUNG). Fiir alle reellen Zah-
len x > —1 und alle n € N* gilt

(14+2)" > 1+ nx.

INDUKTIONSANFANG: (14+z)'=142z>1+1-z.
INDUKTIONSSCHRITT:

(1+2)"" =1 +2)"(1+z)
N N —
>1+nz >0
> (1+nz)(1+z) (wegen Induktionsannahme)

=1+ (n+ 1)z + na’
>0

> 1+ (n+1)z.

1.2.7. Rekursive Definition. Diese Methode beruht auf dem In-
duktionsprinzip:
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Eine Grofie A,, wird fiir n € N dadurch definiert, dass man

o Ay festlegt und
o Ay fiir K < n als bekannt ansieht und A,,;; durch
diese ausdriickt.

BEISPIEL 1.2.8. Die POTENZEN a” werden fiir beliebiges a € R und
n € N rekursiv definiert durch ¢® = 1 und a"*!' = a - a”.

BEISPIEL 1.2.9 (FAKULTATEN). n! (sprich n Fakultét) wird fiir n €
N rekursiv definiert durch 0! =1 und (n +1)! = (n + 1) - nl. Es ist

ol 1-2-...-n firn>1,
o fiir n = 0.

1.2.8. Binomialkoeffizienten und Binomische Formel. Fiir
zwei natiirliche Zahlen n, £ mit £k < n bezeichnet man die Zahl

()= mmm ="

L _

als BINOMIALKOEFFIZIENT.
Es gilt:

Eine n elementige Menge besitzt genau (Z) k elementige
Teilmengen. Mit anderen Worten: Es gibt genau (Z) Mog-
lichkeiten aus n Elementen k verschiedene Elemente aus-
zuwahlen.

BE1spIEL 1.2.10. Beim Zahlenlotto ,,6 aus 49 gibt es
49 49 -48 - 47 - 46 - 45 - 44
<6) T 123456
Moglichkeiten 6 ,,Richtige“ zu ziehen.

= 13983816

Fiir die Binomialkoeffizienten gelten folgende Rechenregeln:

(5)=() =
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Weiter gilt:

BiNnoMiSCHE FORMEL: Fiir alle reellen Zahlen z, y und alle
natiirlichen Zahlen n ist

(z+y)" = Zn: (Z) " Ryk

k=0

BEISPIEL 1.2.11. Aus der Binomischen Formel folgt

2”:(1+1)”:i(z>.

k=0

1.3. Die Ebene

1.3.1. Kartesische Koordinatensysteme. In einer Ebene F
entsteht ein KARTESISCHES KOORDINATENSYSTEM durch die Vorgabe
eines Punktes 0 und zweier aufeinander senkrecht stehender Zahlen-
geraden, der x- und der y-ACHSE, deren Ursprung jeweils in 0 liegt.
Dabei muss die y-Achse durch eine Drehung in positiver Richtung, d.h.
gegen den Uhrzeigersinn, aus der x-Achse hervorgehen. Féllt man fiir
einen beliebigen Punkt Py € E die Lote auf die Achsen, so bestimmen
die beiden Fupunkte die x- bzw. y-Koordinate xy bzw. yo von Fy und
man schreibt Py = (¢, yo). Der Punkt 0 = (0, 0) heifit der NULLPUNKT
oder URSPRUNG des Koordinatensystems.

Nach Festlegen eines kartesischen Koordinatensystems gibt es zu
jedem Zahlenpaar (z,y) € R?> = R x R genau einen Punkt X € F
mit X = (z,y) und umgekehrt. Man kann daher Teilmengen von R?
als Punktmengen in F veranschaulichen und umgekehrt geometrische
Gebilde wie Kurven oder Gebiete in F durch Funktionen, Gleichungen
oder Ungleichungen beschreiben.

BEISPIEL 1.3.1 (GRAPH EINER FUNKTION). Sei I € R ein Intervall
und f : I — R eine Funktion. Die Punktmenge

Gr={(v,y):vely=f(x)}

in der mit einem kartesischen Koordinatensystem versehenen Ebene
heiflit Graph der Funktion.

BEeispiEL 1.3.2. Nach Wahl eines kartesischen Koordinatensystems
betrachten wir Punktmengen C' C E der Form

C={(z,y): F(z,y) =0}

mit einer gegebenen Funktion F : R? — R. Wir sagen in diesem Fall:
Die Gleichung F'(z,y) = 0 beschreibt die Menge C'. Man beachte dabei,
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dass verschiedene Gleichungen die selbe Menge beschreiben koénnen.
(1) Die Gleichung

(b2 — az)(x — a1) — (b — a1)(y — az) =0

beschreibt eine GERADE durch die Punkte A = (aj,a2) und B =

(b1, by).
(2) Die Gleichung

(r—a)’ +(y—a)* =r* =0

beschreibt einen KREIS mit Mittelpunkt A = (a1, a2) und Radius 7.
(3) Die Gleichungen

2?2
;—l—b—Q—l:O,
TV
e w70
y? — 2pr =0

mit @ > 0, b > 0, p # 0 beschreiben eine ELLIPSE, eine HYPERBEL
und eine PARABEL.

BerspieL 1.3.3. (1) Die Halbebene unterhalb bzw. oberhalb der
Geraden z — y = 0 wird durch die Ungleichung x > y bzw. © < y
beschrieben. Soll die Gerade zu der Halbebene hinzugehoren, muss >
bzw. < durch > bzw. < ersetzt werden.

(2) Die Ungleichung x?+y? < 1 bzw. 2*>+y? > 1 beschreibt das Innere
bzw. das AuBere des Kreises um den Nullpunkt mit Radius 1.

1.3.2. Winkel. Der Winkel a entstehe durch Drehung eines Zei-
gers um einen Punkt der Ebene. Die Linge des zugehorigen Einheits-
kreisbogens sei [. Wir nennen [ bzw. —[ das BOGENMASS von « und
schreiben o« = [ bzw. o = —[, wenn die Drehung im positiven Sinn, d.h.
gegen den Uhrzeiger, bzw. im negativen Sinn, d.h. mit dem Uhrzeiger,
erfolgt. Ein Winkel von a° besitzt bei positiver Drehung das Bogenmafl

s
180 Y

1.3.3. Sinus, Cosinus. Wird in der mit kartesischen Koordinaten
versehenen Ebene der vom Ursprung zum Punkt (1,0) weisende Zeiger
um den Winkel a gedreht, dann bewegt sich die Spitze auf dem Rand
des Einheitskreises um den Ursprung von dem Punkt (1,0) auf einen
Punkt P, dessen Koordinaten mit cos a und sin a bezeichnet werden:
P = (cosa,sina). Die so fiir alle @ € R definierten Funktionen o +—
cosa und « +— sin « heiffen CoSINUS und SINUs. Fiir alle o € R gilt

(cosa)? + (sina)? = 1.
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LY

Sin o~

COS «v

ABBILDUNG [.3.1. Sinus und Cosinus

TABELLE [.3.1. Einige Werte von Sinus und Cosinus

T T T s

a |01 515332
V3| v2| 1

cosa | 1 5 5 3 0

cosa | 0] L ‘/75 ‘/75 1

Wegen dieser Eigenschaft und obiger Definition lassen sich leicht
die in Tabelle [.3.1 angegebenen Funktionswerte bestimmen.
Weiter gilt fiir alle a

cos(m+ a) = —cosa, sin(mr+a)=—sina,

cos(2m+ o) =cosa, sin(2r+a) =sina.

I.3.4. Drehungen. Das kartesische Koordinatensystem (2, y') ge-
he aus dem (z,y)-System durch eine Drehung um den Ursprung mit
dem Winkel o hervor, d.h. man dreht die Koordinatenachsen um den
Winkel a. Hat ein Punkt P im urspriinglichen System die Koordina-
ten (x,y) und im neuen System die Koordinaten (z’,y'), so gelten die
folgenden TRANSFORMATIONSFORMELN (vgl. Abbildung 1.3.2):

x=1acosa— 1y sina ¥ = xcosa+ysina

y =a'sina + 1 cos a Yy = —xsina + ycosa

P im urspriinglichen System P im gedrehten System
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y

ABBILDUNG [.3.2. Drehung eines kartesischen Koordinatensystems

BEISPIEL 1.3.4. Betrachte die Drehung um o = %. Wegen cos & =

% und sin g = 5 gelten die Transformatlonsformeln
\/g ' 1 / / \/g 1
r= 2 — oY TSty
V3 y , 1. \V3
Y= Ex—l— 2 y——éx—k?y.

Speziell hat der Punkt M = (2,3) die neuen Koordinaten M = (v/3 +
3 —1+ 2V/3). Daher besitzt der Kreis (z —2)? + (y — 3)? = 25 um M
mit Radius 5 im neuen System die Darstellung
3 3
(¢ = V3= 2P+ +1-5V3)* =25
Fiir die Parabel y = 22 ergibt sich im neuen System die Darstellung
\/g / \/g / 1 N2
PR R R te
bzw. nach ,,Ausquadrieren®
—§33/2 \/g /0 1 12

1/
TR T L R

Wir halten nun das kartesische Koordinatensystem fest und bilden
jeden Punkt X = (x,y) durch eine Drehung um den Ursprung mit
dem Winkel o auf den Punkt X' = (2/,9') ab. Dann gilt folgende
Transformationsformel:

V3

y =0.

' = xcosa — ysina

y = xsina + ycosa
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BEISPIEL [.3.5. Durch Drehung um « = % geht der Punkt M =
(2,3) iiber in den Punkt M’ = (v3— 2,14 21/3). Der Kreis (z —2)?+
(y—3)? = 25 geht iiber in den Kreis (x \/§ BY2 4 (y—1-231/3)? = 25.
Die Parabel C' mit der Darstellung y = 22 geht iiber in die Parabel C’
mit der Darstellung

1 V3 V3

—sr+ Ly =t

2 2 2 2
bzw. nach ,,Ausquadrieren®
1 V3 3, V3 1,
—= —y— - ——zxy— -y =0.
T T TTy

I.4. Vektoren

I.4.1. Vektoren. Zu je zwei Punkten P und @ gibt es genau eine
Parallelverschiebung des Raumes, die den Punkt P in den Punkt @)

abbildet. Diese Parallelverschiebung wird mit P—Cj bezeichnet und heifit

VEKTOR von P nach (). Der Vektor P—Q> wird dargestellt durch einen
Pfeil, der von P nach @) zeigt; seine Lange ist der Abstand der Punkte
P und Q. Wird unter P—Cj ein Punkt R in einen Punkt S verschoben,

— — — —
dann hat offenbar RS die gleiche Wirkung wie PQ, d.h. PQ) = RS.
Zwei gleich lange und gleich gerichtete Pfeile im Raum stellen somit
denselben Vektor dar. Statt ,,der Pfeil @ stellt einen Vektor dar® sagt
man kurz ,,a@ ist ein Vektor“ und beriicksichtigt, dass @ im Raum frei
parallel verschoben werden kann und nicht an einen Punkt gebunden
ist.

Den zu a gleich langen, aber entgegen gesetzten Vektor bezeich-
nen wir mit —a; er macht die durch @ bewirkte Parallelverschiebung
riickgéngig.

Der NULLVEKTOR 0 bezeichnet die ,, Verschiebung® des Raumes,
bei der gar nichts bewegt wird.

1.4.2. A@)ition yonlgktoren. Fiihrt man zwei Parallelverschie-
bungen @ = P(Q und b = QR nacheinander aus, ergibt sich wieder eine
Parallelverschiebung, ndmlich ¢ = PR. Man nennt ¢ die Summe von @
und b und schreibt & = @+b. Haben die Pfeile @ und b gleichen Anfangs-
punkt, so gewinnt man a + b aus der in Abbildung 1.4.1 dargestellten
Parallelogrammregel.

Es gelten folgende Rechenregeln:

||
0‘1 L Q)

a+ 6
a+ 5 KOMMUTATIVGESETZ

@l
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22

P

ISI

ABBILDUNG [.4.1. Parallelogrammregel

-,

+(b+7) =(@+b)+¢ ASSOZIATIVGESETZ.

1.4.3. Skalare Vielfache von Vektoren. Zu einer reellen Zahl
a > 0 und einem Vektor a@ bezeichnet ad denjenigen Vektor, der diesel-
be Richtung hat wie @, aber die a-fache Lange. Im Fall o < 0 setzt man
ad = —(|a|@). Insbesondere ist 0@ = 0 und a0 = 0 fiir jeden Vektor @
und jede Zahl a.. Es gelten folgende Rechenregeln:

a(fa) = (af)a
a(@+b) = (ad) + (ab)
(a+ B)d@ = (ad) + ().

I.4.4. Der Betrag. Die Lénge eines Vektors @, das ist fiir @ = P—Cj
die Lénge der Strecke von P nach @), nennt man seinen BETRAG und
schreibt |d|. Es ist |0] = 0. Es gelten folgende Eigenschaften:

lad| = |a|d] insb. | — d| = |d]

@+ b| < |@| + |b| DREIECKSUNGLEICHUNG.

1.4.5. Der Winkel zwischen zwei Vektoren. Trigt man zwei
von 0 verschiedene Vektoren @ und b von einem Punkt P aus ab, so
bezeichnet man den kleineren der beiden positiv gemessenen Winkel,
den die Pfeile @ und b im Scheitel P bilden, als den WINKEL zwischen
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-

@ und b, kurz Z(@,b). Insbesondere ist also 0 < Z(@,b) < 7, und es
gelten die Regeln:

£(@,b) = £(b,d),
Z(a,ta) =0 |, fallst >0,
Z(d,ta) =m , fallst <0,
/(—a,b) =m — £(a,b).

Man nennt @ ORTHOGONAL bzw. SENKRECHT zu l;, kurz (iJ_l;, wenn
Z(d,b) = T ist. Zur Vermeidung von Fallunterscheidungen legt man
fest, dass der Nullvektor orthogonal ist zu jedem beliebigen Vektor.

1.4.6. Das Skalarprodukt. Das SKALARPRODUKT @ - b zweier
Vektoren @ und b ist definiert durch

o [l cos(2£(@.5)) ., falls @ # 0 und b # 0,
)0 ,fallsd’:Ooderl;:O.

Es gelten folgende Rechenregeln:

i-b="b-a KOMMUTATIVGESETZ
(ad)-b=a- (ab)
= (@ - b)
(@+b)-¢= @G-+ (-0 DISTRIBUTIVGESETZ
@-b=0 < @lb ORTHOGONALITATSTEST
d| = Vi-a.

Da der Wertebereich der Cosinus-Funktion das Intervall [—1, 1] ist,
folgt aus der Definition des Skalarproduktes:

|@- b < |d@||l] CAUCHY-SCHWARZSCHE UNGLEICHUNG

BEISPIEL [.4.1 (ORTHOGONALE ZERLEGUNGEN). Krifte werden
in der Physik als Vektoren dargestellt. Bewegt sich ein Massenpunkt
unter Einwirkung der Kraft K vom Punkt P zum Punkt Q, so ist die
dabei geleistete Arbeit

A=FK-§=|K|-|S|cos £Z(K,5) mit§=PQ.
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Stellt man K als Summe einer Kraftkomponente K g in Richtung S und
einer dazu orthogonalen Komponente K b% dar, so ist A allein durch K 5
bestimmt. Man definiert daher allgemein:

ORTHOGONALE ZERLEGUNG von @ langs b, falls b # 0:
a= dy+ c?gl
mit den Komponenten
b
[b]?
in Richtung b und
@b
_‘2‘_ - a: - —»_b
|b]>
orthogonal zu b.

1.4.7. Das Vektorprodukt. Das VEKTORPRODUKT a X b zweier
Vektoren @ und b ist der Vektor mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Esist @ x b= 0, falls @ = 0 oder b = 0 oder @ parallel
zu b ist.

(2) In allen anderen Fillen ist @ x b der Vektor, der ortho-
gonal zu @ und b ist, mit dem d, g, @ x b ein Rechtssystem
bilden und dessen Betrag gleich dem Flacheninhalt des von
a, b aufgespannten Parallelogramms ist.

Es gelten folgende Rechenregeln:

=a x (ab)
ax (b+2d) = (axb)+(ax?
(@+b) xT=(@x )+ (bx?)
Gxb=0 < Jzaoderl;zooderc_iparallelzul;
@ bf* = |al*|b* — (@-b)*
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Zum Nachweis der letzten Beziechung beachte man, dass aus der De-
finition des Vektorproduktes folgt |@ x b| = |a@||b|sin(Z(d,b)). Wegen
sin? a 4 cos? o = 1 fiir alle a folgt hieraus durch Quadrieren

@ x b* = |a@*[b] sin®(£(a, b))
e e
=1—cos2(£(a@,b))

= |a@*|b]* — |@?|b? cos®(£(a, b))

=(a@-b)?
= |a]?[b]* — (@~ b)*.

1.4.8. Das Spatprodukt. Das SPATPRODUKT ist eine Kombi-
nation aus Vektorprodukt und Skalarprodukt. Fiir je drei Vektoren @,
b, ¢ ist es definiert durch

[@b,d=a-(bx?d

Es hat folgende geometrische Bedeutung;:

Der von den drei Vektoren d, b, ¢ aufgespannte SPAT (auch PAR-
ALLELFLACHE oder PARALLELEPIPED genannt) hat das Volu-
men

V =|[a,b,d|.

Aus dieser geometrischen Bedeutung ergeben sich unmittelbar folgende
Konsequenzen

Das von den Vektoren a, g, ¢ aufgespannte Tetraeder hat
das Volumen %|[d, b, ).

Die Vektoren d, g, ¢ sind nicht parallel zu einer Ebene
(man sagt ,sie sind linear unabhéngig®) genau dann, wenn

[@,b,7] # 0 ist.
Die Vektoren (@, b, ¢) bilden ein Rechtssystem genau dann,
wenn [d, b, ¢] > 0 ist.

und Rechenregeln
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1.4.9. Koordinatendarstellungen. Ein KARTESISCHES KOOR-
DINATENSYSTEM im Raum besteht aus drei sich in einem Punkt 0
rechtwinklig schneidenden Zahlengeraden gleicher Langeneinheit und
jeweils dem Nullpunkt im Schnittpunkt 0. 0 heiffit der URSPRUNG des
Koordinatensystems. Die drei Zahlengeraden bezeichnet man als die x-,
y- und z-ACHSE derart, dass sie in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem
bilden. Die drei durch je zwei Koordinatenachsen bestimmten Ebenen
nennt man die KOORDINATENEBENEN. Die Koordinaten xg, vy, 2o eines
Punkte P, sind die Lote des Punktes auf die Koordinatenachsen.

Nach Wahl eines kartesischen Koordinatensystems ist jeder Punkt
P des Raumes eindeutig bestimmt durch die Angabe seiner Koordina-
ten x, y, z. In diesem Sinne kann man bei festem Koordinatensystem
den Raum mit der Menge R? identifizieren.

Durch ein kartesisches Koordinatensystem werden drei ausgezeich-
nete Vektoren €1, €y, €3 definiert, ndmlich die Einheitsvektoren in Rich-
tung der positiven z-, y- bzw. z-Achse. Statt €}, €5, €3 schreibt man
manchmal auch €, €,, €, oder i 7, k. Wir nennen (€1, €, €3) eine KAR-
TESISCHE BASIS und bezeichnen das Koordinatensystem mit (0; €7, €5,
€3). .

Der Vektor @ = 0A heifit ORTSVEKTOR des Punktes A. Hat A
die Koordinaten (ay, as, as), kann sein Ortsvektor @ in der Form d =
a1€1 + as€5 + azes zerlegt werden. Daher schreibt man bei festgelegtem
Koordinatensystem abkiirzend

a = | a < a = aie] + ages + ases = A
as

mit A = (aq, ag, asz).

BEMERKUNG [.4.2. Man beachte: (a1, as, a3) bezeichnet die Koor-
aq _
dinaten des Punktes A; | as | bezeichnet den Ortsvektor 0A.
as

Sind P = (p1,p2,p3) und @ = (q1, g2, g3) zwei Punkte, so ist P—Q =

0Q) — 0P. Daher folgt

N g1 — D1
PQ=|qg—p falls P = (p17p27p3)7 Q= (Q17Q27Q3)-
q3 — P3

Fiir Summe, skalares Vielfaches und Betrag von Vektoren gelten in
der Koordinatendarstellung folgende Rechenregeln
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a1
Q2
as

(11+b1
CL2+b2
a3+b3

aaq
[871¢5))
aas

2 2 2
aj + a; + asz.

Konstruktionsgeméf sind die Vektoren €7, €5, €3 paarweise orthogo-
nal und bilden ein Rechtssystem. Zusammen mit den Rechenregeln fiir
Skalarprodukt und Vektorprodukt ergeben sich hieraus die folgenden

Koordinatendarstellungen

ai by

5] by

as b3
ai by
as X bz =
as b3

= a1171 + agbg + agbg

agbs — azby
a3b1 — Cllbg
a1by — azby

Aus der Darstellung des Vektorproduktes lassen sich die folgenden

niitzlichen Identitaten herleiten

—

ax (bxd&) = (@ ab—(a-b)e
(@xb)-@xd) =@ -Ab-d)—(b-3)a-d).

-,

Vergleichen wir die erste dieser Identitdten mit der Darstellung von
agL in Beispiel 1.4.1, so erhalten wir die folgende Formel fiir die ortho-

gonale Komponente von @ langs b:

1

b|?

=
a 5 |

bx (@xb

).

Fiir das Spatprodukt erhélt man schliellich die Darstellung
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aq bl C1
as |, bg , | C2 = CL1(b2C3 — b3C2> + CLQ(bgCl — b1C3)
as bs C3

+ ag(b102 — bQCl)

Dies ist der Wert der Determinante (vgl. Abschnitt I1.3.1)

a by o
det (05} bg Cy
as bz c3

BEISPIEL [.4.3. Unter der Kraft

werde der Punkt P = (2,—2,1) nach @ = (3,0,2) verschoben. Die
Langeneinheit des Koordinatensystems si}m. Die geleistete Arbeit ist
das Skalarprodukt der Vektoren K und P(Q)

— —
A=K PQNm
3 3—2
=(-1]-({0—(-2) | Nm
2 2 -1
=(3—2+2)Nm
= 3 Nm.

BEISPIEL 1.4.4. Das DREHMOMENT einer Einzelkraft K , die im
P_l)lnkt P angreift, ist in Bezug auf den Ursprung gegeben durch mgy =
0P x K. Fiir K und P wie in Beispiel [.4.3 erhalten wir bei den gleichen
MafBeinheiten

2 3
T?LOZ —2 X —1 | Nm

1 2
—2.2—1-(=1)

= 1-3—2-2 Nm
2.(~1)—(-2)-3
-3

= | —1 | Nm.
4

BEISPIEL 1.4.5. Der FLACHENINHALT EINES DREIECKES ABC' ist
F = l|"4‘B X AC| Fir A = (17273)’ B = (_2a074)7 C = (_17_172)

2

|
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ergibt sich

—3 —2

—_— —

AB=|-2|,4C=[-3
1 ~1

und

1 —_—  —
F:E\/\ABWACP—(A AC)?
:1\/14-14—112

2

1
25\/75

5
=23,

2\/_

BEISPIEL 1.4.6 (NICHTORTHOGONALE ZERLEGUNG). Die drei Sté-
be eines Tragbockes fithren von der Spitze S in Richtung der drei Vek-
toren

1
a= |0 m,I;:— —1|m ¢=— m.
0

In S zieht die Kraft

und ruft in den Fulpunkten A, B, C' die Lagerkrifte Ky= ad, Kp=
0b, K¢ = ~¢ hervor. Die Zahlen «, (3, v ergeben sich durch die Gleich-
gewichtsbedingung

K+Ki+Kp+Ko=0.

Multipliziert man diese Gleichung der Reihe nach mit b x ¢, € X a und
a x b skalar; so verschwinden je zwei Summanden und man erhéalt

(bxd)-K+abxd -d=0

K,b,3
:>Oé:——_,
[@,b, ]
= —120 Nm !
(@xad)-K+p@xa)-b=0
g _IKed
[b, ¢, d]
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1.5. Geraden und Ebenen

— 60v/2 Nm 1.
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1.5.1. Die Parameterdarstellung einer Geraden. Wir betrach-
ten eine Gerade g durch einen Punkt A in Richtung eines Vektors ¢,

¢ # 0. Fiir jeden Punkt X auf ¢ muss derﬁktor AX parallel zu ¢ sein,
d.h. es muss eine Zahl ¢t € R geben mit AX = t¢. Man sagt hierzu, ¢

hat die

—
PUNKT-RICHTUNGS-GLEICHUNG: AX =tc, t € R.

Die Variable ¢ nennt man einen PARAMETER. Jedem Parameter ent-
spricht genau ein Punkt auf ¢ und umgekehrt. Daher nennt man die

obige Darstellung auch eine PARAMETERDARSTELLUNG.

Ist ein zweiter Punkt B auf g gegeben, B # A, kann man ¢ = AB

wahlen.

Fiihren wir ein kartesisches Koordinatensystem ein, ergeben sich die

folgenden Koordinatendarstellungen der Geraden:

X a1
i) = (05}
xs3 as

x a1
To | = ax | +t
x3 as

PUNKT-RICHTUNGS-GLEICHUNG:

+1

ZWEI-PUNKTE-GLEICHUNG:
by —aq
by — as
bz — as

BEeispiEL [.5.1. Fiir die Gerade g

durch A = (1,0, —1) in Richtung ¢ =

ergibt sich die Punkt-Richtungs-Gleichung

1
1
2
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Die Parameterwerte ¢ = 1 und ¢ = 3 liefern die Punkte B = (2,1,1)
und C' = (4,3,5). Daher hat g auch die Zwei-Punkte-Gleichung

T 4 —2
T3 5 —4

1.5.2. Die Koordinatengleichungen einer Geraden. List man
jede der drei Gleichungen der Zwei-Punkte-Gleichung einer Geraden
nach dem Parameter ¢ auf und setzt die Ergebnisse gleich, erhélt man
die KOORDINATENGLEICHUNGEN der Geraden durch A, B:

Ir1 — ap To — A9 T3 — as .
A — - , falls a; # by, i = 1,2, 3
() bl_&l bz—ag b3—a3 asa% !

Ir1 — ap To — A9
B = , 3 = as, fll 4 :b‘
( ) bl —a b2 — ay T3 as alls ag 3

1 —aq xr3 — as

= , To = o, falls ay = by
by —a; by — a3
To — A3 I3 — as
= , Tl = aq, falls a1 = by
by — ay by — a3
(c) T1 = ai, Ty = Ao, falls ay = by, ag = by, a3 # b
T9 = A9, T3z = as, falls a9 = bg, as = bg, aq 7é b1
Z3 = as, rp = ar, falls a; = by, az = bs, az # by

BEispIEL 1.5.2. Die Gerade aus Beispiel 1.5.1 hat die Koordinaten-
gleichungen
r3+ 1
5
Aus den Koordinatengleichungen einer Geraden erhélt man mit ¢t =
% fiir die Indizes 1, fiir die b; # a; ist, die Zwei-Punkte-Gleichung in
Parameterform zuriick.

Ty —1=29=

BEISPIEL 1.5.3. Die Gerade mit den Koordinatengleichungen
T — 3 o To + 1

_ 4
5 7 y L3
besitzt die Parameterdarstellung
T 3 5
T3 4 0

1.5.3. Die Momentengleichung einer Geraden. Betrachte die
Gerade g durch A in Richtung ¢ und einen beheblgen Bezugspunkt P.

Sei X ein Punkt auf g. Dann ist AX PX PA genau dann parallel
zZu ¢, wenn AX x &= 0 ist, d.h. PX x &= PA x & Dies fiihrt auf:



1.5. GERADEN UND EBENEN 39

MOMENTENGLEICHUNG bzgl. des Bezugspunktes P:

gy 4 — — . — = —
PX xc=mp mit mp=PAXCc

Gemafl Abschnitt 1.4.9 ist

1
PS—|E,|—2CX(PAX€) |€|—20><mp
der Lotvektor von P auf g. Daher ist
e
PX =—Ccxmp+ic

|72
eine Parameterdarstellung der durch obige Momentengleichung gege-

benen Geraden.

1.5.4. Abstand Punkt - Gerade. Betrachte die Gerade g durch

A in Richtung ¢ und einen Punkt P. Das Lot PS von P auf g ist geméf
Abschnitt 1.4.9 gegeben durch

PS_LCX(PAXE).

|ef?

Seine Linge d = \P—é | ist der Abstand von P zu g. Da geméf Abschnitt
[.4.7
@x (PAx d)? = |d*|PAx @2 — (PAx &) 2
=0

= |#*|PA x &
ist, ergibt sich fiir den Abstand von P zu g

]PAXE]

=g

BEISPIEL 1.5.4. Der Abstand des Punktes P = (0, 1,0) zu der Ge-
raden ¢ aus Beispiel [.5.1 ist

1 1
-1l x 11
-1 2
d =

1

1

2
3:6—(—2)2
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“_‘§@|;

1.5.5. Abstand Gerade - Gerade. Wir wollen den Abstand d
der beiden Geraden g; durch A in Richtung @ und g, durch B in Rich-
tung ¢ bestimmen. Falls die Geraden parallel sind, ist dieser Abstand
gleich demjenigen des Punktes B zur Geraden g;, und wir kénnen das
Ergebnis von Abschnitt [.5.4 ausnutzen. Falls die Egraden nicht par-
allel sind, ist d der Betrag der Komponente von AB in Richtung des
Vektors m = u x ¥, der auf 4 und ¢ senkrecht steht. Indem wir in

— -
Beispiel 1.5.1 @ = AB und b = 4 X ¥ setzen, erhalten wir

_|AB-(ix®)| _|[AB,,d|

|t x ] @ x

d

Insgesamt liefert dies:

Geraden durch B in Richtung v ist

] |AJ|5’mxﬁ\ falls « und ¢ parallel sind,
% falls @ x v # 0.

Der Abstand d der Geraden durch A in Richtung @ zu der

BEISPIEL [.5.5. Die Geraden

I 1 1
x3 -1 2
und
T 3 5
x|l = -1 +t|7
T3 4 0
aus Beispiel 1.5.1 und 1.5.3 haben den Abstand
2 1 5
—1],(1].,17
5 2 0
d —
1 5
1 x |7
2 0
28

V6 - 74— 122



1.5. GERADEN UND EBENEN 41

28

V300
14
= 3.

15
1.5.6. Die Parameterdarstellung einer Ebene. Wir betrach-

ten die Ebene E durch den Punkt A, die von den beiden von Null
verschiedenen und nicht parallelen Vektoren « und v erzeugt wird. Ein

Punkt X liegt genau dann in £, wenn sich der Vektor AX in der Form
—_—
AX = su + tv darstellen lasst. Dies fithrt auf die

PARAMETERDARSTELLUNG von E:
—_—
AX = su+ty mit s, t € R.

Fiihren wir ein kartesisches Koordinatensystem ein, ergibt sich hieraus
die Koordinatendarstellung

T a1 Uy U1
Tyl =a | +s|lu| +1 | ve
T3 as Uus U3

Sind zwei weitere von A verschiedene Punkte B und C' in E gegeben,

sodass A, B und C' nicht auf einer Geraden liegen, so kann man « = AB
—

und v = AC wiahlen. Dies fithrt auf die

DREI-PUNKTE-GLEICHUNG von E:

x a by —a; C1 —ay
) = a9 + s bQ—CLQ +1 Co — Q9
€3 a3 bs — as C3 — as

1.5.7. Parameterfreie Darstellungen einer Ebene. Wir be-
trachten die Ebene E durch die drei Punkte A, B, C, die paarweise
verschieden sind und die nicht auf einer Geraden liegen. Offensichtlich

liegt ein Punkt X genau dann in F, wenn der Vektor AX von den

Vektoren AB und A—C>’ linear abhéngig ist. Wegen Abschnitt 1.4.8 ist
dies dquivalent zu

—

[AX, AB, AC] = 0.

Man nennt diese Darstellung die parameterfreie Drei-Punkte-Formel in
s T
DETERMINANTENFORM. Obige Gleichung bedeutet AX - (AB x AC) =
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0, d.h. der Vektor 0 # n = AB x AC steht senkrecht auf £. Man nennt
77 einen NORMALENVEKTOR von F und

—

AX -n=0 A Punkt in E, 7 Normalenvektor von E

eine NORMALENGLEICHUNG von F. In kartesischen Koordinaten lautet
mit
ny
A: (al,ag,CLg), ﬁ: Mo
ns
die Normalengleichung

N1T] + Noko + N3x3 = ¢ mit ¢ = nyay + Naag + N3as.

Ist insbesondere |fi] = 1, nennt man diese Darstellung auch HESSE-
NORMALFORM der Ebene.

Wird E durch einen Punkt A und einen Normalenvektor 7 gegeben
und ist P ein beliebiger Punkt, dann ist der Lotvektor P—S)' von P auf

E gleich der Komponente von PA in Richtung 7. Wegen Beispiel 1.4.1
(S. 30) und 7 # 0 ist daher

PA -7
pPs—=-2 "5
|72
Insbesondere ist
—
;P47
|7

der ABSTAND von P zur Ebene E durch A senkrecht zu 7.

BEISPIEL 1.5.6. Betrachte die Ebene E durch die Punkte A =
(1,0,0), B=(2,1,1) und C = (3,0,2). Die Parameterdarstellung von
E lautet

1 1 1 2
To | =10 +s|1]+2]0
xT3 0 1 2
Ein Normalenvektor ist
1 2 2
n=\|1]x|[0]=1]0
1 2 —2

Die Normalengleichung lautet

2.%'1 — 2:13'3 = 2.
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Der Abstand des Punktes P = (4,5, —3) zu E ist

3 2
5 1-1 0
-3 -2
d =
2
0
-2

= 3v2.

1.5.8. Die Schnittgerade zweier Ebenen. Zwei nicht parallele
Ebenen

El : Nn1T1 + NaZa + N33 = C1
Es M1 + MoXo + M3T3 = Co
schneiden sich in einer Geraden g. Das Vektorprodukt der beiden Nor-
malenvektoren 77 und m ist parallel zu beiden Ebenen und zeigt daher
in Richtung von g. Kennt man einen Punkt A auf g, erhélt man mit
— — 5 5
0X = 0A + t(ii x m)
sofort eine Parameterdarstellung von g.
BEISPIEL 1.5.7. Betrachte die Ebene E; aus Beispiel 1.5.6 und die

Ebene FEj durch die Punkte FF = (0,0,1), G = (=1,2,0) und H =
(3,—1,3). Ein Normalenvektor von E; ist gemif} Beispiel 1.5.6

2
n=1 0
-2
Ein Normalenvektor von Fy ist
-1 3 3
m = 2 x|-1]1=1]-1
—1 2 -5
Also ist die Schnittgerade g parallel zu
-2
nxm=1\| 4
-2

Zur Bestimmung eines Punktes P auf g stellen wir die Normalenglei-
chungen von F; und F5 auf.

E; 201 — 2x3 =2
EQ . 3ZL'1 — Ty — 51’3 = —5.
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Wiéhlen wir x3 = 1, erhalten wir aus der Gleichung fiir £y z; = 1.
Einsetzen dieser Werte in die Gleichung fiir Fs liefert x5 = 6. Also
lautet die Parameterdarstellung von g

T 2 —2
ol =6 +1¢ 4
x3 1 —2

1.5.9. Die Winkel zwischen zwei Ebenen und zwischen ei-
ner Ebene und einer Geraden. Die Winkel zwischen zwei sich
schneidenden Ebenen stimmen iiberein mit den beiden Winkeln zwi-
schen den zugehorigen Normalenvektoren. Sind also 7 und m Norma-
lenvektoren der beiden Ebenen, dann sind ¢; mit

cos o1 =

o
IA
e
IA

bl

und ¢ = m — ¢ die beiden Winkel zwischen den Ebenen. In der
Regel wird nur ¢, beriicksichtigt.

Als Winkel zwischen einer Geraden ¢ in Richtung ¢ und einer Ebene
E mit Normalenvektor n bezeichnet man den Winkel zwischen ¢ und
der zu 7 orthogonalen Komponente #n x (¢x ). Fiir diesen Winkel ¢
gilt ¢ = § — Z(¢,1). Daher ist der Winkel zwischen g und E bestimmt
durch

St
et

sin ¢ =

et

=

BEispiEL 1.5.8. Fiir die beiden Ebenen aus Beispiel 1.5.7 erhalten
wir den Winkel

2 3
0 -1
; -2/ \-5
COS @ —
2 3
0 -1
—2 -5
16

4
= —\/70
35
— ¢ ~ 17.0239°.
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I1.6. Die komplexen Zahlen

I.6.1. Motivation. Die Notwendigkeit, Gleichungen der Form
z+5=3bzw. 2z =5 baw. 2? = 2

zu losen, fithrt auf die Konstruktion der ganzen bzw. rationalen bzw.
reellen Zahlen. Der Wunsch, quadratische Gleichungen

2?4+ar+b=0

einheitlich fiir alle reellen Werte von a,b — wie z.B. a = 0, b = —1
— l6sen zu konnen, fithrt auf die Konstruktion der komplexen Zah-
len. Weitere wichtige Anwendungen der komplexen Zahlen werden wir
spéter kennen lernen.

Im Folgenden definieren wir die komplexen Zahlen und die ent-
sprechenden Grundrechenarten geometrisch. Dabei sollen die gleichen
Rechengesetze wie bei den reellen Zahlen gelten.

1.6.2. Definition. Wie in Abschnitt [.3.1 fithren wir in der Ebene
ein kartesisches Koordinatensystem ein. Jeder Punkt P der Ebene ist
dann eindeutig charakterisiert durch seine Koordinaten x und y. Statt
(x,y) schreiben wir +iy und nennen diesen Ausdruck eine KOMPLEXE
ZAHL. Die Menge der komplexen Zahlen nennen wir C:

C={z+iy:z,y e R}

Fiir eine komplexe Zahl z = x + iy heiflen x bzw. y der REALTEIL bzw.
IMAGINARTEIL von z, kurz

Re(z +iy) =z, Im(z+iy) =y.

Jedem Paar (z,y) reeller Zahlen entspricht also genau eine komplexe
Zahl z = x +iy. Umgekehrt entspricht jeder komplexen Zahl z genau
ein Paar (Rez,Imz) reeller Zahlen. In diesem Sinne kénnen wir die
Mengen C und R? identifizieren.

1.6.3. Betrag und Konjugation. Nach Wahl eines kartesischen
Koordinatensystems entspricht einer komplexen Zahl z = x + iy der
Punkt P = (z,y) der Ebene. Dieser hat einen eindeutig definierten
Abstand zum Ursprung des Koordinatensystems. Dies ist der Betrag

_)
des Ortsvektors 0P und gemé&f Abschnitt 1.4.9 gleich /2 4+ y2. Wir
nennen diese Gréfle den BETRAG der komplexen Zahl z und schreiben
hierfiir |z|:

|z +iy| = /22 + y?

bzw.
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2| = V/(Re2)? + (Im 2)2.

Durch Spiegelung des Punktes P = (z,y) an der z-Achse geht dieser
in den Punkt P = (z, —y) iiber. Entsprechend geht die komplexe Zahl
z = x + 1y iiber in die komplexe Zahl x — 7y. Wir nennen diese die zu
Zz KONJUGIERT KOMPLEXE ZAHL und schreiben dafiir z:

Ty =x—1y

bzw.

zZ = (Rez) —i(Im=z).

Da eine nochmalige Spiegelung den Punkt P wieder in den Punkt P
iiberfiihrt, gilt die Regel

(Z) = =.

1.6.4. Addition und Subtraktion. Wir betrachten zwei kom-
plexe Zahlen z = x4y und w = u+1v. Diesen entsprechen ie Punk_t?
P = (z,y) und Q = (u,v). Die zugehorigen Ortsvektoren 0P und 0Q)
konnen wir addieren und erhalten somit den Ortsvektor eines neuen
Punktes R. Die zugehorige komplexe Zahl nennen wir die Summe von
z und w, kurz z + w. Aus Abschnitt 1.4.9 ergibt sich unmittelbar (vgl.
Abbildung I1.6.1):

(x+1y)+ (u+iv) = (x+u)+i(y+v)

bzw.

z+w = (Rez+ Rew) +i(Imz + Imw).

Analog lisst sich die Differenz z — w der Zahlen z und w berechnen:

(x+iy) = (utiv) = (z—u)+i(y—v)

bzw.

z—w = (Rez —Rew) +i(Imz — Imw).

Fiir die Konjugation gilt:
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z+tw=7%2+tw.

BEIsPIEL 1.6.1. Fiir z = 24+ 3¢, w = 1+2i erhalten wir z+w = 3+5i
und z —w =1+ 4.

1.6.5. Multiplikation und Division. Der Punkt P = (x,y), der
zu der komplexen Zahl z = x +1iy gehort, ist eindeutig bestimmt durch
seinen Abstand r zum Ursprung und durch den Winkel ¢ zwischen der
positiven xz-Achse und dem Ortsvektor O_P), d.h. z =rcosp+irsing =
r(cos p+isin ). Bezeichne mit s und 1 die entsprechenden Groflen fiir
die komplexe Zahl w = u + iv. Wir definieren das Produkt von z und

w, kurz z-w, nun durch folgende Vorschrift: Multipliziere die Abstédnde
r und s und addiere die Winkel ¢ und v (vgl. Abbildung 1.6.1).

Im
A

W

z 4+ w

ABBILDUNG [.6.1. Addition und Multiplikation zweier
komplexer Zahlen

Speziell erhalten wir fur die komplexe Zahl i, d.h. x =0, y = 1,
den Wert r = 1 und ¢ = Z. Geméf unserer Regel hat dann 22 =11
den Abstand 1 und den Wlnkel 7. Dies entspricht aber der komplexen

Zahl —1. Es gilt also die Regel

= -1

Man kann zeigen, dass fiir die Addition und Multiplikation komple-
xer Zahlen die gleichen Rechenregeln gelten wie bei den reellen Zahlen.
Daher ergibt sich folgende Regel fiir das Produkt zweier komplexer
Zahlen:
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bzw.

Der Quotient =, w # 0, ist die komplexe Zahl, deren Produkt mit w
die Zahl z ergibt. Also muss sich dieser Quotient nach folgender Regel
berechnen: Dividiere die Absténde r und s und subtrahiere die Winkel
@ und 2.

Andererseits entspricht der Zahl % der Abstand % und der Winkel
27w — 1. Daher hat die Multiplikation von z mit # den gleichen Effekt
wie die Division von z durch w. Daher erhalten wir die folgende Regel

I. ZAHLEN UND VEKTOREN

(x+iy) - (u+iv) = (zu—yv) +i(zv + yu)

z-w = ((Rez)(Rew) — (Im z)(Im w))

+i((Rez)(Imw) + (Im z)(Re w)).

fiir den Quotienten zweier komplexer Zahlen

bzw.

BEISPIEL 1.6.2. Fiir z = 2+3¢, w = 14-2i erhalten wir z-w = —4+7i

und £ =
w

8

5

1
5

7.

v+iy  (z+1y) - (u—iv)
u+iv u2 + v?
_ru+tyv TV FYu
u? +v? u? 4 v?
2 z-w
w Jw

Z-wW =2z W
Zz z
(=%
|z - w] = |2||w]|
‘z E
wl - |wl
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BEISPIEL 1.6.3 (ADDITIONSTHEOREME FUR DEN SINUS UND CO-
SINUS). Betrachte die komplexen Zahlen
z =cosa +1isinq,
w = cos 3+ ¢sin .
Sie haben beide den Betrag 1 und die Winkel o bzw. . Daher hat z-w
den Betrag 1 und den Winkel o + (5. Damit folgt
cos(a+ B) +isin(a+03) =z -w
= (cosa +isina) - (cos f + isin f3)
= cos a cos 3 — sin asin 3
+ i(cos asin  + sin «v cos 3).

Vergleichen wir die Real- und Imaginérteile, erhalten wir die Additi-
onstheoreme

cos(a + (3) = cosavcos f — sinasin 3

sin(a + 3) = sin acos 3 + cos asin 3.

Da 2 = z-w (wegen |w| = 1) den Betrag 1 und den Winkel a — /3 hat,
erhalten wir analog

cos(a — ) = cosacos 3 + sin asin 3

sin(a — ) = sin o cos f — cos asin .

1.6.6. Wurzeln komplexer Zahlen. Gegeben seien eine komple-
xe Zahl z und eine natiirliche Zahl n > 2. Wir betrachten die Gleichung

n-mal

mit einer unbekannten komplexen Zahl w. Jede Losung dieser Glei-
chung nennen wir eine n-TE WURZEL von z. Ist w eine n-te Wurzel
von z schreiben wir auch w = /.

Sind r, s und ¢, ¥ die Abstdnde und Winkel zu z bzw. w, muss
geméafd unserer Multiplikationsregel gelten: s™ = r und n - ¢ = ¢, d.h.
s = 3/r, ¢ = 2. Betrachte nun eine natiirliche Zahl k € {1,...,n — 1}

und die komplexe Zahl @ mit Abstand § = {/r und Winkel 1) = %4—%.

Dann hat @™ den Abstand 5" = r und den Winkel ni) = ¢ + 27k. Sie
stellt daher auch die Zahl z dar. D.h., @ ist auch eine n-te Wurzel von
z. Damit ergibt sich:
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Die komplexe Zahl z mit Abstand r und Winkel ¢ hat genau
n verschiedene n-te Wurzeln. Diese haben alle den Abstand
/r und die Winkel £ 4+ 228k =0,1,...,n — 1.

Dies liefert folgende Regel:

z = |z|cosp +i|z|sinp

2k 21k
— Yz=1% |Z‘COS(W_7T)H@/‘Z|Sm(W_”>
n n
k=0,1,...,n—1.

BEISPIEL [.6.4. Fir z = ¢ und n = 2 erhalten wir

|z =1
_7T
L

und damit die zwei Wurzeln

T .. T
\/E:cosz—l—zsm—

4
V2,

2 2
und
Vz = cos%r + i sin 54
V2 V2
— i
Fiir 2 = —4v/2 + i4v/2 und n = 3 erhalten wir
2| =8
37
=

und damit die drei Wurzeln
V2 = 2cos%+i251n%
=V24+iV2
2

a= ™27 - T
V2= 2COS(Z - ?) + 2 sm(z + ?)
V2(1+v3)  V2(V3-1)

= - 5 +1 5
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und
V2= 2003(% + 4%) +i2 sin(% + 4%)
VEVE-D) VEWE+D
2 2 '

BEISPIEL 1.6.5 (QUADRATISCHE GLEICHUNGEN). Betrachte die
quadratische Gleichung

2 +4x + 13 =0.
Sie hat die Diskriminante
42— 4.13=-36

und besitzt daher keine reellen Losungen. Aus den Formeln von Vieta
ergeben sich formal die Losungen

I1,2:—2:|:\/4—1 :—2:|:\/—9.

Wegen i? = —1, d.h. i = /—1, erhalten wir die zwei komplexen Losun-
gen
T2 = -2+ 3.






KAPITEL II

Lineare Algebra

I1.1. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

I1.1.1. Matrizen. Eine m x n MATRIX ist ein rechteckiges Zah-
lenschema der Form

aix Q2 - QAip

Q21 Q22 -+ Q2
A=

Am1 Am2 - Amn

Die reellen oder komplexen Zahlen a;; heiflen ELEMENTE der Matrix.
Wir schreiben auch abkiirzend A = (a;;)mxs oder nur A = (a;;), wenn
die Zahlen m und n feststehen. Die Matrix heiit REELL, wenn alle Ele-
mente reell sind, sonst KOMPLEX. Sofern nicht explizit anders erwahnt,
betrachten wir im Folgenden stets reelle Matrizen.

Die m x 1-Matrizen bzw. 1 x n-Matrizen heilen SPALTENVEKTOREN
bzw. ZEILENVEKTOREN. Sie haben die Form

ay
S=|: bzw. Z = (ai,...,a,).

am
Man beachte, dass man bei nur einer Zeile oder Spalte keinen zusétz-
lichen Spalten- bzw. Zeilenindex benétigt.

Die Matrix A = (a;j)mxn besteht aus m Zeilenvektoren mit je n
Elementen
Z; = (ap,Qay - ai) 1=1,2,....m

bzw. aus n Spaltenvektoren mit je m Elementen

Qg
Je nachdem, ob wir die Zeilen oder die Spalten von A hervorheben
wollen, schreiben wir
Z
Z,

A= oder A=(S1,Sy,...,S,).

Zy,
53
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Das (7,7)-te Element a;; von A gehort zum i-ten Zeilenvektor Z; und
zum j-ten Spaltenvektor S;.

Zwei Matrizen A und B sind genau dann GLEICH, wenn sie die
gleiche Anzahl von Zeilen und Spalten haben und wenn a;; = b;; gilt
fiir alle 4, j.

BEISPIEL 1I.1.1. Die Matrix

1 2 3
a=(i0 )

hat 2 Zeilen und 3 Spalten, ist also eine 2 x 3-Matrix. Sie hat die
Zeilenvektoren

Z,=(1,2,3) und Z, = (4,0,—-1)

und die Spaltenvektoren

() 5o () s ()

Die Menge aller reellen bzw. komplexen m x n Matrizen bezeichnen
wir mit R™*" bzw. C™*". Insbesondere ist R'*" die Menge aller reellen
Zeilenvektoren mit n Elementen und R™*! die Menge aller reellen Spal-
tenvektoren mit m Elementen. Zur Abkiirzung schreiben wir auch R"
statt R™! und fassen die Elemente von R" stets als Spaltenvektoren
auf.

I1.1.2. Rechenregeln. Matrizen mit gleicher Anzahl von Zeilen
und Spalten konnen addiert und subtrahiert werden. Dies geschieht
elementweise:

@11 - Aip bii -+ bin
+
(0 Qmn bml e bmn
air £bin - a £y
Am1 + bml Tt Amn + bmn

Matrizen konnen zudem mit einem Zahlenfaktor multipliziert werden.
Auch dies geschieht elementweise:

@11 - Adip Aayp - Aag,

Am1  Amn /\aml e )\amn
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BEeispPIEL 11.1.2. Es ist
1 2 3 n -2 05\ (-1 2 8
4 0 -1 1 6 3/ \'5 6 2
3. 12 3\ (3 6 9
4 0 —-1) \12 0 -3/

0 --- 0
0=1: L] e R,
0 --- 0
deren sémtliche Elemente verschwinden, heifit NULLMATRIX. Die Null-

matrizen in R™™ und R™*! nennt man auch NULLVEKTOR.
Es gelten die zu den Zahlen analogen Rechenregeln:

und

Die Matrix

A+B=B+A
(A+B)+C=A+(B+0)
A+0=A
A—A=0
(Au)A = A(pA)
1A= A

A+ p) A= A+ pA
AMA+ B) = A+ \B.

Aus den Rechenregeln folgt, dass sich jeder Spaltenvektor
aq
a=|: | eR™!
Qn,

eindeutig schreiben ldsst als a = a;e; + ... 4+ a,e, mit den Vektoren

1 0 0
0 1 0
0 0 0
€ = . , €2 = . ) , €n = .
0 0 0
0 0 1

Das System dieser Vektoren heifit NATURLICHE BASIS des R". Ganz
analog heifit das System der Vektoren

e, =(1,0,...,0), €, =(0,1,0,...,0), ... ,e., =(0,...,0,1)

die NATURLICHE BASIS des R**",
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I1.1.3. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen. Ein LI-
NEARES GLEICHUNGSSYSTEM MIT m GLEICHUNGEN UND n UNBE-
KANNTEN 21, - -, T,, kurz LGS, hat die Form

a1 + A19T2 + -+ + ATy = bl

A91%1 + A99%o + - - - + GopX, = by

(IL1.1)

Am1T1 + AQp2X2 + - - - + App Ty = bm

mit den KOEFFIZIENTEN q;; und den ABSOLUTGLIEDERN b;. (Kommt
eine Unbekannte in einer Gleichung nicht vor, hat sie dort den Koeffi-
zienten 0.)

Fiir ein solches LGS schreibt man

@11 - Qip € by
(77 Amn Tn bm
oder kurz
Ax=Db

mit der KOEFFIZIENTENMATRIX A = (a;;)mxn, dem Spaltenvektor x €
R™ mit den unbekannten Komponenten x; und dem Spaltenvektor b €
R™ der RECHTEN SEITE.

Ein LGS heiit HOMOGEN, wenn b = 0 ist. Andernfalls heifit es
INHOMOGEN.

Ein Spaltenvektor ¢ mit den Komponenten cy,...,c, heifit eine
Losung des LGS (II.1.1), wenn fiir ; = ¢; (i = 1,...,n) alle m Glei-
chungen erfiillt sind, d.h. Ac = b gilt.

Ein homogenes LGS Ax = 0 besitzt stets mindestens eine Losung,
nédmlich den Nullvektor. Diese Losung nennt man auch die TRIVIALE
LOSUNG.

Nicht jedes LGS besitzt eine Losung. Es tritt stets einer der folgen-
den drei Fille auf:

e Das Gleichungssystem besitzt KEINE Losung.
BEISPIEL: (zwei parallele Geraden)

2[[)1—{—{172:]_
2I1+l‘2:2.

e Das Gleichungssystem besitzt GENAU EINE Losung.
BEISPIEL: (zwei nicht parallele Geraden)

21’1—|—$2:1

[L’l—i—ﬂfz:?.

Hier ist 1 = —1, x5 = 3 die eindeutige Losung.
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e Das Gleichungssystem besitzt UNENDLICH VIELE Losungen.
BEISPIEL: (eine Geraden)

21’1 + Ty = 1.

Hier ist 1 = a, x5 = 1 — 2a fiir jedes a € R eine Losung.

I1.1.4. Das Gauflsche Eliminationsverfahren. Das bekanntes-
te und wichtigste Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme
Ax = b ist das GauBsche Eliminationsverfahren. Zu seiner Beschrei-
bung ist es zweckméfig, die Koeffizientenmatrix A und die rechte Seite
b zur erweiterten Koeffizientenmatrix (A, b) zusammenzufassen, indem
man b als (n + 1)-ten Spaltenvektor hinzufiigt.

Das GauBsche Eliminationsverfahren beruht auf folgenden Grund-
operationen:

e Vertauschen zweier Zeilen von (A, b) oder zweier Spalten von
A. Wurden zwei Spalten vertauscht, miissen die Komponenten
des Vektors x der Unbekannten entsprechend umnummeriert
werden.

e Multiplikation einer Zeile von (A, b) mit einer von Null ver-
schiedenen Zahl.

e Addition bzw. Subtraktion des a-fachen einer Zeile von (A, b)
von einer anderen Zeile.

Diese Operationen dndern die Losungsmenge des LGS nicht, d.h. geht
(B, c¢) durch solche Operationen aus (A, b) hervor, so besitzt das LGS
Bx = c genau die gleichen Losungen wie das LGS Ax = b.
Das GauBsche Eliminationsverfahren besteht aus drei Etappen:

e dem Eliminationsteil,

e dem Losbarkeitstest,

e dem Riicklosungsteil.
Am Ende des Eliminationsteils hat die erweiterte Koeffizientenmatrix
folgende Struktur

® x x
0 e =«
0 0 e
r
° * *
0 0 0
m—r :
0 0 0 x*
nIl

Dabei steht e fiir eine von Null verschiedene Zahl und * fiir eine belie-
bige Zahl.
Die Zahl r heifit der RANG von A, kurz
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r = Rang A.

Der Rang von A ist eindeutig bestimmt. Es gilt

Rang A < min{m,n} fir A € R™".

Beim Losungstest wird entschieden, ob das LGS keine, genau ei-

ne oder unendlich viele Losungen besitzt. Falls es keine Losung be-
sitzt, wird das Verfahren beendet. Im Riicklosungsteil werden séamtliche
Losungen des LGS ermittelt.

ALGoRITHMUS I1.1.3. GAUSSSCHES ELIMINATIONSVERFAHREN

zur Losung des LGS Ax = b.

(1) ELIMINATIONSTEIL:

(a) Setze i =1.

(b) PIVOTSUCHE: Bestimme zwei Indizes ig, jo mit i < ig <
m und i < jo < n und a;;, # 0. Falls keine derartigen
Indizes existieren, setze r = i — 1 und gehe zum Ldsbar-
keitstest (2), andernfalls fahre mit Schritt (c) fort.

(c) ZEILEN- / SPALTENTAUSCH: Falls ig # i ist, vertausche
die Zeilen i und iy von (A, b). Falls jo # i ist, vertausche
die Spalten i und jo von (A, b) und merke die entsprechen-
de Umnummerierung der Komponenten des Ldsungsvek-
tors. Falls i = m 1ist, setze r = m und gehe zum Lésbar-
keitstest (2), andernfalls fahre mit Schritt (d) fort.

(d) ELIMINATION: Fir k =i+ 1,...,m subtrahiere das i _
Qi
fache der i-ten Zeile von (A,b) von der k-ten Zeile von
(A, b).
(e) Fallsi < m—1 ist, erhohe i um 1 und gehe zu Schritt (b)
zuriick.

(2) LOSBARKEITSTEST: Fulls r < m und mindestens eine der
Zahlen byy1,...,b, von Null verschieden ist, besitzt das LGS
keine Liosung. Beende in diesem Fall das Verfahren. Andern-
falls gehe zum Riicklosungsteil.

(3) RUCKLOSUNGSTEIL:

(a) Setze
Ty = —
a/’f"f‘
und berechne fiirt=r—1,r—2,...,1 sukzessive

1
Xy = _{bi — Qi Ty — Qjr—1Tpr—1
Qg

... aii—i—lxi-f—l}-
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(b) Falls r = n ist, ist

L1
u=
Ty
mit xq, ..., x, aus (a) die eindeutige Losung des LGS. Be-

ende in diesem Fall das Verfahren. Andernfalls setze

X1

Ly

Ug = 0 € RnX1

0
und fahre mit Schritt (c) fort.
(c) Fihre fir j =r+1,...,n folgende Schritte aus:
(i) Fihre Schritt (a) durch mit dem Vektor

_aT'j
an Stelle des Vektors
by
b
(i) Setze
T
Ly
0
U, = 0
1 | < j-te Komponente
0
0
mit x1,- -+ ,x, aus Schritt (a).

(iii) Die Losungsmenge des LGS ist
{ug+ayuy + ...+ oy,
Aty ..., 0 € R}
Beende das Verfahren.
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BEMERKUNG II.1.4. (1) Wenn man nur daran interessiert ist zu
entscheiden, ob das LGS eine eindeutige Losung besitzt und wie diese
Losung lautet, kann man sich bei der Pivotsuche in Schritt (1b) auf
die i-te Spalte beschrinken, d.h. man setzt j, = ¢. Dann entfillt die
Notwendigkeit eines Spaltentausches mit entsprechender Umnumme-
rierung der Unbekannten.

(2) Bei der Implementierung des GauBschen Eliminationsverfahrens
auf einem Computer sollte man bei der Pivotsuche die Indizes iq, jo so
bestimmen, dass

|aiojo] = max{|are| i <k <m,j << n}

ist. Die Abfrage ,,a;,;, = 07“ ist zu ersetzen durch ,,|a;,j,| < 7%, wobei
¢ eine kleine positive Zahl ist. Die Wahl von ¢ héngt von der Rechen-
genauigkeit ab. Typische Werte auf gebrauchlichen Computern sind
e =107% oder ¢ = 1078.

Das folgende Java-Programm realisiert Algorithmus II.1.3 fiir qua-
dratische Matrizen, d.h n = m:

// Gaussian elimination
public void gaussElimination() throws LinearAlgebraException {
elimination();
backSolve();
b // end of gaussElimination
// elimination part of Gaussian elimination
public void elimination() throws LinearAlgebraException {
for ( int i = 0; i < dim-1; i++) {
int jp = pivot(i); // find pivot, j is pivotelement
if ( Math.abs( al[jpl[il ) < EPS ) // pivot = 0 77
throw new LinearAlgebraException(
" WARNING: zero pivot in "+i+"-th elimination step");
if (jp>1i) o // swap equations i and j
swap(b, i, jp);
swap(a, i, jp);
}
for ( int k = i+1; k < dim; k++ ) // elimination
substractEquations(k, i, alk][i]l/ali]l[i]);
}
if ( Math.abs( aldim-1][dim-1] ) < EPS )
throw new LinearAlgebraException(
" WARNING: zero pivot in "+(dim-1)+"-th elimination step");
} // end of elimination
// find pivot
public int pivot(int i) {
int pivotElement = i;
double pivotValue = Math.abs( al[i][i] );
for ( int j = i+1; j < dim; j++ ) {
if ( Math.abs( a[jl[i] ) > pivotValue ) {
pivotElement = j;
pivotValue = Math.abs( al[j]l[i] );

}

return pivotElement;
} // end of pivot
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// substract factor times equation i from equation k
public void substractEquations(int k, int i, double factor) {
bl[k] -= b[i]l*factor;
for( int 1 = i+1; 1 < dim; 1++ )
alk] [1] -= al[i] [1]*factor;
} // end of substractEquations
// solution part of Gaussian elimination
public void backSolve() {
x[dim-1] = b[dim-1]/aldim-1] [dim-1];
for ( int i = dim-2; i >= 0; i-—- )
x[i] = (b[i] - inmerProduct(alil, x, i+1, dim))/alil[i];
} // end of backSolve
// swap components i and j of vector u
public void swap(double[] u, int i, int j) {
double v = ulil;
ulil = uljl;
uljl = v;
} // end of swap
// inner product of sections first, ..., last-1 of two vectors
public double innerProduct(double[] u, double[] v, int first,
int last) {
double prod = 0;
for( int i = first; i < last; i++ )
prod += ulil*v[il;
return prod;
} // end of inner product

BEISPIEL I1.1.5. Betrachte das LGS

1+ 2204+ 323 =4
4x1 4 dxo + 623 =10
7.7}1 + 8.772 + 10[L’3 =4.
Jede dieser Gleichungen beschreibt eine Ebene im Raum. Daher be-

steht die Losungsmenge aus keinem Punkt, genau einem Punkt, einer
Geraden oder aus einer Ebene. Es ist

1 2 3 4
A=14 5 6], b=]0
7 8 10 4
Das Gauflsche Eliminationsverfahren liefert
1 2 3|4 1 2 3 4 1 2 3| 4
4 5 610 — 0 -3 -6 1-16 — 0 -3 -6|-16 .
7 8 1014 0 -6 -111]-24 0 0 1] 8

Also ist Rang A = 3 und
T3 = 8
1

32
3
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32
r1=4—-2-(——)—3-8
3
4
-3
Die eindeutige Losung des LGS ist
4
3
_32
3
8

BEispiEL I1.1.6. Wir ersetzen in Beispiel I1.1.5 den Koefffizienten
10 von z3 in der dritten Gleichung durch 9:

12 3 4
A=[4 5 6], b=|0
789 4

Das GauBsche Eliminationsverfahren liefert jetzt

1 2 3|4 1 2 31| 4 1 2 3] 4
456/0 —- 0-3 6|-16 — 0-3 -6/|-16.
78 914 0 -6 -12|-24 0 0 0| 8

Also ist Rang A = 2. Wegen b3 = 8 hat das LGS keine Losung.

BEeispIEL I11.1.7. Wir ersetzen in Beispiel 11.1.6 die letzte Kompo-
nente von b durch —4:

Das GauBsche Eliminationsverfahren liefert jetzt

1 2 34 1 2 314 1 2 3| 4
4 5 6|0 - 0 -3 6|16 — 0 -3 -6/|-16.
78 9|4 0 -6 -12|-32 0 0 0O

Also ist Rang A = 2. Wegen b3 = 0 besitzt das LGS unendlich viele
Losungen. Schritt (3a) liefert

16
Ty = —
73
1
:L‘1:4—2._6
3
20
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und somit
_20
3
Uy = %
0
Schritt (3c) liefert
6
x —_— —_—
273
= -2
r1=-3-2-(-2)
=1
und somit
1
u; = —2
1
Daher ist die Losungsmenge des LGS die Gerade
_20
3 1
l—f +1-2]:a0€eR
1
0

11.2. Die Matrixmultiplikation

I1.2.1. Das Matrixprodukt. Wir definieren das Produkt eines
Zeilenvektors a mit n Elementen und eines Spaltenvektors b mit eben-
falls n Elementen durch

by
ab = (a1,...,a,) | ¢ | =a1by + asbs + ...+ ayb,.
bn,
BEeispieL I1.2.1. Es ist
1
@3ﬁA)_; =2-34+0+8=7.
2

Wir definieren das Produkt einer k x ¢-Matrix A mit den Zeilen-
vektoren ay, ..., a, mit einer £ x m-Matrix B mit den Spaltenvektoren
by, ..., b,, durch
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AB=| : | (by,...,bn)

Beachte:

Das Produkt AB ist nur definiert, wenn die Spaltenzahl von
A gleich der Zeilenzahl von B ist. Die Zeilen- bzw. Spalten-
zahl des Produktes AB ist gleich der Zeilenzahl von A bzw.
der Spaltenzahl von B.

Das Matrixprodukt ist im allgemeinen nicht kommutativ,
d.h. es gibt Matrizen A und B mit

AB # BA.

BrispieL 11.2.2. Fiir

erhalten wir

und

BEIsPIEL I1.2.3. Es ist

(123)‘3? §_45 _(7—4—89)
15 6)\, 5 5 o 22 —7 -5 12
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Die Matrix
1 0 - 0
o1 --- 0
In - . . . . S Rnxn
00 --- 1

heifit n x n EINHEITSMATRIX. Wenn die Grofle von n aus dem Zusam-
menhang klar ist, schreiben wir auch einfach I statt I,,.

Fiir beliebige Matrizen A, Ay, Ay € R¥*¢, B, B, B, € R*™ (C €
R™™ und a € R gelten folgende Rechenregeln:

= A(aB),
A(BC) = (AB)C,
I, A=Al

I1.2.2. Die transponierte Matrix. Jeder m x n-Matrix A €
R™*™ ordnen wir ihre TRANSPONIERTE MATRIX A7 € R™ ™ zu, deren
i-te Zeile aus den Elementen der i-ten Spalte von A besteht.

BEeIsPIEL 11.2.4. Es ist

1
12 3) =(2],
3
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(AB)T = BTAT.

Eine n x n Matrix A heit SYMMETRISCH, wenn AT = A ist. Sie
heiBt SCHIEFSYMMETRISCH, wenn AT = — A ist.

BEISPIEL 1I.2.5. Die Matrix

1 2 3
2 45
3 5 6
ist symmetrisch; die Matrix
0 2 3
-2 0 5
-3 =5 0

ist schiefsymmetrisch.

I1.2.3. Invertierbare Matrizen. Eine n x n Matrix A heifit IN-
VERTIERBAR oder REGULAR, wenn es eine n X n Matrix B gibt mit
AB = BA = I,. Falls A invertierbar ist, ist diese Matrix B eindeu-
tig bestimmt. Sie heiffit INVERSE MATRIX oder INVERSE von A und
wird mit A~! bezeichnet. Ist A nicht invertierbar, nennen wir A auch
SINGULAR.

Ist A invertierbar und b € R™*!, so ist das LGS Ax = b eindeutig
16sbar. Die Losung ist x = A~ 'b.

Es gelten folgende Rechenregeln:

A invertierbar und a # 0 = aA invertierbar und (aA)™! =
LAt

A und B invertierbar = AB invertierbar und (AB)™! =
B7tA-L

A invertierbar = AT invertierbar und (AT)~! = (A=1)T.

11.2.4. Das Gaufische Eliminationsverfahren zur Berech-
nung der inversen Matrix. Mit einer Variante des Gaufischen Eli-
minationsverfahrens aus Abschnitt I1.1.4 kann entschieden werden, ob
eine n x n-Matrix A invertierbar ist, und im positiven Fall A~! berech-
net werden. Die Idee ist, simultan die LGS Ax = e,...,Ax = e, zu
16sen. Dazu wird die Matrix A durch die n x n Einheitsmatrix I,, zu
(A, I,,) erginzt. Auf die erweiterte Matrix werden die Grundoperatio-
nen aus Abschnitt I1.1.4 so lange angewandt, bis entweder entschieden
ist, dass A nicht invertierbar ist, oder bis die erweiterte Matrix die
Form (I,,, B) hat. Dann ist B = A%

ALGORITHMUS 11.2.6. GAUSSSCHES ELIMINATIONSVERFAHREN
zur Berechnung der inversen Matrix.
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(1) ELIMINATIONSTEIL:

(a) Setzei=1.

(b) PIVOTSUCHE: Bestimme einen Index iy mit i < ig < n
und a;y; # 0. Falls kein derartiger Index existiert, ist die
Matrix nicht invertierbar; beende das Verfahren. Andern-
falls fahre mit Schritt (c) fort.

(¢) ZEILENTAUSCH: Vertausche die Zeilen i und iy der erwei-
terten Matriz.

Cl/ .
(d) ELIMINATION: Fiir k = i+ 1,...,n subtrahiere das —-
a..
fache der i-ten Zeile der erweiterten Matriz von deren
k-ter Zeile.

(e) Fallsi < mn—1 ist, erhohe i um 1 und gehe zu Schritt (b)
zurtick. Falls 1t = n — 1 und a,, = 0 st, ist die Matrix
nicht invertierbar; beende das Verfahren. Andernfalls gehe
zum Riicklésungsteil tiber.

(2) RUCKLOSUNGSTEIL:

(a) Firi = 1,...,n dividiere die i-te Zeile der erweiterten
Matriz durch ay;.

(b) Firi=mn,n—1,...,1undk =i—1,i—2,...,1 subtrahiere
das ay;-fache der i-ten Zeile der erweiterten Matriz von
deren k-ter Zeile.

(c) Die letzten n Spalten der erweiterten Matriz sind die In-
verse von A. Beende das Verfahren.

BEMERKUNG I1.2.7. Wie in Abschnitt 11.1.4 sollte man bei der
Implementierung des Verfahrens auf einem Computer den Pivotindex
ip S0 bestimmen, dass

|aioi| = max{|ay| : i < k <n}
ist, und die Abfrage ,|a;;| = 07 durch ,,|a;| < €7 ersetzen.

BEISPIEL 11.2.8. Fiir die Matrix

1 2 3
A=14 5 6
7 8 10
aus Beispiel I1.1.5 (S. 61) erhalten wir folgendes Schema:
12 3100 1 2 3|1 00
456010 — 0-3 6/-410
7 8 10/0 0 1 0 -6 -11|-7 0 1
1 2 3]1 0 0 1 231 0 O
- 036|410 — 0123 —50
0 0 1]1 -21 00 1|1 -2 1
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120[-2 6 -3 100[-2 -3 1
- 010[-2Y 2 - 010/-% 4 2
0011 -2 1 0011 -2 1
Es ist

2 _ 4

-5 —3 1

-1 2 11

1 -2 1

Aus der Definition der Invertierbarkeit, Algorithmus I1.2.6 und Ab-
schnitt I1.1.4 ergibt sich:

Fiir eine n x n Matrix sind folgende Aussagen dquivalent:

e A ist invertierbar.

e Es gibt eine n x n Matrix B mit BA = I.

e Es gibt eine n x n Matrix C' mit AC' = [.

e Das homogene LGS Ax = 0 besitzt nur die triviale
Losung x = 0.

e Jedes LGS Ax = b besitzt eine eindeutige Losung.

e Rang A =n.

11.2.5. Die LR-Zerlegung. In der Praxis tritt héufig das Pro-
blem auf, mehrere LGS Ax = b mit gleicher Matrix A und verschieden
rechten Seiten b 16sen zu miissen. Da der Eliminationsteil des Gauf3-
schen Verfahrens zur Losung linearer Gleichungssysteme, Algorithmus
I1.1.3 (S. 58), O(n?)-Operationen, der Riicklssungsteil aber nur O(n?)-
Operationen erfordert, ist es nicht sinnvoll, diesen Algorithmus auf je-
des LGS separat anzuwenden. Da andererseits der Riicklosungsteil des
Gauflschen Verfahrens zur Bestimmung von A~!, Algorithmus I1.2.6,
genauso aufwendig ist wie der Eliminationsteil und da die Multipli-
kation A~'b fiir jedes b O(n?) Operationen erfordert, lohnt sich die
Berechnung von A~! nur dann, wenn die Zahl der rechten Seiten etwa
n ist.

Die LR-Zerlegung ist auf diese Problematik zugeschnitten. Die Idee
besteht darin, im Algorithmus I1.1.3 (S. 58) die Behandlung der Matrix
A und der rechten Seite b zu entkoppeln. Hierzu merkt man sich die
Elementaroperationen, die im Eliminationsteil ausgefiihrt werden, um
sie spéater auf die rechte Seite anzuwenden.

Der Algorithmus zerfillt in den Zerlegungs- und den Losungsteil.
Im Zerlegungsteil werden drei Matrizen L, R und P mit folgenden
Eigenschaften berechnet:

e P ist eine Permutationsmatrix, d.h. P entsteht durch Zeilen-
vertauschungen aus I,,.
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e [ ist eine OBERE DREIECKSMATRIX mit von Null verschiede-
nen Diagonalelementen, d.h. R hat die Form

® x x ...
0O e *x ... x
00 e ... x
00 ... 0 e

e [ ist eine UNTERE DREIECKSMATRIX mit Diagonalelementen
1, d.h. L hat die Form

10 0 ... ... 0
* 1 0 ... ... 0
*x x 1 ... ... 0
0
* % * 1
e Es ist
LR = PA.

Im Losungsteil wird bei gegebener rechter Seite b das LGS Ax = b in
folgenden Schritten gelost:

e Berechne z = Pb.
e Lose das LGS Ly = z.
e Lose das LGS Rx =y.

Dabei kénnen der zweite und dritte Schritt wegen der Dreiecksstruktur
von L und R analog zu Schritt (3a) von Algorithmus II1.1.3 (S. 58)
ausgefiihrt werden.

ALGORITHMUS 11.2.9. Bestimmung der LR-ZERLEGUNG.

(0) Setzep =(1,2,...,n) und i = 1.

(1) Bestimme einen Index io mit i < iy < n und a;; # 0. Falls
kein solcher Index existiert, ist die Matriz A nicht zerlegbar
und damit auch nicht invertierbar; beende das Verfahren mit
einer entsprechenden Fehlermeldung.

(2) Vertausche die i-te und die iy-te Zeile von A und die i-te und
die ig-te Komponente von p.

(3) Firk=1i+1,i+2,...,n fihre folgende Schritte aus:

(a) Ersetze ay; durch a—kl.
(b) Fiirj=1i+1,i+ 2,“. .., ersetze ag; durch agj — a;;ak;.

(4) Falls i < n—1 ist, erhéhe i um 1 und gehe zu Schritt 1 zuriick.
Falls i = n—1 und a,, = 0 ist, ist die Matriz A nicht zerlegbar
und damit auch nicht invertierbar; beende das Verfahren mit
einer entsprechenden Fehlermeldung. Ansonsten ist das Ver-
fahren erfolgreich abgeschlossen.



70 II. LINEARE ALGEBRA

Nach erfolgreicher Durchfithrung von Algorithmus I1.2.9 enthélt die
obere Hilfte der Matrix A einschliellich ihrer Diagonalen die obere
Halfte der Matrix R. Die untere Hélfte von A ohne Diagonale enthélt
die untere Halfte von L ohne die Diagonale, die durch 1 ergénzt werden
muss. Die Matrix P erhélt man aus dem Vektor p wie folgt: In der i-ten
Zeile (1 <i <mn) von P steht in der p;-ten Spalte eine 1, alle anderen
Elemente der Zeile sind 0.

ALGORITHMUS 11.2.10. Lésen des LGS Ax = b bei bekannter LR-
Zerlegung.
(1) Firi=1,...,n setze

2y = bpr
(2) Setze
Y1 =%
und berechne fiir i = 2,...,n sukzessive
Yi =2 —aalh — - — Qii—1Yi—1-
(3) Setze
UYn
Tp = —
ann
und berechne firi=n—1,n—2,...,1 sukzessive
1
T = _{yz — Qi1 Tig1 — - — QinTn }-
(4

Das folgende Java-Programm realisiert die Algorithmen I1.2.9 und
I1.2.10. Die Methoden pivot, swap, innerProduct und backsolve sind
identisch mit den in Abschnitt I1.1.4 angegebenen Methoden gleichen
Namens.

// LR decomposition
public void lrDecomposition() throws LinearAlgebraException {
1rElimination();
permutation() ;
forSolve();
backSolve();
} // end of lrDecomposition
// elimination part of LR-decomposition
public void lrElimination() throws LinearAlgebraException {
perm = new int[dim];
for( int i = 0; i < dim; i++ )
perm[i] = i;
for ( int i = 0; i < dim-1; i++) {
int jp = pivot(i); // find pivot, j is pivotelement
if ( Math.abs( al[jpl[i] ) < EPS ) // pivot =0 77
throw new LinearAlgebraException(
" WARNING: zero pivot in "+i+"-th elimination step");
if (jp>1i) o // swap equations i and j
swap(perm, i, jp);
swap(a, i, jp);
}

for ( int k = i+1; k < dim; k++ ) { // elimination
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alkl [i] /= ali][i];
substractRows(k, i, alk]l[il);
}

}
if ( Math.abs( al[dim-1] [dim-1] ) < EPS )

throw new LinearAlgebraException(
" WARNING: zero pivot in "+(dim-1)+"-th elimination step");
} // end of lrElimination
// substract factor times row i from row k of a
public void substractRows(int k, int i, double factor) {
for( int 1 = i+1; 1 < dim; 1++ )
alk] [1] -= a[i] [1]*factor;
} // end of substractRows
// forward solution part of LR-algorithm (rhs is x, result is b)
public void forSolve() {
b[0] = x[0];
for( int i = 1; i < dim; i++ )
b[i] = x[i] - innerProduct(alil], b, 0, 1i);
} // end of forSolve
// permute right-hand side according to vector perm and store on x
public void permutation() {
for( int i = 0; i < dim; i++ )
x[1i] = b[ perm[i] ];
T // end of permutation

Fiir den Aufwand der Algorithmen I1.2.9 und 11.2.10 gilt:

Algorithmus I1.2.9 benétigt O(n?) arithmetische Operatio-
nen. Algorithmus I1.2.10 benétigt pro rechter Seite O(n?)

Operationen.

Das folgende Beispiel verdeutlicht die Vorgehensweise der Algorith-
men [1.2.9 und 11.2.10.

BeispiEL I1.2.11. Fiir die Matrix aus Beispiel I11.1.5 (S. 61) liefert
Algorithmus I1.2.9 die LR-Zerlegung:

p=(1,2,3)
und
1 2 3 1 2 3 1 2 3
456 — 4 -3 -6 — 4 -3 -6
7 8 10 7 —6 —11 7 2 1
Wir erhalten A = LR mit
1 00 1 2 3
L=|410|, R=(0 -3 —6
7 2 1 0 0 1

Fiir die rechte Seite
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ergibt sich z = b und

I1.3. Determinanten

I1.3.1. Determinanten von 2 x 2 und 3 x 3 Matrizen. Das

von den Vektoren
a= (al) und b = (bl)
(05} b2

in der Ebene erzeugte Parallelogramm hat gem&fl Abschnitt [.4.7 und
[.4.9 die Flache

aq bl
F = a9 X bQ = |a1b2 — a2b1|.
0 0

Wir nennen die Zahl

det A = a1by — asby

die DETERMINANTE der 2 X 2 Matrix

N R by
(o h).

Wegen Abschnitt 1.4.7 und 1.4.9 ist det A = 0 genau dann, wenn die
Vektoren a und b parallel sind, d.h. a = Ab fiir ein A € R. Wegen
Abschnitt I1.1.4 ist letzteres genau dann der Fall, wenn Rang A < 2
ist. Also gilt:

det A #0 <= A ist invertierbar.

BEeIsPIEL 11.3.1. Es ist

1 2
det(3 4)—1~4—2-3——2.

Betrachte nun drei Vektoren
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Das von ihnen in einem kartesischen Koordinatensystem erzeugte Spat
hat geméafl Abschnitt 1.4.8 und 1.4.9 das Volumen
V == |[alva27a3]|
= |ay1(aznass — asass3)
— ag1(aizasz — azai3)

+ a1 (a12a23 — ag2a13)|.

(IL.3.1)

Wir nennen die Zahl

det A = [al, g, ag]

die DETERMINANTE der 3 x 3 Matrix

ailz aig Aais
A= lan ax ag3
ag1 asz as3

Wie fiir 2 x 2 Matrizen gilt:

det A # 0 <= A ist invertierbar.

Ein Vergleich der Formel (II.3.1) mit der Definition der Determi-
nante einer 2 x 2 Matrix liefert die Rekursionsformel

11 Aiz2 13 gy Gos
det A921 Q929 Q923 = a1 det
32 Aa33

ala @

— ay det 12 13
32 Aas3
a a

+ag det [ 2 "B,
Q22 A23

Die Determinante einer 3 x 3 Matrix kann nach der FORMEL VON
SARRUS berechnet werden:

a31 asz2 a33

+ + +
ai1 a2 ai3 a11 a2
N 4 4 /!
21 22 23 21 22
/! 4 4 N\
as1 asz2 ass as1 as2

Dabei miissen die drei Zahlen auf jedem Pfeil miteinander multipliziert,
die Ergebnisse der \-Pfeile addiert und die Ergebnisse der -Pfeile
subtrahiert werden.
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BEISPIEL II.3.2. Es ist
1 2 3
det {4 5 6 | =1-5-10+2-6-7+3-4-8
7 8 10
—-7-5-3—-8:-6-1—-10-4-2
=50+ 84 +96 — 105 — 48 — 80
= —3.
11.3.2. Die Determinante einer n x n Matrix. In Verallgemei-

nerung der Fille n = 2 und n = 3 wird die DETERMINANTE einer n X n
Matrix wie folgt rekursiv definiert:

Firn = ]_7 d.h. A= ((111), ist det A = aiq.-
Firn > 2 ist

det A = a1 det(An) — 921 det Agl
+ ...+ (—1)"+1an1 det Anl-

Dabei ist A;; die (n—1) x (n—1) Matrix, die durch Streichen
der i-ten Zeile und j-ten Spalte aus A entsteht.

BeispIEL 11.3.3. Fir

1 2 0 1
3 =21 0
A=10 6 3 2
2 4 3 1
erhalten wir
-2 1 0
Aqn=| 6 3 =2,
4 3 1
2 0 1
Ay =16 3 =21,
4 3 1
2 0 1
Ayzr=|-2 1 0],
4 3 1
0 1
Ap=1-2 1 0
6 3 -2

und

detA=1 ~detA11 —3'detA21 +O‘detA31 —2‘d€t1411
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— —32-3-24—2-(—16)
— 72,

I1.3.3. Rechenregeln fiir Determinanten. Es gelten folgende
Rechenregeln fiir Determinanten:

(1) Eine Determinante kann durch Entwicklung nach einer belie-
bigen Zeile oder Spalte berechnet werden:

det A = (—1)"a; det Ay + (—1)"2a det Ay
+ . (D) "ay, det Ay,
(Entwicklung nach der i-ten Zeile)
= (=1)7*ay; det Ay + (—1)""2ay; det Ay;
o+ (=1)Tay, det Ay,
(Entwicklung nach der j-ten Spalte).

(2) Hat A obere bzw. untere Dreiecksgestalt, d.h. a;; = 0 fiir i > j
bzw. a;; = 0 fiir ¢ < 7, so ist det A das Produkt der Diagonal-

elemente
det A = aip - a9 ... App-
(3) Die Determinante ist LINEAR IN JEDER ZEILE bzw. SPALTE,
d.h.
7y YAl
det | az; | = adet | z;
Zy, Zy,
7y Z 7
det |la+b| =det| a | +det]| b
Zn, Zn, Zn,
bzw.

det(Sl,...,OzSi,...,Sn):adet(Sl,...,Si,...,Sn)
det(Sy,...,a+b,...,S,) =det(Sy,...,a,...,S,)
+det(Sl,...,b,...,Sn).

(4) Die Determinante ist ALTERNIEREND, d.h. geht A aus A durch
Vertauschen zweier Zeilen oder Spalten hervor, dann gilt, det A

= —det A.
Insbesondere ist det A = 0, falls zwei Zeilen oder Spalten von

A gleich sind.
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(5) Die Determinante &ndert sich nicht, wenn das Vielfache einer
Zeile (bzw. Spalte) zu einer anderen Zeile (bzw. Spalte) hin-
zuaddiert wird.

(6) det(AT) = det A.

(7) det(AB) = (det A)(det B).

(8) A ist invertierbar genau dann, wenn det A # 0 ist. In diesem
Fall ist det(A™!) = (det A)~%.

(9) Ist B eine k x k Matrix, C' eine k x ¢ Matrix, D eine ¢ X k
Matrix und E eine ¢ x ¢ Matrix, so gilt

det <§ g) =det B -det F,

det (g g) =det B -det F.

BEMERKUNG II.3.4. Fiir n > 4 empfiehlt es sich fiir die Berechnung
von det A hiaufig, A mit dem Eliminationsteil des Gaufischen Algorith-
mus [1.1.3 (S. 58) zunéchst auf obere Dreiecksgestalt zu transformieren.
Dies dndert die Determinante nicht.

BEISPIEL 11.3.5. Es ist

1 2 3
det |2 1 1] =0 daz3=2+ 2
3 3 4
und
1 2 3 4 1 2 3 4
0 41 2 041 2
det f o 1 3 _p|=det|g 1 53
-1 2 0 1 0 4 3 5
4 1 2
=det|1 3 -1
4 3 5
0 —11 6
=det|{1 3 -1
0O -9 9
—11 6
——det(_9 9)
= 45.

I1.3.4. Die Cramersche Regel. Die Matrix A = (aj,...,a,) sei
invertierbar. Dann besitzt das LGS Ax = b eine eindeutige Losung.
Ersetzen wir die i-te Spalte a; von A durch b = a;z1 + ... + a,x,, so
erhalten wir mit den Rechenregeln des vorigen Abschnitts

det(al, c. ,ai,l,b,aiﬂ, c. ,an)
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= det(al, a1, a1 + ..+ Tndn, i1, - - ,an)
=T det(al, ey A1, A1, A,y - - - ,an) +...
- ~~ >
=0
+ x; det(ab e A1, A, Ay e ,an) +...
A ~~ 7
=det A
+ x, det(al, ce e, A1, A, At 1, - ,an)
~ Vv
=0
= z;det A.

Dies beweist die

CRAMERSCHE REGEL: Die Losung des LGS Ax = b ist bei
invertierbarer Matrix A gegeben durch

o det(al, e ,ai_l,b,aiﬂ, e ,an)
det A

x; 1=1,...,n.

BEISPIEL I1.3.6. Die Cramersche Regel ist fiir die praktische Rech-
nung bei groflen Werten von n, d.h. n > 4, UNGEEIGNET. Denn ihr
Rechenaufwand ist n! im Vergleich zu n® beim Gaufischen Eliminati-
onsverfahren. So wiirde ein Gigaflop Rechner mit der Cramerschen Re-
gel zur Losung eines LGS mit 20 Gleichungen und Unbekannten mehr
als 77 Jahre benétigen; bei dem Gaufischen Eliminationsverfahren ist
die Rechenzeit kleiner als 8usec.

I1.3.5. Kegelschnitte. Ein Kegelschnitt in der (x,y)-Ebene ist
gegeben durch eine Gleichung der Form

a1z + a2y2 + agxy + ayx + asy + ag = 0,

in der nicht alle Koeffizienten a; von Null verschieden sind. Da ein Ko-
effizient zu 1 normiert werden kann, ist im allgemeinen ein Kegelschnitt
durch die Angabe von 5 Punkten A; = (z;,v;), 1 <1 <5, auf der Kur-
ve bestimmt. Diese Punkte A; und der ,allgemeine“ Punkt = = (z,y)
liefern ein homogenes Gleichungssystem

a1 2% + asy® + asxy + asx + asy + ag = 0

a17] + agyy + azTiy; + aswy + asys + ag = 0

a1T: + agy: + azrsys + asrs + asys + ag = 0

fiir die Koeffizienten aq,...,as. Da dieses eine nicht triviale Losung
besitzt, muss die Determinante der Koeffizientenmatrix verschwinden.
Das ergibt die sog. 5-PUNKTE-GLEICHUNG FUR DEN ALLGEMEINEN
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KEGELSCHNITT:

@ oyt oxy xy

2 9
Ti YT Tiy1 T1 Y1

—_ =

T3 Y3 wsYs Ts Ys 1
Spezielle Kegelschnitte sind durch weniger als 5 Punkte festgelegt. So
hat z.B. ein Kreis die Gleichung a(z? + y?) + bz + cy + d = 0 und ist
durch die Angabe von drei Punkten festgelegt. Wie oben ergibt sich
die Gleichung

224+ oz oy 1

24yl x 1

det 1.y1 ! y.l .1 =0

witys w3 oy 1

fiir den Kreis durch die Punkte (z;,y;), 1 <1i < 3.

BEISPIEL I1.3.7. Der Kreis durch die Punkte (0, 0), (1,3) und (2, —1)
hat die Gleichung

224y x oy 1
0 0O 0 1
O=det] 15 1 3
5 2 —1 1
224+ oy
= det 10 1 3
5) 2 -1

= —T7(z* + y*) + 25z + 15y
also 7(z% + y*) — 25z — 15y = 0.

I1.4. Eigenwerte und Eigenvektoren

11.4.1. Definition. Eine Zahl A € C heifit EIGENWERT, kurz
EW, der komplexen n x n Matrix A, wenn es mindestens einen von
Null verschiedenen komplexen Vektor b gibt mit

Ab = \b.

Jeder derartige Vektor heifit EIGENVEKTOR, kurz EV, von A zum EW
A

Ist b ein EV von A zum EW X und a # 0 eine komplexe
Zahl, so ist ab ebenfalls ein EV von A zum EW .
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BrispieL 11.4.1. Fiir

0 -1 0 1
A=1-1 -1 1|, b=1| 2
0O 1 0 —1
erhalten wir
-2
Ab=|—-4] =-2b
2

Also ist —2 ein EW von A und b ein zugehoriger EV.

I1.4.2. Das charakteristische Polynom. Definitionsgeméf ist
A € C ein EW der n x n Matrix A genau dann, wenn das homogene
LGS (A—AI)x = 0 eine nicht triviale Losung besitzt. Gemafl Abschnitt
I1.3.3 ist dies genau dann der Fall, wenn det(A — AI) = 0 ist.

Die Vorschrift A — det(A — AI) beschreibt eine Funktion von C in
C. Aus den Rechenregeln fiir Determinanten folgt, dass

det(A— M) = (=1)"\" + ap, A" 4+ ... Farh +ag

ist mit komplexen Zahlen ay, ..., a,_1. D.h., det(A — \I) ist ein POLY-
NOoM vom Grad n. Wir nennen det(A — AI) das CHARAKTERISTISCHE
PoLyNOM von A und bezeichnen es mit x4(A). Es gilt:

Die EW von A sind genau die Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms x 4.

BEMERKUNG [I1.4.2. Verschiedentlich wird die Funktion A ~—
det(AI — A) auch als charakteristisches Polynom von A bezeichnet.
Wegen der Rechenregeln fiir Determinanten ist

det(AT — A) = (—1)" det(A — AI),

d.h. die Funktionen det(A] — A) und det(A — AI) unterscheiden sich nur
durch das Vorzeichen und haben insbesondere die selben Nullstellen.

Man kann zeigen, dass jedes komplexe Polynom in komplexe Li-
nearfaktoren zerlegt werden kann. Daher gibt es ein r € {1,...,n},
paarweise verschiedene komplexe Zahlen Ay, ..., A\, und von Null ver-
schiedene natiirliche Zahlen k¢, ...k, mit k; + ...+ k, = n und

xaN) = =N (= N

Die Zahl k; heifit die ALGEBRAISCHE VIELFACHHEIT des EW \;. Defini-
tionsgeméf ist die Matrix A — ;I singulér und erfiillt daher Rang(A —
Ail) < n. Die Zahl n — Rang(A — X\;I) heifit GEOMETRISCHE VIEL-
FACHHEIT des EW A;.

Konstruktionsgeméf gilt fiir jeden Eigenwert:



80 II. LINEARE ALGEBRA

1 < geometrische Vielfachheit < algebraische Vielfachheit.

Im allgemeinen stimmen aber algebraische und geometrische Vielfach-
heit eines EW nicht {iberein.

()

lautet das charakteristische Polynom

BEIspIEL 11.4.3. Fir

Ya(}) = det (1? 15) —(1- )2

Also hat A nur den EW 1; die algebraische Vielfachheit ist 2. Aus
Abschnitt I1.1.4 ergibt sich

Rang(A — I) = Rang (8 (1]) = Rang ((1] 8) = 1.
Also ist die geometrische Vielfachheit des EW 1.
Aus den Rechenregeln fiir Determinanten ergibt sich, dass
xa(A) = (=D)"\" + (=1)" "A\"Spur A + ... + det A

1st mit

Spur A =ay1 +as+ ...+ Gyy.

Ein Koeffizientenvergleich mit der Zerlegung in Linearfaktoren lie-
fert die niitzlichen Formeln

det A= M. . \F
Spur A = kM + ...+ kA

11.4.3. Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren. Aus
dem vorigen Abschnitt ergibt sich folgende Vorgehensweise zur Berech-
nung der Eigenwerte und Eigenvektoren:

e Stelle das charakteristische Polynom x4 auf.

e Bestimme alle Nullstellen Ay, ..., A, von xa4.

e Fiir jeden EW \; bestimme mit dem Gauflschen Eliminati-
onsverfahren I1.1.3 (S. 58) alle Losungen des homogenen LGS
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BEISPIEL 11.4.4. Betrachte

-2 -8 —-12
A=|1 4 4
0 0 1

Das charakteristische Polynom ist

—-2-X -8 —12
Xa(A) = det 1 4—XN 4
0 0 1—A

= (1— ) det < 21_ A 4__8A)
=1 =N[(=2-N){4-A) +8]
= (1= N)[-8 =2\ + A\ +§]
=1 =N =2\

81

Also sind die EW Ay = 0, Ay = 1 und A3 = 2. Mit dem Gaufischen

Eliminationsverfahren ergibt sich:

fiir den EW 0:
-2 -8 =12 1 4 4 1 4 4
1 4 4 —- 00 -4 — 001
0 0 1 0 0 1 0 0O
= x3=0,29 = 11‘1 —4
—4
— 1 ]ist ein EV zum EW 0
0
fir den EW 1:
-3 =8 —12 1 3 4
1 3 4 — 010
0 0 0 0 0O
— w3=1,2=0,07 = —4
—4
— 0 ] ist ein EV zum EW 1
1
fiir den EW 2:
-4 -8 12 1 2 4 1 2 4
1 2 4 — 0 0 4 — 0 0 -1
0 0 -1 0 0 -1 0O 0 O
— q;3:(]x2—1x1 2
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-2
e 1 | ist ein EV zum EW 2.
0

11.4.4. Numerische Berechnung der Eigenwerte und Eigen-
vektoren®. Die beschriebene Vorgehensweise zur Berechnung der EW
und EV ist nur zur ,,Rechnung per Hand“ bei kleinen Werten von n
geeignet. Fiir die numerische Berechnung mit Computern ist sie zu
aufwéndig und zu instabil, d.h. mit grofSlen Ungenauigkeiten behaftet.
Fiir diese Aufgabe sind spezielle, besser geeignete Verfahren entwickelt
worden.

Die wichtigsten sind:

(1) Die Potenzmethode und das Verfahren der Rayleigh-Quotien-
ten fiir die Berechnung des betragsméflig grofiten Eigenwertes.

(2) Das inverse Verfahren von Wielandt und das Verfahren der
inversen Rayleigh-Quotienten fiir die Berechnung des betrags-
méaBig kleinsten Eigenwertes einer invertierbaren Matrix.

(3) Das QR-Verfahren zur Berechnung aller Eigenwerte.

Wir werden hier nur die Verfahren aus (1) und (2) besprechen.

ALGORITHMUS I1.4.5. POTENZMETHODE zur Berechnung des be-
tragsmdaflig grofiten Eigenwertes.

(0) Gegeben:
A (Matriz)
Xo (Startndherung fir einen Eigenvektor mit ||xq|| = 1)
(1) Firm =0,1,2,... fihre folgende Schritte aus:
Ui = Axpy,
Om1 = SEN((Wn 41, Xm)),

)\m+1 = Om+1 Hum+1 H )

1
Xm4+1 = Om+1 ||11 1Hum+1-
m+
Hat A die Eigenwerte pq,...,pu, (mehrfache Eigenwerte werden
mehrfach aufgefithrt!) und gilt [p1| = ... = || > |ppr1] > - > |un]
sowie p; = ... = [, kann man zeigen, dass die Zahlen A, gegen den

Eigenwert u; und die Vektoren x,,, gegen einen Eigenvektor zum Eigen-
wert pq konvergieren. Dabei wird der Fehler jeweils pro Iteration um
den Faktor |“Z—J1r1| reduziert. Die Konvergenzgeschwindigkeit hangt also
ab vom Abstand zwischen dem betragsméflig grofiten und zweitgrofiten
Eigenwert.

Falls || = = |pp| > |pp+1| > - > |pn] aber py # ... # p, ist, kon-
vergieren die Zahlen \,, nach wie vor gegen den Eigenwert p, aber die



I1.4. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN 83

Vektoren x,, miissen nicht mehr gegen einen zugehorigen Eigenvektor
konvergieren.

Das folgende Java-Programm realisiert Algorithmus 11.4.5:

// power method
public void power() throws LinearAlgebraException {
double ew = 0.0, diff = 1.0, norm = 1.0;
int s = 1, iter = 0;
b = new double[dim];
norm = Math.sqrt( innerProduct(x, x)/dim );
if ( norm > EPS )
multiply(x, x, 1.0/norm);
else
throw new LinearAlgebraException(
" ERROR: zero vector after "+iter+" iterations");
while ( iter < maxit && diff > EPS ) {
b = multiply(a, x);

s = ( innerProduct(b, x) >=0 ) ? 1 : -1;
diff = ew;
norm = Math.sqrt( innerProduct(b, b)/dim );

if ( norm < EPS )
throw new LinearAlgebraException(
" ERROR: zero vector after "+iter+" iterations");
ew = s*norm;
residuals[iter] = ew;
multiply(x, b, 1.0/ew);
diff = Math.abs( ew - diff );
iter++;
}
iterations = Math.max(iter, 1);
} // end of power
// inner product of two vectors
public double innerProduct(double[] u, double[] v) {
double prod = 0;
for( int i = 0; i < dim; i++ )
prod += ulil*v[i];
return prod;
} // end of inner product
// multiply matrix c with vector y
public double[] multiply(double[][] c, double[] y) {
double[] result = new double[dim];
for( int i = 0; i < dim; i++ )
result[i] = innerProduct(c[i]l, y);
return result;
} // end of multiply
// multiply vector v with double c and store on u
public void multiply(double[] u, double[] v, double c) {
for( int i = 0; i < dim; i++ )
uli] = v[il*c;
} // end of multiply

ALGORITHMUS [1.4.6. RAYLEIGH-QUOTIENTEN-ITERATION zur
Bestimmung des betragsmdfsig grofiten Eigenwertes einer symmetri-
schen Matrix.

(0) Gegeben: xq¢ (Startwert mit ||xo| = 1)
(1) Firm =0,1,... fihre folgende Schritte aus:

Um1 = Axm7
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1
[ 1]
Am+1:(xmnum+ﬂ'

Xm+1 = Wpt1,

Unter den gleichen Voraussetzungen wie bei Algorithmus 11.4.5,
kann man zeigen, dass die Zahlen \,, gegen den betragsméflig grofiten

Eigenwert von A konvergieren. Dabei wird der Fehler pro Iteration um
|#p+l|

den Faktor <W)2 reduziert. Algorithmus I1.4.6 konvergiert also dop-

pelt so schnell wie Algorithmus 11.4.5.

Das folgende Java-Programm realisiert Algorithmus I1.4.6. Die Me-
thoden innerProduct und multiply sind die selben wie bei der Po-
tenzmethode.

// Rayleigh quotient iteration
public void rayleigh() throws LinearAlgebraException {
double ew = 0.0, diff = 1.0, norm = 1.0;
int iter = 0;
b = new double[dim];
norm = Math.sqrt( innerProduct(x, x)/dim );
if ( norm > EPS )
multiply(x, x, 1.0/norm);
else
throw new LinearAlgebraException(
" ERROR: zero vector after "+iter+" iterations");
while ( iter < maxit && diff > EPS ) {
b = multiply(a, x);
diff = ew;
ew = innerProduct (b, x)/dim;
norm = Math.sqrt( innerProduct(b, b)/dim );
if ( norm < EPS )
throw new LinearAlgebraException(
" ERROR: zero vector after "+iter+" iterations");
residuals[iter] = ew;
multiply(x, b, 1.0/norm);
diff = Math.abs( ew - diff );
iter++;
}
iterations = Math.max(iter, 1);
} // end of rayleigh

Wendet man die Algorithmen I11.4.5 und I1.4.6 auf die Matrix A~!
an und bildet die Kehrwerte der entsprechenden Grofien, erhélt man
einen Algorithmus zur Berechnung des betragsméfig kleinsten Eigen-
wertes. Aus Effizienzgriinden wird dabei die Matrix A~! nicht berech-
net, sondern z = A~'x durch Losen des Gleichungssystems Az = x
bestimmt.

ALGORITHMUS [[.4.7. INVERSE ITERATION VON WIELANDT zur
Berechnung des betragsmdfsig kleinsten Eigenwertes.

(0) Gegeben: xq¢ (Startwert mit ||Xo|| = 1)
(1) Firm = 0,1, ... fihre folgende Schritte aus:
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(a) Lose das LGS
A, = Xy
(b) Berechne

Om+1 = sgn((Wmt1, Xm)),

o Om+1
Pm+1 = 7 s
[ ]
1
Xm+1 = Om+1 Hu 1Hum+1-
m+

Hat die Matrix A die Eigenwerte p,. .., u, und gilt |uq] > ... >
|tn—r—1| > |ttn—r| = ... = |pn] > 0 sowie pip,—, = ... = p,,, kann man
zeigen, dass die Zahlen p,, gegen den Eigenwert pu,, und die Vektoren
X, gegen einen Eigenvektor von A zum Eigenwert pu, konvergieren.

Das folgende Java-Programm realisiert Algorithmus I1.4.7. Die Me-
thoden innerProduct und multiply sind die selben wie bei der Po-
tenzmethode. Die Methoden 1rElimination, permutation, forSolve
und backSolve losen ein lineares Gleichungssystem mit der LR-Zerle-
gung und sind in Abschnitt I1.2.5 wiedergegeben.

// inverse power method
public void inversePower() throws LinearAlgebraException {
double ew = 0.0, diff = 1.0, norm = 1.0;
int s = 1, iter = 0;
b = new double[dim];
d = new double[dim];
norm = Math.sqrt( innerProduct(x, x)/dim );
if ( norm > EPS )
multiply(x, x, 1.0/norm);
else
throw new LinearAlgebraException(
" ERROR: zero vector after "+iter+" iterations");

1rElimination();
while ( iter < maxit && diff > EPS ) {
copy (b, x); // methods of permutation, forSolve, backSolve
copy(d, x); // take rhs b and give solution x
permutation();
forSolve();
backSolve();
copy (b, x); // store solution on b
copy(x, d); // retrieve old x
s = ( innerProduct(b, x) >= 0 ) ? 1 : -1;
diff = ew;
norm = Math.sqrt( innerProduct(b, b)/dim );

if ( norm < EPS )
throw new LinearAlgebraException(
" ERROR: zero vector after "+iter+" iterations");
ew = s/norm;
residuals[iter] = ew;
multiply(x, b, ew);
diff = Math.abs( ew - diff );
iter++;
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iterations = Math.max(iter, 1);
} // end of inversePower
}

// copy vector v to vector u
public void copy(double[] u, double[] v) {
for( int i = 0; i < dim; i++ )
uli] = v[il;
} // end of copy
ALGORITHMUS I1.4.8. INVERSE RAYLEIGH-QUOTIENTEN-ITERA-
TION zur Bestimmung des betragsmdfiig kleinsten FEigenwertes einer
symmetrischen Matrix.
(0) Gegeben: xq¢ (Startwert mit ||xo|| = 1)
(1) Firm =0,1,... fihre folgende Schritte aus:
(a) Lise das LGS

Ay = Xy
(b) Berechne
1

[l

Pm+1 = (Xma um+1)_1-

Xm+1 - um+1 )

Unter den gleichen Voraussetzungen wie bei Algorithmus 11.4.7,
kann man zeigen, dass die Zahlen p,, gegen den Eigenwert pu, von
A konvergieren. Allerdings konvergiert Algorithmus 11.4.8 doppelt so
schnell wie Algorithmus I1.4.7.

Das folgende Java-Programm realisiert Algorithmus 11.4.8. Die Me-
thoden innerProduct und multiply sind die selben wie bei der Po-
tenzmethode. Die Methoden 1rElimination, permutation, forSolve
und backSolve losen ein lineares Gleichungssystem mit der LR-Zerle-
gung und sind in Abschitt 11.2.5 wiedergegeben.

// inverse Rayleigh quotient iteration
public void inverseRayleigh() throws LinearAlgebraException {
double ew = 0.0, diff = 1.0, norm = 1.0;
int iter = 0;
b = new double[dim];
d = new double[dim];
norm = Math.sqrt( innerProduct(x, x)/dim );
if ( norm > EPS )
multiply(x, x, 1.0/norm);
else
throw new LinearAlgebraException(
" ERROR: zero vector after "+iter+" iterations");
1rElimination();
while ( iter < maxit && diff > EPS ) {
copy (b, x); // methods of permutation, forSolve, backSolve
copy(d, x); // take rhs b and give solution x
permutation();
forSolve();
backSolve();
copy (b, x); // store solution on b
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copy(x, d); // retrieve old x
diff = ew;
ew = dim/innerProduct (b, x);
norm = Math.sqrt( innerProduct(b, b)/dim );
if ( norm < EPS )
throw new LinearAlgebraException(
" ERROR: zero vector after "+iter+" iterations");
residuals[iter] = ew;
multiply(x, b, 1.0/norm);
diff = Math.abs( ew - diff );
iter++;
}
iterations = Math.max(iter, 1);
} // end of inverseRayleigh

Hat man eine Naherung £ fiir einen EW berechnet, kann man einen
zugehorigen EV berechnen, indem man das homogene LGS (A—jil)x =
0 mit dem GaufBischen Eliminationsverfahren I1.1.3 (S. 58) lost. Diese
naive Vorgehensweise ist aber nicht empfehlenswert, da sie numerisch
instabil, d.h. anfillig gegen Rundungsfehler und Fehler bei der Berech-
nung von fi ist. Wesentlich effizienter ist die Anwendung von Algorith-
mus [1.4.7 auf die Matrix A — iil.

Zur Beschreibung der Vorgehensweise nehmen wir an, dass wir eine
Néherung i fiir einen Eigenwert p; der Matrix A bestimmt haben, und
wollen einen zugehorigen Figenvektor y bestimmen. Wir setzen voraus,
dass fi dichter an p; liegt als an jedem anderen Eigenwert von A, d.h.

| — 5] < |t — ] fiir jeden Eigenwert p1; von A mit p; # pu;.

Dann ist p; — ji der betragsméafig kleinste Eigenwert der Matrix A — il
und jeder andere Eigenwert dieser Matrix hat einen echt gréferen Be-
trag. Auflerdem ist jeder Eigenvektor von A — il zum Eigenwert p; — fi
ein Eigenvektor von A zum Eigenwert ;. Daher konnen wir Algorith-
mus 11.4.7 auf die Matrix A — il anwenden und erhalten eine Folge
von Vektoren x,,, die gegen einen Eigenvektor von A zum Eigenwert
1; konvergiert.

Im allgemeinen liefern schon wenige Iterationen eine hinreichend
genaue Approximation fiir einen solchen Eigenvektor.

Man beachte, dass in jeder Iteration des Verfahrens ein lineares
Gleichungssystem der Form

(A - /ll)um-i-l = Xm

gelost werden muss.

I1.4.5. Rechenregeln. Es gelten u.a. folgende niitzliche Regeln
zu Eigenwerten und Eigenvektoren:

e A habe den EV b zum EW A. Dann haben
aA, A+, a,A"+...+a A+ apl
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ebenfalls den EV b, jedoch jeweils zum EW
aX, A+ 06, ap A"+ 4+ A+ ap.

e A und AT haben die gleichen EW, aber zu jeweils verschiede-
nen EV.

e A ist genau dann invertierbar, wenn alle EW von Null ver-
schieden sind. In diesem Fall ist A genau dann ein EW von A,
wenn A1 ein EW von A1 ist; die zugehérigen EV stimmen
iiberein.

I1.4.6. Ahnliche Matrizen. Zweinxn Matrizen A und B heifien
AHNLICH, wenn es eine invertierbare n x n Matrix T' gibt mit TAT ! =
B. Wegen

det(TAT™" — M) = det(T(A — \I)T ™)
=detT -det(A — \I) - (detT)™*
= det(A — )

haben #hnliche Matrizen dasselbe charakteristische Polynom. Daher
gilt:

Ahnliche Matrizen haben die gleichen Eigenwerte.

Ist u ein EV von A zum EW X\ und B = TAT !, so ist Tu ein EV
von B zum EW A, denn

B(Tu) = TAT *(Tu) = TAu = T(Au) = \Tu.

Eine Matrix A heifit DIAGONALISIERBAR, wenn sie zu einer Diago-
nalmatrix D &hnlich ist. Die Diagonalelemente von D sind dann die
EW von A. Ist A =TDT™!, soist der i-te Spaltenvektor von T ein EV
von A zum EW D;;. Ist A diagonalisierbar, stimmen die algebraischen
und geometrischen Vielfachheiten der EW iiberein. Beispiel 11.4.3 zeigt
daher, dass nicht jede Matrix diagonalisierbar ist. Andererseits kann
man zeigen, dass z.B. jede reelle symmetrische Matrix diagonalisierbar
ist (vgl. Abschnitt 11.4.8).

BEispIEL 11.4.9. Betrachte die Matrix A aus Beispiel 11.4.4 und
bezeichne mit T die Matrix, deren Spalten die drei EV aus Beispiel
I1.4.4 sind:

—4 —4 -2
T=11 0 1
0O 1 0

Mit dem Gauflschen Eliminationsverfahren I1.2.6 ergibt sich

-4 -4 -2|{1 0 0 1 0 1]/]0 1 0
1 0 11010 —0-42|1 40
0 1 0]0 01 01 0j0 01
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1 0 1/{0 1 0 1 0110 10
01 0/001 —01O0]0 01
00 2|1 4 4 0 0 1/05 2 2
1 0 0/-05 -1 -2
01 0] 0 0 1.
0 0 1]05 2 2
Also ist
—05 -1 =2
T'=1 0 0 1
0.5 2 2
und
0 0O
T'AT =101 0].
00 2
Mit
0 0O
D=0 1 0
00 2
ergibt sich dann beispielsweise
AlO — (TDTfl)l(]
=TD"T™!
-4 —4 =2 00 O -05 -1 =2
= 1 0 1 01 0 0 0 1
0 1 0 0 0 1024 0.5 2 2
—4 —4 =2 0 0 0
= 1 0 1 0 0 1

0o 1 0 512 2048 2048

—1024 —4096 —4100
= 512 2048 2048
0 0 1

I1.4.7. Orthogonale Matrizen. Zwei Spaltenvektoren s;,sy €
R™*! heilen ORTHOGONAL, wenn s s, = 0 ist. Ein Spaltenvektor s €
R™ ! heift NORMIERT, wenn s’s = 1 ist. Zwei Zeilenvektoren z;,z, €
R heiflen orthogonal, wenn die Spaltenvektoren z!,zl orthogonal
sind, d.h. z;zl = 0. Analog heifit ein Zeilenvektor z € R'™ normiert,
wenn der Spaltenvektor z normiert ist, d.h. zz? = 1.

Eine n xn Matrix A heifit ORTHOGONAL, wenn ihre Spaltenvektoren

bzw. — was dasselbe ist — ihre Zeilenvektoren normiert und paarweise
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orthogonal sind. Aus den Rechenregeln fiir die Matrixmultiplikation
folgt:

A orthogonal <= AAT = ATA=1.

Also gilt:

A orthogonal «= AT =A%

Wegen
1 =det I = det(AAT) = det A - det AT = (det A)?

gilt auBerdem:

A orthogonal = |det A| = 1.

BEMERKUNG I1.4.10. Sei A = (aj, as,a3) eine orthogonale 3 x 3
Matrix mit det A = 1. Dann ist (0;a;,ag, a3) ein kartesisches Koordi-
natensystem (vgl. Abschnitt 1.4.9). Die Abbildung x — Ax beschreibt
den Ubergang von dem Koordinatensystem (0;ay,as,as) in das Ko-
ordinatensystem (0; e, ey, €3). Geometrisch wird sie durch die Hinter-
einanderschaltung von Drehungen und Spiegelungen beschrieben. Ins-
besondere bleiben unter dieser Abbildung die Liangen von Vektoren
erhalten.

BEISPIEL 11.4.11. Die Drehmatrix
cosw slnw
—sinw cosw
ist orthogonal.

BEISPIEL 11.4.12. Sei u € R™*! ein normierter Spaltenvektor. Die
Matrix

H(u) = (1 — 2uju, e — 2uou,. .., e, — 2u,u)
heifit die zu u gehoérige HOUSEHOLDER-MATRIX. Wegen
(e; — 2u;u)’ (e; — 2u;u) = el e; —4u; e} u +4u? u’u
~— ~ \_fl"
=1 -

=1

und fiir 7 # j
T _ T T T T
(e; —2u;u)’ (ej — 2uju) = e; €; —2uj e; u —2y; u' e; +duu; u' u

=0 =Uj; =Uuj

=0

=1
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ist sie orthogonal. Ist speziell n = 3, so beschreibt sie geometrisch eine
Spiegelung an der zu u senkrechten Ebene durch den Nullpunkt.

11.4.8. Symmetrische Matrizen. Wir erinnern daran, dass nicht
jede Matrix diagonalisierbar ist und dass i.a. die algebraische und die
geometrische Vielfachheit eines EW nicht iibereinstimmen. Es gilt je-
doch:

Sei A eine symmetrische n x n Matrix, d.h. AT = A. Dann
gilt:
e Alle EW von A sind reell.
e Fiir jeden EW von A stimmen algebraische und
geometrische Vielfachheit iiberein.
e A ist diagonalisierbar; die Matrix T'in A = T DT
kann als orthogonale Matrix gewéhlt werden.
e Es gibt eine Basis des R", die aus paarweise ortho-
gonalen EV von A besteht.

BEISPIEL 11.4.13. Fur

1 3 0
A=13 -2 -1
0 -1 1

erhalten wir das charakteristische Polynom

1—A
xa(A) = det 3 —2— )
0 —A
]

:(1—>\)det( 1A 3det(0 1_1A)
(1= A)[(=2=A)(1=A)—1] = 9(1 — A
— (11— (= 2+/\+)\2—1—9)
(1= N2+ A—12)
(

=(1-=XNA=3)(A+14).

Also sind die EW A\; = 1, Ay = 3 und A3 = —4. Das Gauf3sche Elimi-
nationsverfahren I1.1.3 (S. 58) liefert:

fir )\1 =1:
0o 3 0 3 -3 —1 3 -3 -1
3 -3 -1 - 0 -1 0 — 0 -1 0
0 -1 0 0 3 0 0 0 0

1
— 23=1,20=0,27 ==
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V10
10
— 0 ist normierter EV zu A\; = 1
3v10
10
fiir )\2:31
2 3 0 -2 3 0 -2 3 0
3 5 -1 —- 0 -05 -1 — 0 -1 -2
0 —1 9 0 -1 -2 0 0 O
= x3=1,10=-2,21=-3
_3V/14
14
— —@ ist normierter EV zu Ay = 3
Vi4
14
fiir A3 = —4:
5 3 0 5 3 0 5 3 0
3 2 -1 — 002 -1 — 0 —15
0 -1 5 0 -1 5 0 0 0
— x3:17l’2:5,$1:—3
_3V35
35
— @ ist normierter EV zu \3 = —4.
V35
35
Also ist A = TDT~! mit
10 0
D: O 3 O )
00 —4
VIO 3Vl _3v35
10 14 35
_ vid /35
I'=| 0 —¥= ¥
3V10 V14 V35
10 14 35

I1.4.9. Die Schursche Normalform. Matrizen wie

01

00
mit mehrfachen EW, deren algebraische Vielfachheit grofler ist als ihre
geometrische Vielfachheit, sind nicht zu Diagonalmatrizen dhnlich. Fiir
diese Matrizen gibt es keine Basis aus EV. Dementsprechend muss man

das Konzept der Diagonalisierbarkeit abschwéachen. Wir wollen daher
zeigen, dass jede Matrix A zu einer oberen Dreiecksmatrix S &hnlich
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ist, d.h. dass es eine invertierbare Matrix B gibt mit B~'AB = S. Die
Diagonalelemente von S sind dann natiirlich die EW von A. Eine solche
Matrix S nennt man SCHURSCHE NORMALFORM von A.

Zum Beweis unserer Behauptung betrachten wir einen EW X von A.
Zu A gibt es mindestens einen EV u. Diesen kénnen wir zu einer Basis
des C™ ergénzen. Die so gefundenen Vektoren fassen wir als Spalten-

vektoren zu einer Matrix By zusammen, d.h. B; = (u,*,...,*). Dann
gilt
Br'ABy = B (Au, x, ..., %)
A koL ox
0
A
0

mit einer (n—1)x (n—1)-Matrix A;. Mit A; kénnen wir obigen Prozess
wiederholen und erhalten eine (n — 1) x (n — 1)-Matrix B, mit

o
0

mit einer (n — 2) x (n — 2)-Matrix Ay. Fiir

10 ... 0
B 0
Tl B
0
gilt dann
A 00 0
0 pu O 0
By'B{'AB B, = |0 0
Do As
0 0
Nach n—1 Schritten erhalten wir also Matrizen By, B, . .., B,_1, sodass

B'...-B{'ABy-...-B,.,1 =S

obere Dreiecksgestalt hat. B = By -...- B,_; und S sind die gesuchten
Matrizen.

11.4.10. Hauptvektoren. Wir betrachten eine beliebige Matrix
A und ihre Schursche Normalform S. Dann ist S = B~'AB mit einer
invertierbaren Matrix B. Sei A ein m-facher EW von A, m > 2. Indem
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wir ggf. B durch BP mit einer geeigneten Permutationsmatrix P er-
setzen, konnen wir annehmen, dass die ersten m Diagonalelemente von
S gleich A sind. Dann ist S — Al von der Form

E F
s ( 5)

mit
0 *x ... %
— . . . Ecmxm,
0 0 ... x
0 0 ... 0
Fe me(nfm)’

G e C(n—m)x(n—m)'

Wie man leicht nachrechnet, ist £™ = 0. Daher sind die ersten m
Spalten von (S — AI)™ gleich Null, d.h.

(S—=X)"e; =0 firi=1,...,m.

Wegen
(S—A)™ = (B 'AB - )™
= (BYA-X)B)™
=B (A-\)"B
folgt

(A= X)"Be;=B(S—M)"e; =0 firi=1,...,m.

Ein Vektor u € C" mit u # 0 und (A — A/)™u = 0 nennt man einen
HAUPTVEKTOR zum EW \. Wegen (A — A\[)°u = [u = u # 0 und
(A—XI)™u = 0 gibt es eine Zahl £ > 1 mit (A—\)*'u # 0 und (A —
AM)fu = 0. Diese Zahl heifit STUFE des Hauptvektors. Eigenvektoren
sind somit Hauptvektoren der Stufe 1.

Wir haben also gezeigt, dass A zum m-fachen EW X m linear un-
abhéngige Hauptvektoren besitzt, ndmlich Bey, ..., Be,,. (Man beach-
te, dass wir die Spalten der urspriinglichen Matrix B evtl. vertauscht
haben!) Man kann zeigen, dass Hauptvektoren zu verschiedenen EW
immer linear unabhéngig sind. Damit folgt:

Zu jeder Matrix A € C™*" gibt es eine Basis des C", die aus
Hauptvektoren von A besteht.

Die Berechnung einer Basis aus Hauptvektoren und einer Schurschen
Normalform geschieht mit folgendem Algorithmus:
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AvLcorITHMUS I1.4.14. Berechnung der Hauptvektoren und der
Schurschen Normalform einer Matriz A.

(1) Bestimme alle EW der Matriz A.

(2) Zu jedem EW X\ von A bestimme die mazximal mégliche Zahl
linear unabhdngiger EV. Falls diese Zahl kleiner ist als die
algebraische Vielfachheit m von A (geometrische Vielfachheit
< algebraische Vielfachheit), erginze diese Vektoren zu einer
Basis von Kern(A — A\I)™.

(3) Setze B = (uy,...,u,) mit den Hauptvektoren uy, ..., u, aus
Schritt (2) und berechne S = B~'AB.

BEISPIEL 11.4.15. Betrachte

0 1 -1
A=1-2 3 -1
-1 1 1
Das charakteristische Polynom lautet
-2 1 -1
det(A—X)=|-2 33— -1
-1 1 1—A

= AXA-3)A-1)+1+24+A—-3)—A—-2(A—1)
= AA=3)A—1) -2 —1)

= —(A =1\ =3)x+72]

=-(A=-1>2*\-2).

Also ist 2 ein einfacher EW und 1 ein doppelter EW. Die Bestimmungs-
gleichung fiir einen EV zum EW 2 lautet

-2 1 -1
-2 1 —=1|u=0
-1 1 -1
-2 1 -1
1 0 0
0
— u= 1|1
1
Die Bestimmungsgleichung fiir einen EV zum EW 1 ist
-1 1 -1
-2 2 —-1]|v=0
-1 1 0
-1 1 -1

= (0 0 1 |v=0
0 0 1
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1
= v=|1
0
Weiter ist
-1 1 =1\ /-1 1 -1
(A-IP=-2 2 1| -2 2 -1
11 0 -1 1 0
0 00
=[-110
110

Daher lautet die Bestimmungsgleichung fiir einen Hauptvektor zum
EW 1

—xr1 +29 =0.
Daher ist
1
w= |1
1

ein Hauptvektor zum EW 1, der linear unabhéngig vom EV v ist.
(u,v,w) ist die gesuchte Basis. Wegen

ergibt sich mit
01 1
B=(uv,w)=11 11
1 01
die Schursche Normalform von A zu

B™'AB = B '(2u,v,w — V)

= (2617 €2,€3 — 92)

20 0
=101 -1
0 0 1

I1.5. Quadratische Formen

I1.5.1. Definition. Eine Funktion p : R" — R der Form
p(x) =a+alx +x"Ax

mit « € R, a € R” und A € R™" symmetrisch heifit QUADRATISCHES
PoryNOoM in den Variablen zy,...,x,. Im Fall « = 0 und a = 0
heifit p ein HOMOGENES QUADRATISCHES POLYNOM oder auch eine
QUADRATISCHE FORM. Ist zusétzlich A eine Diagonalmatrix, so heif3t
p REIN QUADRATISCH.
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Ist p ein quadratisches Polynom, so heifit die Menge
{x € R": p(x) =0}

eine QUADRIK. Eine Quadrik hat NORMALFORM, wenn x’ Ax rein
quadratisch ist und « + a’x durch keine Transformation der Form
x = b + By verkiirzt werden kann.

BeispieL 11.5.1. Fiir

erhalten wir das quadratische Polynom
p(x) =4 — 22, — 4oy + 27 + 23,
Quadratische Ergédnzung liefert fiir die zugehdrige Quadrik

0=4— 2w + 27 — day + 15
=4+ (-1 -1+ (22—-2)* -4
= (2 —1)* + (23 — 2)* — 1.

Dies ist die Gleichung eines Kreises in der (z1,x2)-Ebene mit Mittel-

punkt (1,2) und Radius 1. Die Koordinatentransformation y; = x; —1,

ys = x9 — 2 (Verschiebung des Ursprungs) liefert die Normalform
2, 2 _

yi+y; —1=0.

BEISPIEL I1.5.2. Der Spannungstensor eines unter Krafteinwirkung
stehenden elastischen Korpers P hat die Form

Or Tzy Taz
S=|Tw oy Ty
Tez Tyz Oz

mit vom Ort abhéngigen Matrixelementen. Er ist symmetrisch. Be-
trachte in einem festen Punkt P einen Schnitt durch P senkrecht zu
dem Normalenvektor n mit |n| = 1. Dann kénnen wir den Spannungs-
vektor Sn in die zu n parallele Normalenspannung t und die dazu
senkrechte Schubspannung s zerlegen, d.h. Sn =t +s. Wegenn-s =0
und n -t = |t] gilt n”Sn = [¢|, d.h. der Betrag der Normalenspannung
berechnet sich aus der quadratischen Form ¢(x) = x” Sx.

BEISPIEL I1.5.3. Ein einfaches Problem der Ausgleichsrechnung ist
die Bestimmung einer Geraden y = az + b, die moglichst genau durch
die Messpunkte (x1,41),...,(Zn,y,) in dem Sinne verlauft, dass das
quadratische Polynom q(u,v) = (y1 —uxy —v)? + ... + (yp — uz, — v)?
in (u,v) = (a,b) ein Minimum annimmt.
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I1.5.2. Reduktion auf Normalform. Die Quadrik zu einem ge-
gebenen quadratischen Polynom

p(x) = a+alx +x'Ax

kann durch die folgenden zwei Schritte auf Normalform gebracht wer-

e Bestimme wie in Abschnitt I1.4.7 eine Diagonalmatrix D und
eine orthogonale Matrix 7" mit A = TDT~!. Die Variablen-
transformation x = Ty liefert

ply) =a+a'Ty +y' Dy
=a+ 0y + .+ Bl + MYL -+ Ny
mit den EW A{,..., A, von A. Man beachte, dass jeder EW
entsprechend seiner algebraischen Vielfachheit mehrfach auf-

gefithrt wird!
Die Koordinatentransformation

{yi falls \; = 0
Zi =

yi + g falls A # 0

(d.h. eine quadratische Ergénzung) liefert die Normalform
p(z)=v+c'z+2z" Dz
=+ 621+t O+ M2+ A2
mit

5 B falls i =0
"lo falls A £0

und
p—y
7—04—12 )

wobei Y andeutet, dass nur die Beitrige mit \; # 0 aufsum-
miert werden.

BEIsSPIEL I1.5.4. Betrachte das quadratische Polynom p mit

0 1 3 0

4
a:—4—9, a=[1], a=[3 —2 -1
8 0 0 -1 1

GeméB Beispiel 11.4.13 (S. 91) ist

0
0
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VIO 3V/1d 335
10 4 35

_ Vi VE
=10 - %
Wi Vi VB

10 14 35

T
T=(0 Y~ Y°°
a 0, === =)
und
49 1 14+ 35
TTUR 40193 19 (—4)
49 12 5
48 4|21 28
B 49+1
48 48
- 1.

Also ist die Normalform der zugehorigen Quadrik
o+ 3w — 423 — 1 =0.
Dies ist die Gleichung eines einschaligen Hyperboloids.

I1.5.3. Normalformen der ebenen Quadriken. Im R? gibt es
die folgenden 9 verschiedenen Normalformen der Quadriken. Dabei sind
a, b, p von Null verschiedene reelle Zahlen.

Rang A = 2:
? oy
— + 75 — 1 =0 Ellipse, bzw. Kreis falls |a| = |b],
a? b2
? oy
= + 7 + 1 =0 leere Menge,
oy
T E 1 = 0 Hyperbel,

2% + a®y? = 0 Punkt,

22 — a*y? = 0 Paar sich schneidender Geraden,
Rang A =1:

x? — 2py = 0 Parabel,
z? — a® = 0 Paar paralleler Geraden,
2? + a® = 0 leere Menge,

22 =0 Gerade z = 0.
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I1.5.4. Normalformen der ridumlichen Quadriken. Im R3
gibt es die folgenden 17 verschiedenen Normalformen der Quadriken.
Dabei sind a, b, ¢, p von Null verschiedene reelle Zahlen.

Rang A = 3:

242 2
~ + 5 + = — 1 =0 Ellipsoid bzw. Kugel, falls |a| = [b] = |c],
a b2 2
22 2 22
?+b—2+§+1:01eerel\/[enge,

22 P 2
—+5 -5+ 1 = 0 zweischaliges Hyperboloid,
a b2 2
2?2 P 2
— 4+ % — — — 1 = 0 einschaliges Hyperboloid,
a? b2 2
2?2
EjLﬁ—|—§:0Punkt,
2 2 2
% y_2 — Z—2 = 0 Kegel,
Rang A =
22 P
—t5 - 2pz = 0 elliptisches Paraboloid,
a b
2 2
x_2 — y_2 — 2pz = 0 hyperbolisches Paraboloid,
a b
2 2
= + % + 1 =0 leere Menge,
2 2
x_2 + y_2 — 1 = 0 elliptischer Zylinder,
a b
2 2
x_2 _y + 1 = 0 hyperbolischer Zylinder,
a b?
2 2
% + :Z_Q = 0 Gerade,
2 2
x_2 — == = 0 Paar sich schneidender Ebenen,
a b2
Rang A = 1:

x? — 2py = 0 parabolischer Zylinder,
z? — a® = 0 Paar paralleler Ebenen,
2? + a® = 0 leere Menge,

22 = 0 Ebene z = 0.
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I1.5.5. Positiv definite Matrizen. Die Bestimmung der Extrem-
werte einer reellen Funktion in n reellen Verédnderlichen ist eng ver-
bunden mit der Frage, wann eine quadratische Form ¢(x) = x Ax fiir
x # 0 nur positive oder nur negative Werte annimmt.

Eine quadratische Form ¢(x) = xT Ax bzw. die zugehdrige symme-
trische Matrix heifit POSITIV DEFINIT bzw. NEGATIV DEFINIT, wenn
fiir alle x # 0 gilt ¢(x) > 0 bzw. ¢(x) < 0. Die quadratische Form
bzw. die zugehorige Matrix heifft INDEFINIT, wenn sie sowohl positi-
ve als auch negative Werte annimmt. Sie heifit POSITIV SEMIDEFINIT
bzw. NEGATIV SEMIDEFINIT, wenn fiir alle x # 0 gilt ¢(x) > 0 bzw.
q(x) <0.

BeispiEL I1.5.5. In der Relativitdatstheorie spielt die quadratische
Form
Q(w7ya Zat) = :I"Q + y2 + 22 - CQtQ
eine wichtige Rolle. Sie ist indefinit; es gibt ,raumartige“ Vektoren
u € R* mit ¢(u) > 0 und ,zeitartige* Vektoren v € R* mit ¢(v) < 0.

Es gilt folgende Charakterisierung:

Eine symmetrische Matrix ist genau dann positiv definit
bzw. negativ definit, wenn alle ihre EW positiv bzw. nega-
tiv sind.

Sie ist indefinit genau dann, wenn sie positive und negative
EW besitzt.

Sie ist genau dann positiv semidefinit bzw. negativ semi-
definit, wenn alle ihre EW nicht negativ bzw. nicht positiv
sind.

Die positive Definitheit kann aus dem Vorzeichen geeigneter Deter-
minanten abgelesen werden:

Eine symmetrische Matrix ist genau dann positiv definit,
wenn die Determinanten der n Hauptmatrizen

Hy = ayy,
a11 a2

H2 = )
Q21 A22
a1 o Alg

k1 - Qkk
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H,=A

alle positiv sind.

BEISPIEL 11.5.6. Fir

5 =2 2
A=1-2 6 -1
2 -1 4
lauten die Hauptmatrizen und ihre Determinanten
H, =5, det H; = 5,
5 =2
H2 = (_2 6 ) s det HQ = 26,
H; = A, det H3 = 83.

Also ist A positiv definit.

BEeispieL 11.5.7. Fir

5 =3 9
A=|-3 3 -3
9 -3 5
lauten die Hauptmatrizen und ihre Determinanten
H, =5, det H; = 5,
5 =3
HQ— (_3 3), detHQ—G,
H; = A, det H3 = —96.

Das charakteristische Polynom ist
xa(A) = —(4+ X)) (A = 17\ + 24).
Also sind die EW —4, 17’5/@ und 17*5/@. Die Matrix ist indefinit.

I11.6. Vektorrdume und lineare Abbildungen

11.6.1. Vektorridume. Eine nichtleere Menge V', in der man zu je
zwei Elementen u, v € V eine Summe u+v € V und zu jedem Element
u € V und jeder Zahl a € R das a-fache au € V bilden kann, heifit ein
(REELLER) VEKTORRAUM, wenn folgende acht Rechengesetze erfiillt
sind:

VEKTORRAUMAXIOME:

(1) u+v =v+ufirale u,v e V (KOMMUTATIV-
GESETZ).
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(2) (u+v)+w=u+(v+w) fir alle u,v,w € V
(ASSOZIATIVGESETZ).

(3) Es gibt ein 0 € V', NULLELEMENT oder NULLVEK-
TOR genannt, mit u+ 0 = u fiir alleu e V.

(4) Zu jedem u € V gibt es ein mit —u bezeichnetes

Element, fiir das gilt u + (—u) = 0.

) lu=ufiralleueV.

) a(fu) = (af)u fir alleu € Vo, 5 € R.

) a(u+v) = (au) + (av) fir alle u,v € V,a € R.

) (a+ f)u = (au) + (Pu) fir alleu € V,a, g € R.

Die Elemente eines Vektorraumes nennt man VEKTOREN. Statt
u + (—v) schreibt man u — v.

BEISPIEL I1.6.1. Der dreidimensionale Anschauungsraum ist ein
Vektorraum (vgl. Paragraph 1.4). R™*! R™™ und R™™ sind Vek-
torrdume (vgl. Abschnitt I1.1.1).

BEISPIEL 11.6.2. Sei I C R ein Intervall und F die Menge aller
Abbildungen f : I — R. Fiir je zwei Abbildungen f,g : I — R und
jede Zahl o« € R konnen wir die Abbildungen f + ¢ : I — R und
af : I — R definieren durch

r— f(x)+g(x) bzw. z— af(x).

Wie man leicht nachrechnet, gelten fiir diese Vorschriften die obigen
Rechenregeln. F ist also ein Vektorraum.

11.6.2. Unterrdume. Eine nicht leere Teilmenge U eines Vektor-
raumes V heifit UNTERVEKTORRAUM oder UNTERRAUM von V', wenn
fiir je zwei Vektoren u,v € U und jede Zahl o € R gilt u+v € U und
oucU.

BEISPIEL I1.6.3. Die Menge U aller Spaltenvektoren mit n Kompo-
nenten, deren letzte Komponente verschwindet, ist ein Unterraum von
R™ ! Ebenso ist die Menge W aller Spaltenvektoren mit n Kompo-
nenten, deren i-te Komponente (i € {1,...,n} fest) verschwindet ein
Unterraum von R™*!,

BEISPIEL 11.6.4. Fiir jede m x n Matrix A ist
Kern A = {x € R" : Ax = 0},
die Losungsmenge des homogenen LGS, ein Unterraum von R"™.
11.6.3. Linearkombination und lineare Hiille. Jede aus end-
lich vielen Vektoren vy, ..., vy eines Vektorraumes V' gebildete Summe
der Form oyvy + ... + o vy mit Koeffizienten a; € R heiit eine LINE-

ARKOMBINATION der v;. Eine solche Linearkombination wird TRIVIAL
genannt, wenn alle Koeffizienten «; gleich Null sind. Die Menge aller
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Linearkombinationen von gegebenen Vektoren uy,...,u,, € V heifit
die LINEARE HULLE von uy,...,u, und wird mit span(uy,...,u,)
bezeichnet:

span(uy, ..., uy) = {oqug + ...+ apy, f g, ..., @ € R}

Die lineare Hiille gegebener Vektoren ist stets ein Untervektorraum.

BEeispIEL 11.6.5. Fir

ist
span(u,v) = {su+tu: s, t € R}

S
2543t | :s5,t€R
—s+ 2t

Geometrisch ist dies die von u und v aufgespannte Ebene durch den
Nullpunkt.

11.6.4. Lineare Abhéingigkeit. Endlich viele Vektoren vyq,...,
v eines Vektorraumes V' heiflen LINEAR ABHANGIG, wenn es Zahlen
ai,...,qr € R gibt, die nicht alle gleich Null sind, mit

a1vy+ ...+ apv = 0.

Die Vektoren vq,..., v, heiflen LINEAR UNABHANGIG, wenn sie nicht
linear abhéngig sind, d.h. wenn aus ayvy + ... 4+ avy = 0 folgt ay =
L. =0 = 0.
BeispieL 11.6.6. (1) Die Vektoren
1 —4 -3
u= (2|, v=|101], w=| 2
3 ) 8

sind linear abhéngig, denn u+v — w = 0.
(2) Betrachte die Vektoren

1 -3 4
u; = 2 , Ug = 0 , Uz = 8
-2 12 0

Die Bedingung aju; + asus + aguz = 0 fithrt auf das homogene LGS
ap — 3ag +4a3 =0
201 + 8az = 0
—2a71 + 1209 = 0.
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Das Gaufische Eliminationsverfahren I1.1.3 (S. 58) liefert

1 -3 4 1 -3 4 1 -3 4
2 0 8 — 0 6 0 — 0 6 O
-2 12 0 0 6 8 0O 0 8

Also besitzt das LGS nur die Nulllésung; die Vektoren u;, us, us sind
linear unabhéngig.

Betrachte n Vektoren uy,...,u, des R™ ! Dann ist die Bestim-
mung von Zahlen aq,...,a, mit aquy + ... + a,u, = 0 dquivalent
zum Losen des homogenen LGS Ax = 0 mit A = (uy,...,u,). Wegen
Abschnitt I1.1.4 erhalten wir somit:

uy,...,u, € R™! sind linear unabhiingig

<= Rang(uy,...,u,) =n.

Hieraus folgt insbesondere:

Ist n > m, so sind je n Vektoren des R™ stets linear abhén-
gig.

11.6.5. Basis und Dimension. Die Vektoren vq,...,v, eines
Vektorraumes V heiflen eine BASIS von V', wenn gilt:

® vi,...,Vv, sind linear unabhéngig und
o V =span(vy,...,v,).
Man kann die zweite Bedingung auch so formulieren:
e Fiir jeden Vektor v € V sind die Vektoren v, vy, ..., v, linear
abhéngig.

Die Bedeutung einer Basis ergibt sich aus:

Ist vy, ..., Vv, eine Basis von V', dann gibt es zu jedem Vek-
tor u € V genau ein n-Tupel oy, ..., a, reeller Zahlen mit
u=avy+...+a,v,, d.h. die Darstellung von u als Line-
arkombination der v; ist eindeutig.

Um dies einzusehen, beachte man, dass aus V = span(vy,...,v,)
die Existenz mindestens eines n-Tupels oy, . . . , a;, mit den gewiinschten
Eigenschaften folgt. Ist 31, ..., 3, ein zweites derartiges n-Tupel folgt

(Ql — ﬁl)Vl +...+ (an - 6n)vn
= (a1vi+...+a,v,) — (Givi+ ...+ Buvy)

S N
-~ -~

=u =u

=0.
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Da vy, ..., v, linear unabhéangig sind, folgt ay = (1, ..., = Ba.
Eine weitere wichtige Eigenschaft von Basen ist:

Ist vqi,...,v, eine Basis von V und m > n, so sind je m
Vektoren aus V' linear abhéngig.

Um dies einzusehen, wiahle m Vektoren wy, ..., w,, € V. Zu jedem
w; gibt es Zahlen «;q, ..., oy, mit

W; = @;1V1 + ...+ QinVp.

Geméafl Abschnitt I11.1.4 hat die Matrix A = (@i)nxm hochstens den
Rang n (beachte m > n). Also hat das homogene LGS Ax = 0 eine
nicht-triviale Losung Ay, ..., \,,. Fiir diese Zahlen gilt dann
MW+ AW,
= (@11)\1 + ..+ ozlm)\m)vl + ...+ (Oéml)\l + ...+ anm)\m)vn
=0.

Aus dem soeben Gezeigten folgt:

Sind vy,...,v, und wy, ..., w,, zwei Basen desselben Vek-
torraumes V', so ist m = n.

Gibt es iiberhaupt eine Basis, so ist also die Zahl der Basiselemente
eindeutig festgelegt. Daher ist die folgende Definition sinnvoll:

Ein Vektorraum V' heifit ENDLICH DIMENSIONAL, wenn es
endlich viele Vektoren vq,...,vy in V gibt, die eine Basis
bilden. Die Zahl d heiffit dann die DIMENSION von V' und
wird mit dim V' bezeichnet.

BeispieL 11.6.7. (1) Die Vektoren u, uy, us aus Beispiel 11.6.6
bilden eine Basis des R3.
(2) Es ist dimR™! = n, dim R = m, dim R™*" = mn.
(3) Eine Basis des R™™ wird aus den Matrizen A4;;, 1 < i < m,
1 < j < n, gebildet, deren Elemente alle verschwinden mit Ausnahme
des i-ten Elements in der j-ten Spalte, das gleich 1 ist.
(4) Der Vektorraum F aus Beispiel 11.6.2 ist nicht endlich dimensional.

BEISPIEL I1.6.8. Sei A eine n x n Matrix mit » = Rang A < n.
Geméf Beispiel 11.6.4 ist Kern A ein Vektorraum. Aus Abschnitt 11.1.4
folgt dimKern A =n — 7.

Endlich dimensionale Vektorrdume haben folgende wichtige Eigen-
schaft:
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In einem n-dimensionalen Vektorraum V' gilt:

e Je n linear unabhéngige Vektoren bilden eine Basis.
e Je n + 1 Vektoren sind linear abhéngig.

I1.6.6. Skalarprodukte. Eine Abbildung (-,-) : V' xV — R heifit
ein SKALARPRODUKT auf dem Vektorraum V', wenn folgende Eigen-
schaften erfiillt sind:

SKALARPRODUKTAXIOME:
(1) (u,v) = (v,u) fir alle u,v € V (SYMMETRIE).
(2) (cu+pv,w) = a(u,w)+[(v,w) fiir alleu, v,w €
V,a, 3 € R (LINEARITAT).
(3) (u,u) >0 fiir alle u € V und
(u,u) =0 <= u =0 (POSITIVITAT).

BEISPIEL 11.6.9. Durch
(u,v) = u’v fiir u,v € R™!

wird ein Skalarprodukt, das EUKLIDISCHE SKALARPRODUKT, auf R"
definiert.

BEISPIEL I1.6.10. Sei A eine symmetrische, positiv definite n x n
Matrix. Definiere die Abbildung (+,-)4 : R” x R® — R durch

(u,v)4 = u’ Av.
Wegen der Symmetrie von A ist diese Abbildung symmetrisch. Wegen
der Rechenregeln fiir die Matrixmultiplikation ist sie linear. Da A posi-
tiv definit ist, ist sie auch positiv. (+,)4 ist also ein Skalarprodukt auf
R™.
Seien V' ein Vektorraum, (-, -) ein Skalarprodukt auf V und u,v € V'

zwei Vektoren. Nehme zunéchst an, dass v # 0 ist. Wegen der Positi-

vitat ist dann
(u,v)

v,V
definiert. Aus den Eigenschaften dis Sk)alarproduktes folgt
0<(u—av,u—av)
= (u,u) — 2a(u,v) + a*(v,v)
(u,v)?

(v,v)

(117 ll) -

also

(u,v)? < (w,u)(v,v).
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Sei nun v = 0. Dann folgt aus der Linearitdt und Symmetrie
(u,0) = (u,u—u)

= (u7 u) - (u7 11)

also

Dies beweist:

CAUCHY-SCHWARZSCHE UNGLEICHUNG: Sei (-, -) ein Ska-
larprodukt auf dem Vektorraum V. Dann gilt fiir alle u, v €
Vv

(u,v)? < (u,u)(v,v).

I1.6.7. Normen. Eine Abbildung || - || : V — R heifit eine NORM
auf dem Vektorraum V', wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:

NORMAXIOME:

(1) ||ul| > 0 fiir alle u € V und
|lul] =0 <= u =0 (POSITIVITAT).

(2) ||ou|| = |a||u]| fur alle u € V,a € R (HOMOGENI-
TAT).

(3) lu+v| < JJul|+[]v] fiir alle u,v € V (DREIECKS-
UNGLEICHUNG).

BEISPIEL I1.6.11. Der Betrag von Vektoren des dreidimensionalen
Anschauungsraumes ist eine Norm (vgl. Abschnitt 1.4.4).

Aus den Skalarproduktaxiomen und der Cauchy-Schwarzschen Un-
gleichung folgt:

Jedes Skalarprodukt (-,-) definiert durch
[ull = v/ (u,u)

eine Norm.

BeispieL 11.6.12. (1) Durch

[ufls = VuTu
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wird eine Norm auf R™*! definiert, die EUKLIDISCHE NORM.
(2) Fiir jede symmetrische, positiv definite n x n Matrix A wird durch

lulla = VuT Au
eine Norm auf R™*! definiert.
BEISPIEL II1.6.13. Durch
Jully = Jus| + .. + [un]
und
|lulloe = max{|u;| : 1 <i <n}

werden zwei Normen auf R™ definiert. Man kann zeigen, dass sie von
keinem Skalarprodukt definiert werden.

In Abbildung I1.6.1 sind die Einheitsbille {u € V : ||u|| < 1} in R?
fiir die Normen || - ||1, || - ||2 und || - || skizziert.

Y v Y

N oLy ;
L/

ABBILDUNG I1.6.1. Einheitsbille in R? fiir die Normen
[l [~ fle und | - floo (V1)

I1.6.8. Orthogonalitéit. Sei (-, ) ein Skalarprodukt auf dem Vek-
torraum V. Zwei Vektoren u, v € V' heilen ORTHOGONAL (bzgl. (-, )),
wenn (u, v) = 0 ist. Ein Vektor w € V heifit NORMIERT, wenn (w, w) =
1 ist. Ein System von endlich vielen Vektoren vy,..., vy € V heifit ein
ORTHONORMALSYSTEM, wenn die Vektoren normiert und paarweise
orthogonal sind.

BeispIEL 11.6.14. (1) Die Einheitsvektoren

() ()

bilden ein Orthonormalsystem bzgl. des Euklidischen Skalarproduktes

(u,v) = ul'v auf dem R
1 2
1=(: 3

(2) Die Matrix
ist symmetrisch, positiv definit. Bzgl. des Skalarproduktes (u,v)s =
u’ Av sind die Vektoren e;, e, nicht orthogonal.
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Die Vektoren vy, ..., vy eines Orthonormalsystems sind immer li-
near unabhingig. Denn ist a;vy + ... + agvy = 0, folgt fiir jedes
ie{l,... k}

0= (aqvi+ ...+ apvg, Vi)
=a1(vi, Vi) + ...+ ar(ve, vy)
= Oéi(Vz',Vz‘)
= q;.

Umgekehrt kann mit dem SCHMIDTSCHEN ORTHOGONALISIERUNGS-

VERFAHREN aus einem System vy, .. ., v linear unabhéngiger Vektoren
ein Orthonormalsystem wy, ..., w; mit
span(vy, ..., Vi) = span(wy, ..., W)

erzeugt werden. Dieses Verfahren verlduft wie folgt:

(1) Setze
1
W] = ————V].
(Vla Vl)
(2) Firi =2,...,k setze
W; = V; — (Vi,Wl)Wl .. (Viawi—l)wi—l
und
1 -
W, — ————W,.
BEIsPIEL I1.6.15. Fiir die Vektoren
1 -3 4
Vi = 2 y V2= 0 y V3= 8
—2 12 0

und das Euklidische Skalarprodukt liefert das Schmidtsche Orthogona-
lisierungsverfahren:

Wi Wl
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- 20 8
W3 =V3 — —W; —

—W
3 V2

1
3v2

I1.6.9. Lineare Abbildungen. Eine Abbildung L : V — W ei-
nes Vektorraumes V' in einen Vektorraum W heifit LINEAR, wenn fiir
alle vi,vo € V und aq,as € R gilt

L(O[1V1 + OZQVQ) = OzlL(Vl) + O./QL(VQ).

BeispIEL 11.6.16. (1) Die Abbildung 7; : R® — R, die jedem Vektor
seine i-te Komponente zuordnet, i € {1,...,n} fest, ist linear.

(2) Ist A eine m x n Matrix, so ist die Abbildung x — Ax eine lineare
Abbildung von R™ nach R™.

11.6.10. Matrixdarstellung. Wir betrachten zwei endlich dimen-

sionale Vektorrdume V und W mit Basen vy,...,v, bzw. wq,..., W,
und eine lineare Abbildung L : V' — W. Fiir jedes i € {1,...,n} gibt
es dann Zahlen oy, ..., a,,; € R mit
(I1.6.1) L(v;) = a1iW1 + ... + Qi Wi
Setze

&1t Oap
(I1.6.2) A=

A1 oo Oppy

Ist v.=21vy +... 4+ x,V, ein beliebiger Vektor aus V, so hat L(v) die
Darstellung yy w1 +. . . + ¥, W,, mit eindeutig definierten Koeffizienten.
Aus der Linearitdt von L folgt:

YW1+ o YWy
= L(v)
=a1L(vy)+ ... +x,L(v,)
=z1(0 W1+ .o+ Ot Wi) F o 2 (@1 W F e QW)
= (an1 + ... Q@)W1+ oo (@11 + o Q) Wi,
Da die Koeffizienten eindeutig bestimmt sind, folgt

yj:ozjlxl—i—...—i—ajnxn, jzl,...,m,
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d.h.

Dies beweist:

Der Koeffizientenvektor von L(v) bzgl. der Basis wy, ...,
w,, ist das Produkt des Koeffizientenvektor von v bzgl. der
Basis vi, ..., Vv, mit der Matrix A aus (I1.6.1), (I1.6.2).

In diesem Sinne werden also lineare Abbildungen zwischen endlich
dimensionalen Rdumen durch Matrizen dargestellt. Die Darstellung
héngt von den gewihlten Basen ab.

11.6.11. Komposition linearer Abbildungen. Wir betrachten
drei endlich dimensionale Vektorrdume U, V und W und zwei lineare
Abbildungen L, : U — V und Ly : V — W. Dann ist ihre Komposition
Loo Ly : U — W auch eine lineare Abbildung. Wéhlen wir in jedem der
drei Vektorrdume eine Basis aus, so werden Ly, Lo und Ly o L; bzgl.
dieser Basen durch Matrizen A, B und C dargestellt. Aus dem vorigen
Abschnitt und der Definition des Matrixproduktes aus Abschnitt I1.2.1
folgt dann mit etwas Rechnen C'= BA, d.h.:

Der Komposition linearer Abbildungen entspricht die Mul-
tiplikation der zugehdrigen Matrizen.

11.6.12. Basiswechsel. Wir betrachten einen endlich dimensio-
nalen Vektorraum V und eine lineare Abbildung L : V — V. Wir
wéhlen zwei Basen vy, ..., v, und wq,...,w; von V. Die Abbildung L
werde bzgl. dieser Basen durch die Matrizen A und B dargestellt, d.h.

A entspricht L : span({v;}) — span({v;}),
B entspricht L : span({w,}) — span({w;}).

Welche Beziehung besteht zwischen A und B?

Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir die identische Ab-
bildung J : V. — V mit J(v) = v fiir alle v € V. Allerdings versehen
wir V' im Urbild mit der v-Basis und im Bild mit der w-Basis. Bzgl.
dieser Basen wird J durch eine Matrix C' dargestellt.

J ist bijektiv und besitzt eine Inverse J~!. Aus dem vorigen Ab-
schnitt folgt, dass J~! durch C~! dargestellt wird.
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Wir haben daher das folgende Diagramm

span({v;}) —% span({v;})

J,C’J( lrl,cfl

span({w;}) ——- span({w;})

Aus diesem Diagramm und dem vorigen Abschnitt folgt:

A=C"'BC, B=CAC™

Wegen Abschnitt 11.4.5 kénnen wir dies auch so formulieren:

Ahnliche Matrizen stellen dieselbe lineare Abbildung bzgl.
verschiedener Basen dar.

BEISPIEL 11.6.17. Die lineare Abbildung L : R® — R?® werde bzgl.
der Basis, die aus den iiblichen Einheitsvektoren besteht, durch die
Matrix

1 2 3
A=14 5 6
7 8 10
dargestellt. Gemé&$ Beispiel 11.6.6 (2) ist
1 -3 4
R3 = span 21,1 01,18

-2 12 0

Bzgl. dieser Basis werde L durch B dargestellt. Der Wechsel von der
Standardbasis in diese neue Basis wird durch die Matrix

-2 1 -1
C=|-3 ¢ O
111
2 8 8
dargestellt. Damit folgt
_ 1
2 b =2 g3 1 -3 4
B=CAC'=|-3 ¢ 0|[45 6 2 0 8
11 1 78 10) \-2 12 0
2 8 8
— 1
201 e\ /g 33 9
1 1
=1-: L 0 2 60 56
111 3 99 92
2 8 8
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5 11 _
5 130
|2z _ 8
- 3 1 3
_3 1m0
8 8 2



KAPITEL IIT

Stetigkeit

I11.1. Folgen

II1.1.1. Definition. Eine ZAHLENFOLGE oder kurz FOLGE ist ei-
ne Abbildung N — R, die jeder natiirlichen Zahl n eine reelle Zahl z,,
zuordnet. Eine Folge wird mit (x,),en oder xg, 1, . .. bezeichnet. Die
Zahlen x,, heiflen die GLIEDER der Folge.

BerspieL II1.1.1. (1) z, = a fir alle n € N; a,a,... (konstante

(2) z, = xo + nd; xo,xo + d, zo + 2d, . .. (arithmetische Folge).

(3) T, = 20q"; To, Toq, Toq?, . . . (geometrische Folge).

(4) x, = (n+1)% 1,4,9,... (Folge der Quadratzahlen).

(5) 20 =2, Tnp1 = 5(Tn + %) fiir alle n (rekursiv definierte Folge).
(6) x0=1,21 =1, 2py1 = T+, fiir allen > 1 (Folge der Fibonacci
Zahlen, rekursiv definiert).

BEMERKUNG III.1.2. Analog zu obiger Definition bezeichnet man
Abbildungen von N in eine Menge A auch als Folgen. So gibt es Folgen
komplexer Zahlen (A = C), Folgen von Vektoren (A = R¥) usw..

I11.1.2. Rechenregeln. Folgen werden gliedweise addiert, sub-
trahiert, multipliziert und dividiert. Bei der Division miissen dabei
natiirlich die Nenner alle von Null verschieden sein.

BrispIEL II1.1.3. Fiir die Folgen (2,)nen = ((n 4+ 1)?)nen und
(Yn)nen = (2")nen erhalten wir

(Zn + Yn)new = ((n+1)* + 2")en (Summenfolge)
(ZnYn)nen = ((n + 1)*2")pen (Produktfolge)
(ﬁ) = ((n+1)%227")pen (Quotientenfolge).

Yn neN

IT1.1.3. Beschrinktheit. Eine Folge (x,,),en heilt BESCHRANKT,

wenn es eine reelle Zahl K gibt, sodass fiir alle Folgenglieder gilt |z, | <
K.
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Die Folge ist beschrénkt (K = 1).
(2) ()nen = ((n + 1)?),en: Die Folge ist nicht beschriinkt.
(3) Wihle eine Zahl a < 0 und setze fir n € N

Ty = (14—9)”.
n

0<1+%<1
n

Fiir alle n > |a| gilt

und damit 0 < z,, < 1. Da nur endlich viele natiirliche Zahlen < |a]
sind, existiert

Kozmax{)l—l—g’ in < |a|}
n

Mit K = max{1, Ky} folgt |z,| < K fiir alle n € N. Die Folge ist also
beschrékt.

II1.1.4. Monotonie. Eine Folge heifit MONOTON WACHSEND bzw.
MONOTON FALLEND, wenn fiir alle n € N gilt x,, < z,,1 bzw. z, >
ZTny1- Eine Folge heilt MONOTON, wenn sie monoton wachsend oder
monoton fallend ist.

BEISPIEL III.1.5. (1) (2"),en ist monoton wachsend.

(2) ((%)n)neN ist monoton fallend.

(3) ((—%)n)neN ist nicht monoton.

IT1.1.5. Teilfolgen. Ist (z,),en eine Folge und ng < n; < ng <
... eine monoton wachsende Indexfolge, so heilt =, xn,, Tn,, ... bzw.
(@n, )ken eine TEILFOLGE der Folge (x,,)nen.

BEIspIEL III.1.6. ((l)2k> und <— (l)%“) sind Teilfolgen
keN

2 2 keN

der Folge ((—%)n)neN. Sie entsprechen den Indexfolgen der geraden

bzw. ungeraden Indizes.

I11.2. Grenzwerte von Folgen

I11.2.1. Definition. Eine Folge (z,)nen heilt KONVERGENT, wenn
es eine Zahl z* gibt, sodass fiir jedes noch so kleine £ > 0 ein Index n.
existiert derart, dass fir alle n > n. gilt |z, — z*| < e.
Mit anderen Worten: Fiir jedes noch so kleine € > 0 haben — mit Aus-
nahme von endlich vielen — alle Folgenglieder eine Abstand < € von x*.
Die Zahl z* ist eindeutig bestimmt, sie heiit GRENZWERT oder LIMES
der Folge. Wir schreiben dann

T, — 2 oder x2* = lim z,.
n—od n—oo

Konvergente Folgen mit Grenzwert Null nennt man NULLFOLGEN.
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BeispiEL II1.2.1. (1) Es ist

) 1
lim =0
n—oon + 1

DENN: Sei € > 0. Dann gibt es ein n. € N mit n. > L. Fiir alle n > n,
gilt
1 1
n+l>n.+1>-4+1>-
€ 5
1 1
<

= 0< < <
n+1 n.+1

€.

(2) Es ist

DENN: Sei € > 0. Dann gibt es ein n. € N mit 2" > % Um dies
einzusehen, betrachte die Dualzahldarstellung von % und setze n. gleich
der Zahl der Vorkommastellen plus 1. Fiir alle n > n. gilt

1
2" > 9ne >
19

1 n
= 0<|(-2
(2)

(3) Die Folge ((—1)")nen konvergiert nicht. DENN: Ist a € R beliebig,
setze ¢ = 3 max{|a — 1,|a + 1|}. Dann haben alle Folgenglieder mit
geradem oder ungeradem Index eine Abstand > € von a, je nachdem
ob a <0 oder a > 0 ist.

=27 <27 <g,

II1.2.2. Rechenregeln. Seien (x,)neny und (Y, )nen zwei konver-
gente Folgen. Dann gilt:

lim (z, +vy,) = lim x, + lim y,
lim (z, — y,) = lim z,, — lim y,
lim (z, - y,) = lim z, - lim y,
T lim z,
lim (—n) == falls lim v, # 0
5\ ) T Tim g, o
lim |z,| = | lim z,|

BeispieL 111.2.2. (1) Es gilt
n+1 1

lim = lim (1+ —)
n—oo n n—oo n
) .1
= lim 1+ lim —

n—0o00 n—oo M,
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=1
(2) Aus
1
lim nt =1,
n—oo N
1 n
li -] =0
e <2)
und
2n+1 .2 1
Jlim == = lim (= + —)
=0
folgt
2n+1 1\"n+1
lim —+ 15 =0
n—o00 n 2 n
(3) Es gilt
Y 6n®+2n2+1 . nP(6+ 2+ %)
im ————— = lim
n—oo T34+ 3n+5  nooond(7T+ 35 + )
. 64+24 %
= lim —5—"%
nooo Tzt s
6
=z

BEMERKUNG II1.2.3. Aus der Konvergenz der Summenfolge (z,, +
Yn)nen folgt nicht die Konvergenz der Folgen (z,)neny und (yn)nen-
Ebenso folgt aus der Konvergenz von (|x,|)nen nicht die Konvergenz

von (z,)nen. Als Gegenbeispiel betrachte man z,, = (—1)" und y,, =
(1.

111.2.3. Konvergenzkriterien. 1. Eine konvergente Folge ist im-
mer beschrankt. Mit anderen Worten: Ist eine Folge nicht beschriankt,
kann sie nicht konvergieren.

BeispiiL I11.2.4. Die Folge (¢")nen mit |¢| > 1 ist nicht konvergent.
DENN: Wegen
_ 1
Jim 1+ ) =1<]q
gibt es ein m € N* mit 14+ = < |q|. Fiir n € N folgt dann aus der
Bernoulli Ungleichung, Beispiel 1.2.7 (S. 22),

1 n
lg" > (1+—=)">1+—.
m m

Also ist die Folge (¢")nen nicht beschréankt und damit auch nicht kon-
vergent.
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BEMERKUNG II1.2.5. Aus der Beschréanktheit einer Folge folgt nicht
ihre Konvergenz; Beispiel: ((—1)"),en ist beschrénkt, aber nicht kon-
vergent.

2. Jede Teilfolge einer konvergenten Folge ist konvergent.

BEISPIEL I11.2.6. Aus

Iim 27" =0
folgt
lim 27 = 0.

3. Jede monotone und beschriankte Folge ist konvergent.

BEIspIEL I11.2.7. Wir betrachten die Folge aus Beispiel I11.1.1 (5)

o = 2
1 2
Tp4+1 = 5(1771 + E)

und behaupten, dass sie gegen /2 konvergiert. Der Beweis dieser Be-
hauptung erfolgt in drei Schritten.

1. SCHRITT: Fiir alle n gilt z,, > /2.

Beweis durch Induktion:

Induktionsanfang n = 0: 2o = 2 > /2.

Induktionsschritt n — n + 1:

1 2
Tntl = 5 xn‘l'w—n

1 2
:§(xn—2\/§+—)+\/§
T

1 V2 ’
:§<\/@—m> +2
> 2.

2. SCHRITT: Die Folge ist monoton fallend.
Denn

2z,
>0 wegen Schritt 1.
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3. SCHRITT: Wegen Schritt 1 und Schritt 2 gilt V2 < 2, < 2 fiir alle
n. Die Folge ist also beschrankt und monoton und damit konvergent.
Sei

X = lim z,.

Wegen Schritt 1 ist X > v/2 > 0. Wegen der Rechenregeln fiir Limites
gilt
X = lim z,

= lim x,4

n—oo

i 1 n 2
= lim = {2z, + —
n—oo 2 T,

1 2
= (x+=).
(%)

Auflésen nach X liefert X? = 2 und — wegen X > 0 — damit

lim z,, = V2.

4. Sind (2,)neny und (Y, )nen zwei konvergente Folgen mit x,, < vy,
fiir alle bis auf endlich viele n, so ist
lim x, < lim y,.

n—oo n—oo

BEMERKUNG II1.2.8. Die Limesbildung erhélt strikte Ungleichun-
gen nicht; Beispiel: z, =0, y, = n+r1
5. Zu der Folge (z,)nen gebe es zwei konvergente Folgen (yy,)nen
und (2, )pen mit:
e y, < x, <z, fir alle bis auf endlich viele n und
e lim y, = lim z,.

n—~o0 n—oo

Dann ist (x,)nen konvergent und

lim x, = lim y,.
n—oo n—od

BEISPIEL II1.2.9. Sei |g| < 1. Dann ist

lim ¢" = 0.
Zum Beweis betrachte zunéchst den Fall 0 < ¢ < 1. Dann gilt fiir
allen € N: 0 < ¢" < 1 und ¢"*! < ¢". Also ist die Folge beschrinkt
und monoton und damit konvergent. Sei ) ihr Grenzwert. Wegen der
Rechenregeln fiir Limites folgt

2
Q? = (lim q”) = lim ¢*" = Q.

Also ist Q = 0 oder @ = 1. Da die Folge monoton fallend und 0 < ¢ < 1
ist, ist der Fall () = 1 ausgeschlossen. Also ist

lim ¢" = 0.

n—oo
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Sei nun —1 < ¢ < 0. Dann gilt fiir alle n: —|g|" < ¢" < |q|™. Wegen
lim |¢|" =0

folgt auch in diesem Fall
lim ¢" = 0.

I11.2.4. Die Exponentialfunktion. Wir behaupten, dass fiir je-
des x € R die Folge ((1 + ¥)")nen+ konvergiert. Der Beweis erfolgt in
drei Schritten.

1. ScHRITT: Fiir x = 0 handelt es sich offensichtlich um die konstante
Folge 1, die natiirlich konvergiert.

2. SCHRITT: Sei # < 0. GeméB Beispiel I11.1.4 (3) ist die Folge be-
schrinkt. Weiter gibt es eine natiirliche Zahl n, mit n, > |z|. Fir alle
n > n, gilt

(1+ n%l)ml (n+ 142" n"

1+2" — (a1 (nta)n
_[(nt1+a)n }"Hn—l—x
:(n+1)(n+x) n

(n+1)n + nx ]n+1n+x
(n+Dn+(n+ 1)z

—|1—

n
T "t

(n+1)n+(n+1)x] n

Aus der Bernoullischen Ungleichung, Beispiel 1.2.7 (S. 22), folgt

B T }"+1> B (n+ 1)z
(m+1n+ (n+ Dz - m+1n+ (n+ 1z
x
T o+
_on
S n+a

Setzen wir dies in obige Gleichung ein, erhalten wir
)n+1

14+ = n+l1 n
Uras) © - >1 = (1+ . > >(1+2)".
(1 + %) n—+1 n
Also ist die Folge ab dem Index n, monoton wachsend. Da die Folge bis

auf endlich viele Indizes monoton und beschrankt ist, ist sie konvergent.
3. SCHRITT: Sei nun x > 0. Setze zur Abkiirzung

xn:<1—|—£> ,
n

yn:(1_£> )
n
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-(-5)
n2

Wegen Schritt 2 ist die Folge (y,)nen konvergent. Aus der Bernoulli-
schen Ungleichung, Beispiel 1.2.7 (S. 22), folgt fiir alle n € N*
2
1>z, >1-2 —1-2
n n
Hieraus folgt, dass die Folge (2,)nen gegen 1 konvergiert. Da wegen
des 2. Schrittes der Grenzwert von (y,)nen grofer als 0 ist, folgt die
Konvergenz der Folge (x,)neny = (;_Z)"EN‘
Die Vorschrift
v lim (1+ %)”

n—oo

definiert eine Funktion R — R. Sie hei3it EXPONENTIALFUNKTION und
wird mit exp(z) bezeichnet:

exp(z) = lim (1 + f)n

n—oo n

Die Zahl e = exp(1) heifit EULERSCHE ZAHL. Es ist e ~ 2.718828.
Statt exp(x) schreibt man auch e”. In spiteren Abschnitten werden wir
sehen, dass die Interpretation ,,Zahl e hoch z* dieser Schreibweise in
der Tat gerechtfertigt ist.

Aus den obigen Uberlegungen kénnen wir folgende Eigenschaften
der Exponentialfunktion ablesen:

exp(0) =1

exp(z) >0 firallex eR
exp(z) <1 furallez <0
exp(z) > 1 firallex >0

exp(z) -exp(—z) =1 firallez € R
r <y = exp(r) <exp(y) MONOTONIE

IT1.2.5. Uneigentliche Grenzwerte. Die Folge (x,),en hat den
GRENZWERT 00 bzw. —oo, wenn es zu jeder Zahl K > 0 bzw. K <0
einen Index ng gibt mit x, > K bzw. x, < K fir alle n > ng. Wir
schreiben in diesem Fall

lim z, =occ bzw. lim z, = 0.

n—oo n—oo

BEispiEL I11.2.10. Sei ¢ > 1. Dann ist

lim ¢" = oo.

n—oo
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II1.3. Stetigkeit

II1.3.1. Definition. Sei I C R ein Intervall und f : I — R ei-
ne Funktion. f heifit STETIG IM PUNKT T € [, wenn fiir jede kon-
vergente Folge (z,)peny mit x, € I fir alle n und lim z,, =7 gilt:

f heifit STETIG AUF [ oder kurz STETIG, wenn f in jedem Punkt
T € [ stetig ist.

BEISPIEL I11.3.1. (1) Die Funktion f(x) = z? ist stetig auf R.
DENN: Ist T € R und (z,)nen eine konvergente Folge mit lim z,, = 7,

so folgt aus Abschnitt I11.2.2 T

2
lim f(z,) = lim 22 = <lim xn> =7° = f(7).
(2) Die Funktion f(z) = |z| ist stetig auf R.

DENN: Konvergiert (z,)n,en gegen T, so konvergiert (|x,|)nen geméf
Abschnitt I11.2.2 gegen |Z|.

(3) Die Funktion f(x) = /x ist auf [0, 00) stetig.

DENN: Betrachte zundchst den Punkt = 0. Sei (x,,)nen eine beliebige
Nullfolge mit Gliedern in [0, 00). Zu jedem & > 0 gibt es dann ein n. € N
mit 0 < z,, < &2 fiir alle n > n.. Fiir diese n gilt dann 0 < N
Also ist lim /x,, = 0 und f somit in 0 stetig.

n—oo

Sei nun T > 0 und (z,),en eine Folge mit Gliedern in [0, 00), die gegen
T konvergiert. Fiir jedes n € N gilt dann

0 < |VEn — V7|

(VT — VT) (/Tn + VT)
VI +VT
B |z, — 7|
VT
|xn_f’
="

Also ist lim +/Z, = VZ und damit f in T stetig.

n—oo

II1.3.2. Rechenregeln. Es gilt:

Die Summe, die Differenz und das Produkt stetiger Funk-
tionen sind stetig. Der Quotient stetiger Funktionen ist in
allen Punkten stetig, in denen der Nenner nicht Null ist.
Die Komposition stetiger Funktionen ist ebenfalls stetig.
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BEIspIEL I11.3.2. Aus der Stetigkeit der konstanten Funktion 1 und
der Stetigkeit der Funktionen aus Beispiel I111.3.1 folgt z.B.:

lz| + 2% ist stetig auf R,

(1+2%)y/x st stetig auf [0, 00)
1

— ist stetig auf R\{0}
T

[ |
2?2 +1
Vx| ist stetig auf R

4219
1/ % ist stetig auf R
x

(Radikand ist stets positiv und Nenner ist nie 0)

ist stetig auf R (Nenner ist nie 0)

111.3.3. Eigenschaften stetiger Funktionen. Eine erste wich-
tige Eigenschaft stetiger Funktionen ist:

Jede auf einem beschrinkten, abgeschlossenen Intervall [a, b]
stetige Funktion f ist beschrankt, d.h. es gibt eine Zahl
K >0 mit |f(z)| < K fiir alle x € [a, b].

BEMERKUNG III.3.3. Diese Aussage gilt nicht fiir offene, halboffe-
ne oder unbeschrinkte Intervalle. Beispiel: % ist stetig auf (0, 1], aber
unbeschriinkt; 22 ist stetig auf R, aber unbeschrinkt.

Die folgende Eigenschaft ist eine Verschirfung der ersten:

Jede auf einem beschriankten, abgeschlossenen Intervall [a, b]
stetige Funktion f nimmt dort ihr Maximum und Minimum
an, d.h. es gibt Zahlen x,, und z); in [a, b] mit

flzm) < f(x) < f(xy) fiir alle z € [a, b].

BEMERKUNG III.3.4. Diese Aussage gilt nicht fiir offene, halboffene
oder unbeschriinkte Intervalle. Beispiel: z? ist stetig auf (0,1). Es ist
inf{z?: 2 € (0,1)} =0, sup{z?: x € (0,1)} = 1, aber fiir alle z € (0,1)
gilt 0 < 2% < 1.

Die folgende Eigenschaft ist fiir Anwendungen besonders wichtig:

ZWISCHENWERTSATZ: Eine auf einem Intervall I stetige
Funktion f nimmt jeden Wert zwischen zwei beliebigen
Funktionswerten an, d.h. sind x,y € I mit f(z) < f(y)
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und v mit f(z) < u < f(y) beliebig, so gibt es ein z € [
mit f(z) = u.

Eine Anwendung des Zwischenwertsatzes ist:

Die Funktion f sei auf dem Intervall I stetig. Es gebe zwei
Punkte a,b € I mit f(a)f(b) < 0. Dann besitzt f eine
Nullstelle in 7, d.h. es gibt ein = € I mit f(z) = 0.

BEISPIEL I11.3.5. Betrachte das Polynom p(x) = 4z* — 52% — 10.
Wegen der Rechenregeln fiir stetige Funktionen ist p stetig. Es ist
p(0) = =10 < 0 und p(2) = 34 > 0. Also hat p eine Nullstelle zwi-
schen 0 und 2. Weiter ist p(1) = —11 < 0. Also hat p eine Nullstelle
zwischen 1 und 2. Durch fortgesetztes Halbieren des Intervalles kénnen
wir die Nullstelle beliebig genau einschliefen.

Es gilt folgende Verschiarfung der Stetigkeit:

Jede auf einem beschrinkten, abgeschlossenen Intervall [a, 0]
stetige Funktion f ist GLEICHMASSIG STETIG, d.h. zu jedem
e > 0 gibt es ein § > 0, das nur von ¢ abhéngt, so dass fiir
alle z,y € [a,b] mit |z —y| < d gilt |f(x) — f(y)] <e.

BEMERKUNG III.3.6. Diese Aussage gilt nicht fiir offene, halboffene
oder unbeschrinkte Intervalle.

I11.3.4. Einseitige Grenzwerte. Seien a,c € RU{—00,0}. Die

Funktion f hat in a den LINKSSEITIGEN GRENZWERT c, kurz

lim f(z)=rc,
wenn es ein b € R mit b < a gibt, so dass f auf (b,a) definiert ist
und fiir jede Folge (x,,)neny mit Gliedern in (b, a) und Grenzwert a gilt:
lim f(z,) =c.
Analog hat f in a den RECHTSSEITIGEN GRENZWERT c, kurz

li =

xirt?-i-f(x) ¢
wenn es ein b € R mit b > a gibt, so dass f auf (a,b) definiert ist
und fiir jede Folge (z,,)neny mit Gliedern in (a,b) und Grenzwert a gilt:
lim f(x,)=c.
Ist a = —oo, ist nur der rechtsseitige Grenzwert definiert, und wir

lassen das Symbol + fort. Analog ist fiir a = oo nur der linksseitige
Grenzwert definiert, und wir lassen das Symbol — fort.



126 ITI. STETIGKEIT

BeispIEL II1.3.7. (1) Es ist

o1
lim — = oo,
z—0+ T
lim — = —o0,
z—0— o
o1
lim — =0,
T—00 U
1
lim — =0.
r——00 U
(2) Die Vorzeichenfunktion sgn : R — R ist definiert durch
1 falls = > 0,
sgn(z) =<0  falls z =0,
—1 fallsz < 0.

Sie ist auf R\{0} stetig. Es ist
lim sgn(z) =1,

z—0+

lim sgn(z) = —1.

z—0—
(3) Die Entier-Funktion [-] : R — R ist definiert durch
[2] = max{n € Z : n < z}.
Sie ist auf R\Z stetig. Fiir a € Z ist

li =
Jm [ =
lim [z] =a—1.
Es besteht folgender Zusammenhang zwischen einseitigen Grenz-
werten und Stetigkeit:

Die Funktion f : I — R ist genau dann im Punkt a des
Intervalls I stetig, wenn die links- und rechtsseitigen Grenz-
werte von f in a existieren, endlich sind und iibereinstim-
men.

I11.3.5. Polynome. Ein POLYNOM ist eine Funktion der Form
T apx™ + a2 L+ air + ag

mit n € N und ag,...,a, € R. Das Polynom hat den GRAD n, falls
a, # 0 ist. Aus den Rechenregeln fiir stetige Funktionen folgt:

Jedes Polynom ist stetig auf R.

Ist u € R eine Nullstelle des Polynoms p, so kann p durch den
Linearfaktor x — u ,,dividiert” werden:
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Sei u € R eine Nullstelle des Polynoms
p=a,x" + an_12" "+ ...+ a1z + ao.
Dann gibt es ein Polynom
q=bp1x" ' . 4 b+ by
mit
p(z) = (x —u)q(z) fir alle z € R.

Fiir die Koeffizienten der beiden Polynome gilt die Bezie-
huung

bn—l = Qan

bk:ak+1—|—ubk+1 /CZTL—Q,...,O.

Bei der Rechnung per Hand wertet man obige Rekursionsformel wie
beim ,, Treppenrechnen* der schriftlichen Division von Zahlen aus.

BEIsPIEL II1.3.8. Durch Probieren finden wir, dass das Polynom
x* — 32% + 322 — 3z + 2 die Nullstelle £ = 1 hat. Also kénnen wir es
durch z — 1 dividieren und erhalten

xt =323 4322 —=3r +2 x—1=a3—-222+1—2.

A
225 4322
—22% 4222
2 =3z
2 —x
—2r 42
—2r 42
0

Durch weiteres Probieren finden wir, dass das Polynom 3 — 222+ x —2
die Nullstelle z = 2 hat. Also koénnen wir es durch z — 2 dividieren und
erhalten

3 =22 4x -2 x—2=2%2+1.

x3 =222
r =2
r =2
0

Insgesamt ergibt sich somit
vt =32+ 327 -3z +2=(z - 1)(z - 2)(2* + 1).

Wie das Beispiel 22 + 1 zeigt, besitzt nicht jedes Polynom eine
Nullstelle in R. Es gilt jedoch:
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Jedes Polynom mit ungeradem Grad besitzt mindestens ei-
ne Nullstelle in R.

Um dies einzusehen, betrachte ein Polynom

2k+1

p = Z (lgl’e

=0

mit ungeradem Grad, d.h. as;; # 0. Aus den Recheneregeln fiir Limi-
tes folgt

. ok . 1 1
nh_}n(gon *p(n) = nh_{rolo (Cb2k+1 =+ azkﬁ +.o CLOW)

= A2k+1-

Also gibt es ein a > 0 mit sgnp(a) = sgn as41. Ebenso folgt

ﬂ)

n2k+1

n—oo n—o0

. ok . 1
lim (—n)~**"'p(—n) = lim (Cb2k+1 - a2kﬁ +...+ap
= A2k+1-

Wegen (—n) 2%t < 0 gibt es daher ein b < 0 mit sgnp(b) =
—sgn ag41. Also ist p(a)p(b) < 0, und die Behauptung folgt aus dem
Zwischenwertsatz.

Betrachtet man auch Nullstellen in C, so gilt:

Jedes Polynom p vom Grad n > 1 kann in komplexe Line-
arfaktoren zerlegt werden, d.h. es gibt ein » € N*, komplexe

Zahlen Ay, ..., A\, und positive natiirliche Zahlen my, ..., m,
mit my +...+m, = n und
p(z) =a,(z—X\)™ ... (x = A\)™  fir alle x € R.

Die Zahl m; heifit die VIELFACHHEIT der Nullstelle A;. Ist
A € C eine Nullstelle von p mit Im A # 0, so ist A auch eine
Nullstelle von p; A und A haben die gleichen Vielfachheiten.

II1.3.6. Rationale Funktionen. Eine RATIONALE FUNKTION
hat die Form § mit teilerfremden Polynomen p und q. p bzw. ¢ heiflen
das ZAHLERPOLYNOM bzw. das NENNERPOLYNOM. Aus den Rechen-
regeln fiir stetige Funktionen folgt:

Eine rationale Funktion ist stetig auf R\{us, ..., u}, wobei
Uy, ..., us die reellen Nullstellen des Nennerpolynoms sind
(sofern vorhanden).
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BEMERKUNG II1.3.9. Die reellen Nullstellen des Nennerpolynoms
einer rationalen Funktion heiflen auch POLE oder POLSTELLEN der
Funktion.

BeispieL I11.3.10. (1) f(z) = r"’gtrll ist eine rationale Funktion.
Das Zihlerpolynom ist o + 1; das Nennerpolynom ist 2 + 1. Da das
Nennerpolynom keine reelle Nullstelle hat, ist f auf ganz R stetig.

(2) g(z) = % ist eine rationale Funktion. Das Nennerpolynom

2% — 222 — x + 2 hat gemiB Beispiel I11.3.8 die Nullstellen —1, 1 und
2. Daher ist g auf R\{—1, 1,2} stetig.

II1.3.7. Trigonometrische Funktionen. In Abschnitt 1.3.3 ha-
ben wir die trigonometrischen Funktionen sin und cos aufgrund geome-
trischer Uberlegungen eingefiihrt. Aus diesen folgt, dass alle Nullstellen
von sin bzw. cos von der Form sind kn bzw. (2k4-1)7 mit & € Z. Daher
konnen wir die trigonometrischen Funktionen tan = %, genannt TAN-
GENS, auf R\{(2k+1)% : k € Z} und cot = <, genannt COTANGENS,

auf R\{kr : k € Z} definieren.

Die Funktionen sin, cos, tan und cot sind auf ihren Defini-
tionsbereichen stetig.

Der BEWEIS erfolgt in vier Schritten.
1. SCHRITT: Der Sinus ist stetig in 0.
Aus Abschnitt 1.3.3 folgt fiir alle x € [-7,

]

— 3

| sin(z)| = sin(|x|

Da die Sekante kiirzer ist als die Lénge des zugehorigen Kreisbogens,
gilt fiir diese x zusétzlich

sin([a]) < [o].
Daher gilt fiir jede Nullfolge (z,,)nen

0 < |sin(z,)| < |zn| — 0 = sin(x,) — 0.

n—oo

Also ist der Sinus in 0 stetig.

2. SCHRITT: Der Cosinus ist stetig in 0.

Fiir z € [-2,Z] ist cos(z) = y/1 — sin®(z). Damit folgt die Stetigkeit
des Cosinus in 0 aus Schritt 1 und den Rechenregeln fiir stetige Funk-
tionen.

3. SCHRITT: Sinus und Cosinus sind stetig auf R.

Betrachte einen beliebigen Punkt € R und irgendeine Folge (z,)nen
mit Grenzwert x. Dann ist (x,, — x),en eine Nullfolge. Aus den Addi-
tionstheoremen, Beispiel 1.6.3 (S. 48), und den Schritten 1 und 2 folgt

cos(z,) = cos(x + (z, — x))

= cos(z) cos(z, — x) — sin(x) sin(x,, — x)
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— cos(x) - 1 —sin(x) - 0
= cos(x)
sin(z,,) = sin(z + (z,, — x))
= sin(x) cos(z,, — x) + cos(x) sin(x,, — x)
— sin(x) - 1 + cos(x) - 0

n—oo

= sin(x).

Dies beweist die behauptete Stetigkeit von Cosinus und Sinus.

4. SCHRITT: Die Stetigkeit von Tangens und Cotangens folgt aus der
Stetigkeit von Sinus und Cosinus und den Rechenregeln fiir stetige
Funktionen.

I11.3.8. Exponential- und Logarithmusfunktion. Wir erin-
nern an die Definition der Exponentialfunktion aus Abschnitt 111.2.4

exp(z) = lim <1 + %)n

n—oo

Es gilt:

Die Exponentialfunktion ist stetig auf R.

Der BEWEIS erfolgt in drei Schritten.

1. SCHRITT: exp(x +y) < exp(z)exp(y), exp(z —y) > exp(z) exp(—y)
fiir alle x > 0, y > 0.
Fiir alle n € N* ist

(1+2) (1+2) = (1+2+2+2)
n n n n
T+

Hieraus folgt die Behauptung durch Grenziibergang n — oo.

2. SCHRITT: lim exp(———) = lim exp(——) =1
Aus Abschnitt I11.2.4 folgt, dass die Folge ((1 4 £)"),en fiir a > —1

monoton wachsend ist. Daher gilt fiir solche a: exp(a) > 1 4 a. Damit
folgt mit der Monotonie der Exponentialfunktion

1 (0) > exp( L )>1 ! 1
= ex exp(——— — — 1.
P = P n+1" n+ 1 n-0c
Dies beweist die erste Grenzwertaussage. Die zweite folgt aus der ersten

und der Beziehung exp(x) exp(—x) = 1 aus Abschnitt 111.2.4.
3. SCHRITT: Die Exponentialfunktion ist stetig auf R.
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Sei dazu x € R beliebig. Wegen der Monotonie und Positivitdt der
Exponentialfunktion muss man zum Nachweis der Stetigkeit in z nur
zeigen, dass

li ! li !

Tim. exp(z + - 1) = nirgoexp(x " 1) = exp(7)
ist. Dies folgt aber sofort aus den ersten beiden Schritten und den
Rechenreglen fiir Limites.

Weiter gilt:

exp : R — (0, 00) ist bijektiv.

Zum BEWEIS dieser Aussage beachten wir, dass die Exponentialfunk-
tion wegen ihrer Monotonie (vgl. Abschnitt I11.2.4) injektiv ist.

Wir miissen also nur noch die Surjektivitdt beweisen, d.h. dass es zu
jedem a > 0 ein z € R gibt mit exp(z) = a.

Fiir a = 1 leistet x = 0 das Gewiinschte.

Sei nun a > 1. Dann ist

exp(0) =1<a<a+1<exp(a).

Wegen des Zwischenwertsatzes gibt es also ein z € (0,a) mit exp(x) =
a.
Sei schliellich 0 < a < 1. Dann ist % > 1, und es gibt ein z € R mit
exp(z) = 1. Dann ist exp(—z) = a.

Da die Exponentialfunktion bijektiv ist, besitzt sie eine Umkehr-
funktion. Diese heiit LOGARITHMUSFUNKTION und wird mit In be-
zeichnet. Es ist In : (0,00) — R bijektiv. Wegen der Monotonie der

Exponentialfunktion ist die Logarithmusfunktion auch monoton:

O<z<y = In(z)<In(y).

Weitere Eigenschaften der Logarithmusfunktion werden wir in Ab-
schnitt IV.4.2 kennen lernen.






KAPITEL IV

Differentiation

IV.1. Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion

IV.1.1. Definition der Ableitung. Sei I C R ein offenes Inter-
vall, f : I — R eine Funktion und ¥ € I. Die Funktion f heifit im
Punkt T DIFFERENZIERBAR, wenn der Grenzwert

o [@E )~ £(@)

h—0 h

exisiert. In diesem Fall heifit er die ABLEITUNG von f in T und wird
mit f'(T) bezeichnet:

o) — 1 D) @)

h—0 h

Mit anderen Worten: Die Funktion f ist in  differenzierbar, wenn
es eine Zahl ¢, die die Ableitung von f in T genannt und mit f'(7)
bezeichnet wird, gibt, sodass fiir jede Nullfolge (hy,)nen gilt

T A Ny

n—00 hn

Ist f in jedem Punkt von I differenzierbar, so heift f auf I DIFFE-
RENZIERBAR. In diesem Fall ist z — f’(x) eine auf I definierte Funkti-
on, die man die Ableitung von f nennt und die man mit f’ bezeichnet.

Andere Schreibweisen fiir f'(x) sind % und £ f(z). Den Ubergang
von f zu f’ nennt man ABLEITEN oder DIFFERENZIEREN.

BEISPIEL IV.1.1. (1) Die konstante Funktion f(x) = c ist differen-
zierbar mit f'(z) = 0.
(2) f(z) = ax + b ist differenzierbar mit f'(z) = a.
(3) f(z) = 2" mit n € N* ist differenzierbar mit f'(z) = naz™ .
(4) f(z) = /x ist differenzierbar mit f'(z) = ﬁ% fir x > 0.

BEWEIS. Sei jeweils = beliebig. Dann gilt
) f(x—i—h)—f(x):c—c
h h
=0 fiir alle h # 0.

(2) f(fl?+hf)b—f(;p) :a(5”+h)+hb—a:1:—b

133
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=a fir alle h # 0.

) f(x—i—hf)L—f(x) _ (:1:+th”

1
= 7 [na:”_lh + (;L) "R+ <Z) h”}
=nz" 4+ (n) 2" 2h 4+ (n) ot
2 n

n—1

— NI
h—0

flath) - flz) _ \/fv+ — Ve

TR BWETT VD
h(vVz + h+ /1)

B r+h—x
h(Vx + h+/7)
1
B Ve+h+x
1

0 2z

g

IV.1.2. Deutungen der Ableitung. In einem kartesischen Ko-
ordinatensystem betrachten wir die Kurve y = f(x) in der Nihe des
Punktes (7, f(7)). Die Sekante durch die Punkte (z, f(Z)) und (T +
h, f(Z + h)) mit h # 0 hat die Steigung M. Fiir h — 0 strebt
diese Steigung gegen die Steigung der Tangente an die Kurve y = f(x)
im Punkt (7, f(Z)) (sofern der Grenzwert existiert). Dies liefert die
folgende GEOMETRISCHE DEUTUNG der Ableitung;:

Die TANGENTE an den Graphen y = f(z) im Punkt
(7, f(%)) hat die Gleichung

y=Ir@)+@-2)f (@)

Wir suchen nun nach einer Geraden g(z) = m(x —7)+ f(Z), die die
Funktion f in der Ndhe von T im folgenden Sinne best moglich appro-
ximieren soll: Der relative Fehler &=/ ) f @) soll fiir # — T verschwinden.
Einsetzen der Gleichung fiir ¢ hefert m f'(Z). Dies ergibt die folgende
ANALYTISCHE DEUTUNG der Ableitung:
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f(z) = f(Z)+ (z —7) f'(T) ist die BESTE LINEARE APPRO-
XIMATION an f in der Nédhe von 7.

BEISPIEL IV.1.2. Fiir f(z) = \/x ergibt sich in der Néhe von T > 0
1

VT

Ve 2V

Fir x =2 und 7 = 1.96 erhalten wir z.B.

1
V2~ V/1.96 +
24/1.96

0.04
=14+ —
+ 1.4

= 1.4142857 ...

(x — 7).

(2 — 1.96)

Diese Niherung fiir /2 ist auf vier Stellen genau, d.h. der relative
Fehler ist kleiner als 0.01%.

Sei s = s(t) die von einem Massenpunkt bei geradliniger Bewegung

bis zur Zeit t zuriickgelegte Strecke. Der Differenzenquotient

As  s(t+ At) — s(t)

At At
gibt den Betrag der mittleren Geschwindigkeit im Zeitintervall [¢, t+At]
an. Im Grenziibergang At — 0 erhélt man den Betrag der momentanen
Geschwindigkeit zur Zeit t. Dies liefert die folgende PHYSIKALISCHE
DEUTUNG der Ableitung:

§'(t) ist der Betrag der GESCHWINDIGKEIT der Bewegung
zur Zeit t.

BEMERKUNG IV.1.3. Fiir die Geschwindigkeit benutzt man haufig
auch die Bezeichnung $(t) statt s'(t).

IV.1.3. Stetigkeit ist notwendig fiir Differenzierbarkeit. Ist
f im Punkt 7 differenzierbar, so ist

lin /(7 + h) = [(@) ~ hf'(@)] = 0.

Wegen
;lg% hf'(Z)=0
folgt
£(@) = lim (7 + h).

Also ist f in T stetig:

f in T differenzierbar = f in 7 stetig
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BEMERKUNG IV.1.4. Die Umkehrung dieser Aussage ist FALSCH.

BeispIEL IV.1.5. Betrachte die Funktion f(z) = |z|. Sie ist auf R
stetig. Es ist

L FE = fo)
et 1 =
=1
1y _1
Jim : ”L f(o)zgzgo‘_f
! = —1.

Also ist f in 0 nicht differenzierbar.

IV.1.4. Differentiationsregeln. Die Funktionen f und ¢ seien
auf dem Intervall I differenzierbar; c sei eine reelle Zahl. Es gelten
folgende Regeln:

F@)g(@)' = f'()g(x) + f@)g(z) (PRODUKTREGEL)
@) S@ )

(QUOTIENTENREGEL)

{L] _ 9@ e @) £0.

IV.1.5. Differentiation von Polynomen und rationalen Funk-
tionen. Jedes Polynom ist differenzierbar, die Ableitung ist wieder ein
Polynom:

p(x) = apx" + ap_12" '+ ..+ a1+ ag

= p/(2) = na,2" '+ (n— Va, 12" '+ .. +ay.

Jede rationale Funktion ist auf ihrem Definitionsbereich differen-
zierbar, die Differentiation erfolgt mit der Quotientenregel, die Ablei-
tung ist wieder eine rationale Funktion.

BeispieL IV.1.6. Fiir das Polynom
p(z) = 42° + 32° — 22° + 1
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erhalten wir

p'(z) = 202" + 92° — 4.

Fiir die rationale Funktion
() 203 + o —1
r(x) = ————
|
liefert die Quotientenregel
, (622 +1)(2® +1) — (22 + =z — 1)2x
r'(z) =
@1y
Cdat 45t 422+ 1
ot 2241
IV.1.6. Differentiation der trigonometrischen Funktionen.
Die trigonometrischen Funktionen sind auf ihrem Definitionsbereich

differenzierbar. Es gilt:

sin’(z) = cos(x)
cos'(x) = —sin(z)
1 T
"(z) = fii 2 1)— 7
tan’(x) o2 (2] ir x # (2k + )2,k€
cot'(z) = —— fiir x # km, k € 7).
sin”(x)

BEISPIEL IV.1.7. Aus den Rechenregeln fiir Ableitungen folgt
[(#* + 5sin(z)) cos(x)}/ = (32® + 5cos(x)) cos(x)
+ (z* + 5sin(z))(— sin(z))
= 32° cos(z) + 5 cos*(z)
— z®sin(z) — 5sin®(z).

IV.1.7. Kettenregel. Die Komposition zweier differenzierbarer
Funktionen ist ebenfalls differenzierbar und es gilt die KETTENREGEL:

(fog)(x) = f(g(x)d (z).

BeispieL IV.1.8. (1) Fiir
h(z) = (2° + 22* + 1)*

gilt h = f o g mit
flx) =2a°
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g(z) = 2% +22* + 1.
Damit folgt

(2) Fiir

gilt h = f o g mit

Damit folgt
f'(z) = —sin(a)
g (xz) =10x
W(z) = —sin (g(x)) ¢ ()
= —sin(5z? + 2)10z.
(3) Die Funktion
h(z) = [sin((2* + 22)%)]°
kann als Komposition von 4 Funktionen geschrieben werden:

h=fiofso faofi

mit

Fiir die Differentiation , broseln® wir diese Verschachtelung auf und
setzen

g1 =Jf20f1

g2=Jf300
Dann ist

g2 = fz0 fao fi
und

h = fsogo.
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Damit folgt aus der Kettenregel:

W (x) = filg2(2))ga(z) t(z) = 5z
= 5[g2(2)]" g3() go(z) = sin((z* + 21)?)
= 5 [sin((e! +22)%)] " gh(w),

9a(z) = f3(g1(2))g1(2) 5(z) = cos(z)
= cos(g1(2))gi (x) g1(z) = (2* + 22)°
= cos((a* + 22)%) gy (2),

g () = fr(fi(2)) fi(z) 1(x) = 2z
=2(fi(2)) fi(=) filz) =zt + 22
=2(x* + 22) f () () = 4% 4+ 2

= 2(z* 4 22)(42° + 2).
Setzen wir alle Teilschritte zusammen, erhalten wir schlielich
W(z) =5 [sin((z* + Qx)g)}4 cos((x? + 22)?)2(x* + 27)(42® + 2).
IV.1.8. Hohere Ableitungen. Die Ableitung der Ableitung von

f beziichnen wir, falls sie existiert, mit f”, und fiir %(% f(z)) schreiben
wir L f(z).

Allgemein definieren wir die HOHEREN ABLEITUNGEN rekursiv:

FO ) = £(z)
FO() = F(2)
f@) = L@ 2

BEeIspIEL IV.1.9. Fiir
p(z) =32° + 22" — 7w + 1

erhalten wir

p(z) = 182" + 82° — 7

P’ () = 902" + 2422
p®(x) = 3602° + 48z
pW(x) = 10802 4 48
p® () = 2160z
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% (z) = 2160
p®(z) =0 fir alle £ > 7.
Allgemein gilt:

Die n-te Ableitung eines Polynoms vom Grad k mit £ < n
ist Null.

BErispiEL 1V.1.10. Ein gemé&f
x(t) = Acos(wt + «)
schwingender Oszillator hat die Geschwindigkeit
z(t) = 2'(t)
= —Awsin(wt + «)
und die Beschleunigung
(t) = ="(t)
= —Aw? cos(wt + a)

= —wx(t).
IV.2. Anwendungen der Differentiation

IV.2.1. Maxima und Minima einer Funktion. Die Funktion
f sei auf dem Intervall I C R definiert. Sie hat in dem Punkt = € [
ein GLOBALES oder ABSOLUTES MAXIMUM, wenn fiir alle z € I gilt
f(z) < f(T). Sie hat in T ein LOKALES MAXIMUM, wenn es ein Intervall
J gibt mit J C I und ¥ € J, sodass die Einschrinkung von f auf J in
T ein globales Maximum hat.

Analog hat f in T ein GLOBALES MINIMUM bzw. LOKALES MI-
NIMUM, wenn fiir alle € [ bzw. fir alle x € J gilt f(z) > f(Z).

Jedes Minimum oder Maximum heif3t auch ein EXTREMUM.

BEISPIEL IV.2.1. (1) Die Funktion f(z) = (1 — 2%)? hat auf dem
Intervall [—1,1] in T = 0 ein globales Maximum.
DENN: Es ist f(0) =1 und fiir alle z € [—1, 1] gilt

re[-1,1]]=z| <1
— 2 <1
— 0<1-2"<1
= f(z) < 1.

(2) Die Funktion f(z) = (1—2?%)? hat auf dem Intervall [-2,2] in T = 0
ein lokales Maximum. Dieses ist aber wegen f(2) =9 > 1 = f(0) kein
globales Maximum.
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Die Funktion f habe in dem inneren Punkt T von [ ein lokales
Maximum und sei in 7 differenzierbar. Fiir hinreichend kleines h > 0

gilt dann
fEn =@ @) @
h - h—0-+ h

<0.

Analog gilt fiir hinreichend kleines h < 0

b - 1@ fEeh i@
h - h—0— h -

Da f in 7 differenzierbar ist, stimmen die beiden einseitigen Grenz-
werte iiberein, und wir erhalten f'(Z) = 0. Ganz analog konnen wir
argumentieren, wenn f in ¥ ein lokales Minimum hat; es &ndern sich
nur die Vorzeichen in den jeweiligen Ungleichungen. Insgesamt erhalten
wir das folgende Kriterium:

7 innerer Punkt, f in ¥ differenzierbar und = lokales Extre-
mum von f = f'(Z) = 0.

BEMERKUNG [V.2.2. Die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht. Bei-
spiel: f(x) = 23 hat in T = 0 kein Extremum, aber es ist f’(0) = 0

Aus obigem Kriterium folgt:

Die Kandidaten fiir Extremalstellen von f : I — R sind:

e die Endpunkte des Intervalls I,

e die Punkte aus I, in denen f nicht differenzierbar
ist, und

e die inneren Punkte z € [ mit f'(z) = 0 (STATIO-
NARE PUNKTE).

Werden sémtliche Extrema von f : I — R gesucht, miissen alle diese
Kandidaten bestimmt und die entsprechenden Funktionswerte berech-
net werden. Der kleinste bzw. grofite dieser Funktionswerte liefert dann
das globale Minimum bzw. Maximum.

X

i u

X

ABBILDUNG IV.2.1. Blechwanne
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BEISPIEL IV.2.3. Aus einer rechtwinkligen Blechplatte mit Kan-
tenldngen 16cm und 10cm soll eine quaderférmige, oben offene Wanne
mit maximalem Volumen geformt werden. Dies geschieht, indem an
den vier Ecken der Blechplatte jeweils ein Quadrat der Kantenldnge x
ausgeschnitten wird und die entstehenden rechteckigen Stiicke hochge-
bogen werden (vgl. Abbildung IV.2.1). Offensichtlich ist nur der Bereich
0 < x <5 (in cm) sinnvoll. Das Volumen des entstehenden Quaders ist

V(z) = (10 — 22)(16 — 2z)x cm®.

Da V differenzierbar ist und V(0) = V(5) = 0 gilt, muss das maxi-
male Volumen an an einem stationdren Punkt angenommen werden.
(Beachte: Wegen Abbschnitt I11.3.3 nimmt V' sein Maximum an.) Wir
erhalten folgende Bestimmungsgleichung fiir einen stationéiren Punkt:
0=V'(z)=-2(16 — 2z)x — 2(10 — 2x)x + (10 — 22)(16 — 2z)
= 122 — 104z + 160

13, 169 40
=12 ((Z/L’——)Q———F—)

3 9 3
=12(x — 2—30)(x —2)

Also ist T = 2 der einzige stationdre Punkt im Intervall [0,5]. Das
maximale Volumen ist

V(2) = 144 cm®.

IV.2.2. Der Mittelwertsatz. Die Funktion f sei auf [a, b] stetig
und auf (a,b) differenzierbar. Die Funktion

f(b) = fla)
b—a

ist dann auf [a, b] stetig und nimmt gemaB Abschnitt I111.3.3 dort ihr
Maximum und Minimum an. Da F(a) = f(b) = F(b) und F auf (a,b)
differenzierbar ist, muss F’ einen stationidren Punkt T € (a, b) besitzen.
Fiir diesen Punkt gilt

Fx) = f(z) = (x = b)

1) = fl@)

0=F() = f@) - 2

Dies beweist:
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MITTELWERTSATZ: Die Funktion f sei auf [a, b] stetig und
auf (a,b) differenzierbar. Dann gibt es ein T € (a, b) mit
__ fb) = f(a)
/ J—

Mit anderen Worten:

In mindestens einem Punkt hat die Tangente an die Kurve
y = f(x) die gleiche Steigung wie die Sekante durch die
Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)).

Ist speziell f(a) = f(b) erhalten wir:

SATZ VON ROLLE: Ist f auf [a, b] stetig und auf (a, b) diffe-
renzierbar und ist f(a) = f(b), so gibt es ein T € (a, b) mit

fiz) =0

Eine wichtige Konsequenz des Mittelwertsatzes ist:

f'(x) =0 fur alle x € (a,b) <= f ist konstant

bzw. fiir differenzierbare Funktionen f und g:

f'(x) = ¢'(x) fiir alle z € (a,b) <= es gibt eine Konstante
c mit f(x) = g(z) + c fiir alle z € (a,b)

BeispiEL 1V.2.4. Wir behaupten, dass jede lineare Pendelbewe-
gung, fiir die das Hookesche Gesetz gilt, eine harmonische Schwingung
ist. Um dies einzusehen, bezeichnen wir mit s(¢) die Auslenkung zur
Zeit t. Dann ist §(t) die Beschleunigung zur Zeit ¢t. Wegen des Hooke-
schen Gesetzes gilt

5(t) = —w?s(t) bzw. §(t)+w?s(t) =0

mit einer Konstanten w. Multiplizieren wir die rechte Gleichung mit
5(t), erhalten wir wegen der Produktregel fiir die Differentiation

0= $()5(t) + w?s(t)s(t)
1d ..
=57 [5(t)” + w?s(t)?] .
Also gibt es eine Konstante ¢ mit

5(t)? +w?s(t)? = ¢ fiir alle t.
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Insbesondere ist ¢ = $(0)% + w?s(0)%. Ist also $(0) = s(0) = 0, so folgt
5(t)? + w?s(t)> =0 fiir alle ¢
und somit
5(t) = s(t) =0 fir alle ¢.
Seien also $(0) und s(0) nicht beide gleich Null. Betrachte die Funktion

so(t) = s(t) — s(0) cos(wt) — l.9(0) sin(wt).

Dann ist
S0(t) = s(t) + ws(0) sin(wt) — $(0) cos(wt)
o(t) = 5(t) + w?s(0) cos(wt) + ws(0) sin(wt)
= —w?so(t)
und

80(0) == SQ(O) = 0.
Also ist so(t) = 0 fiir alle ¢t und damit

1
s(t) = s(0) cos(wt) + —5(0) sin(wt)  fiir alle ¢.
w
Dies beweist die Behauptung.

Eine weitere Anwendung des Mittelwertsatzes ist:

EXTREMWERTTEST: Die Funktion f sei auf (a,b) zweimal
differenzierbar und habe in T € (a,b) einen stationdren
Punkt. Dann gilt

(7)) < 0= f hat in T ein lokales Maximum,
(@) >0= f hat in T ein lokales Minimum.

1V.2.3. Wendepunkte. An dem Vorzeichen der zweiten Ablei-
tung f” kann man das Kriimmungsverhalten der Kurve y = f(x) able-
sen:

/" >0= Die Kurve y = f(z) ist von unten konvex
(Linkskriimmung).
/" <0=  Die Kurve y = f(z) ist von oben konvex

(Rechtsskrimmung).

Diejenigen Punkte, in denen die Kurve y = f(z) ihr Kriimmungs-
verhalten dndert, nennt man WENDEPUNKTE von f.
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Kandidaten fiir Wendepunkte von f : I — R sind

e die Punkte, in denen f” nicht existiert, und
e die Punkte, in denen f” verschwindet.

Dies fiihrt auf folgenden WENDEPUNKTTEST:

f"(Z) =0und f"(T) # 0 = f hat in T einen Wendepunkt.

BEISPIEL IV.2.5. Die kritische Temperatur 7}, oberhalb derer man
ein Gas nicht mehr verfliissigen kann, wird ndherungsweise mit der
Zustandsgleichung nach van der Waals

(b+ 775)(V = b) = RT

so bestimmt, dass die Kurve

RTQ _ a

V—-b V2

einen Wendepunkt mit horizontaler Tangente hat. Aus
p(V)=p"(V)=0

ergeben sich die Bedingungen

p=pV)=

RT() QCL_
Tt Y
2RTy ~ 6a _
(V—b3 v+

Multiplizieren wir die zweite Gleichung mit % und addieren das Ergeb-
nis zur ersten Gleichung, erhalten wir
RT, 2RT\V
V=02 "3V b
—3RTo(V —b) + 2RTV
B 3(V —b)3
—RT,V + 3R1yb
3(V—10)3
Hieraus ergibt sich das kritische Volumen zu V;, = 3b. Einsetzen in die
erste Gleichung ergibt die kritische Temperatur

T 2a  (3b—b)?
* 7 (3)3 R
8a

~ OTbR

0=—
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6 RTy 24a
Vo— by Vg
48a 1 24a
=797 1661 T 24300
a

p///(%) —_

- 81°
ist, handelt es sich tatsdchlich um einen Wendepunkt.

IV.2.4. Die Regeln von de ’Ho6pital. Wir wollen Grenzwerte

der Form lim J(x) fiir den Fall bestimmen, dass f(Z) = g(Z) = 0 oder
Tr—T g €T

lim f(z) = lim g(x) = +o0 ist. Hierfiir benttigen wir folgende Konse-

quenz des Mittelwertsatzes:

Die Funktionen f und g seien auf [a, b] stetig und auf (a, b)
differenzierbar. Fiir alle = € (a,b) sei ¢’(x) # 0. Dann gibt
es ein T € (a,b) mit

BeEwEIs. Wegen ¢'(z) # 0 fiir alle x € (a, b) folgt aus dem Satz von
Rolle g(b) # g(a). Daher ist die Funktion

_ ey J) = f(a)

F) = o) - L= T80
auf [a, b] stetig und auf (a,b) differenzierbar. Wegen
fa)g(b) — f(b)g(a) _

g
gibt es nach dem Satz von Rolle ein T € (a,b) mit F'(Z) = 0. Wegen

/ _ gl f(b) _ f(a) /
Fl(z) = f(z) - o) = g(@)? (x)

folgt hieraus die Behauptung. O

F(b) =

Halten wir b fest und lassen a gegen b streben, strebt T von links
gegen b. Dies fiihrt auf:

REGELN VON DE L’HOPITAL: Die Funktionen f und g seien
auf [a, b] stetig und auf (a,b) differenzierbar. Fiir alle z €
(a,b) sei ¢'(x) # 0. Weiter gelte:
e f(z) — 0 und g(z) — 0 fir x — b— bzw. f(z) —
+oo und g(z) — oo fir r — b—,
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o L@ _, [ fiir x — b— fiir ein L € RU {—00, 00}
Dann gilt
/
lim _f(:c) = lim f/(:c)
v g(x)  e—b- g'(z)
Analoge Aussagen gelten fiir die Grenzwerte © — a+, r —
—o0 und z — oo.

BEISPIEL IV.2.6. Betrachte
f(x) =2 —2* — 52 — 3
g(x) = 32° — Tz — 6.
Es ist

und
§d(3)=6-3—T=11+#0.
Dabher liefert die Regel von de I'Hopital

o3 —a2*—-br—-3 | 3x?—-2r-5
lim =lim ———
e—3 3x2—Tr—6 e—=3  b6r—7T
16
T
BEISPIEL IV.2.7. Die Funktion
1 1
x  sin(z)
ist auf (—7, 5)\{0} definiert und stetig. Wie verhélt sie sich fiir z — 07
Fiir x # 0 ist
1 1 sin(r) -z
r sin(z)  wsin(z)

Setze
f(z) =sin(z) —z
g(x) = xsin(x).

Beide Funktionen sind differenzierbar und haben eine Nullstelle in 0.
Weiter ist

g'(z) = sin(x) + x cos(x)
in der Ndhe von Null ungleich Null. Also liefert die Regel von de

I'Hopital
lim <l — = ! ) = lim —sm(@ — 7
z—0 xsin(z)

cos(z) — 1

z—0 sin(z) + x cos(z)
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Aber cos(z) — 1 und sin(z) + x cos(z) verschwinden beide fir x = 0.
Wir miissen die Regel von de I’'Hopital also nochmals anwenden. Dies
liefert

cos(x) -1 — sin(z)
z—0 sin(z) + zcos(z) =0 2cos(z) — xsin(x)
0
T2
= 0.

Also ist

) 1 1
lim | — — — =0.
z—0 (.CE sm(a:))

I1V.2.5. Die Fixpunktiteration. Wir betrachten eine auf dem
Intervall [a, b] stetige Funktion f und suchen eine Losung der Gleichung

r = f(z).

Jede Losung dieser Gleichung heift ein FIXPUNKT von f.

Die Funktion f habe zusétzlich folgende Eigenschaften:
e a < f(x) <0 fiir alle z € [a, ],
e fist auf (a,b) differenzierbar und
K = sup |f'(z)| < 1.
a<x<b
Dann gilt:
e f besitzt genau einen Fixpunkt T in [a, b].
e [iir jeden Startwert xy € [a, b] konvergiert die Folge
(:En)neN mit
Tpr1 = f(xz,) n=0,1,...
(FIXPUNKTITERATION)
gegen T.

e Es gelten die Fehlerabschéitzungen

n

|z — | < 1 _K|$1 — Zo|
(A PRIORI),
$n_f| S 1 _K|$n_xn—1|

(A POSTERIORI).

BEWEIS. Betrachte die Funktion

9(x) = f(2) - x.
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Sie ist stetig, und wegen a < f(x) < b fiir alle x € [a, ] gilt g(a) > 0,
g(b) < 0. Nach dem Zwischenwertsatz hat ¢ eine Nullstelle Z in [a, b].
Diese ist konstruktionsgeméfl ein Fixpunkt von f.
Wir nehmen nun an, f habe zwei verschiedene Fixpunkte y und z in
[a,b]. Nach dem Mittelwertsatz gibt es dann ein u € (a,b) mit
y—z y—z

Dies ist ein Widerspruch zur zweiten Eigenschaft von f. Also hat f
genau einen Fixpunkt.
Betrachte nun die Folge (z,,),en mit einem beliebigen zq € [a, b]. Wegen
des Mittelwertsatzes gibt es fiir jedes n € N* ein y,, € (a,b) mit

T - T = f(mnfl) - f<f> = f/(yn)(-%nfl - f)

~~
=f(zn_1) =F@)

Wegen der zweiten Eigenschaft von f folgt
|, —Z| < Kl|wp_y — 7| < K*|2p_s — 7| < ... < K"|xg — 7).

Da K < 1 ist, konvergiert (K™),en gegen Null. Also konvergiert die
Folge (x,)nen gegen den Fixpunkt .

Aus der soeben bewiesenen Abschéitzung folgt mit der Dreiecksunglei-
chung

|z, —T| < K|zp1 — | < K|z, — 7| + K|x, — 1]

Wegen K < 1 liefert dies

|z, — 7| < | |Tn — Tp_1].

- K
Dies beweist die a posteriori Fehlerabschatzung.

Wegen des Mittelwertsatzes gibt es schliefflich zu jedem n > 2 ein
Zn € (a,b) mit

Ty — Tpoy = f(wno1) = [(2n2) = f/(2n) (@01 — 2p_2).

:f(xn—l) :f(mn72)
Also ist

|0 — Zpoa| < Kltnoy — 2] < .. < K" Yoy — o).

Setzen wir dies in die a posteriori Fehlerabschiatzung ein, erhalten wir
schlieflich die a priori Fehlerabschatzung. O

BEMERKUNG IV.2.8. Aus dem obigen Beweis folgt, dass die a pos-
teriori Fehlerabschitzung genauer ist als die a priori Fehlerabschétzung.
Andererseits erlaubt die a priori Fehlerabschitzung schon vor der Be-
rechnung der Folgenglieder eine Aussage, wie viele Schritte héchstens
benotigt werden, um den Fixpunkt mit einer vorgegebenen Genauigkeit
zu berechnen.
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BEISPIEL IV.2.9. Wegen cos(0) = 1 und 0 < cos(3) < 1 hat die

Funktion )
() = cos(5)
einen Fixpunkt im Intervall [0, 1]. Sie ist differenzierbar, und fiir alle

z € [0,1] gilt

, .1 1.1
Also sind die Voraussetzungen mit K = % erfiillt. Fiir den Startwert
xo = 0.8 erhalten wir die Ergebnisse von Tabelle IV.2.1. Insbesondere
ist der relative Fehler von x5 kleiner als 0.07 %.

N | —

TABELLE IV.2.1. Fixpunktiteration fiir f(z) = cos(5x)

T |z, — 7| <
0.800000
0.895817 0.09600
0.901355 0.00560
0.900152 0.00120
0.900414 0.00030
0.900357 0.00006

Uk W~ O3

IV.2.6. Das Newtonverfahren. Das Newtonverfahren und sei-
ne Varianten sind die verbreitesten und effizientesten Verfahren zur
Nullstellenberechnung bei differenzierbaren Funktionen.

Zur Beschreibung des Verfahrens nehmen wir an, dass wir eine
Néherung xq fiir die gesuchte Nullstelle T der Funktion f geraten ha-
ben. Dann wird f in der Ndhe von zy durch die Tangente an die Kurve
y = f(x) im Punkt (x¢, f(zo)) approximiert. Der Schnittpunkt z; die-
ser Tangente mit der x-Achse sollte daher eine passable Naherung fiir
die gesuchte Nullstelle sein. (Dies gilt natiirlich nur, sofern die Tangente
nicht waagerecht ist!) Die Gleichung der Tangente ist

y = f(xo) + f'(z0)(z — 20).

Also lautet die Bestimmungsgleichung fiir x;:

= flx "(zo)(z1 — @ x:x_f(%)
0= f(zo) + f'(wo) (21 —20) = x1=1mp f'(w)

Wenn wir diese Vorschrift iterieren erhalten wir das

NEWTONVERFAHREN:

n

=0,1,....
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Die Vorgehensweise des Newtonverfahrens wird in Abbildung 1V.2.2

verdeutlicht.

/

X

KL
<)

ABBILDUNG IV.2.2. Geometrische Interpretation des
Newtonverfahrens

Das Newtonverfahren bricht natiirlich zusammen, wenn die Tan-
gente waagerecht ist, d.h. wenn f’(x;) = 0 wird fiir ein 7. Bei ungiins-
tiger Wahl des Startwertes kann es auch divergieren, d.h. |x;| — oo fiir
1 — 00, oder in einen KESSEL geraten, d.h. es gibt ein m € N* mit
T; = Tipm fir alle 7.

BEISPIEL IV.2.10. Betrachte das Polynom f(z) = x* — 32% — 2.
Dann lautet das Newtonverfahren mit xq = 1,

—4
xlzl—_—2
=1,
B —4
@——1—7
=1
= Tp.

Das Newtonverfahren gerét also in einen Kessel.

BEISPIEL IV.2.11. Das Newtonverfahren angewandt auf die Funk-
tion f(z) = arctan(x) liefert fiir den Startwert o = 2 die in Tabelle
IV.2.2 angegebenen Ergebnisse. Offensichtlich divergiert das Verfahren.

TABELLE IV.2.2. Newtonverfahren fiir f(z) = arctan(z)

T f(xn)
20| 1.107148
-3.535743 | -1.295169
13.950959 | 1.499239
-279.344066 | -1.567216
122016.998918 | 1.570788

B w N~ O S




152 IV. DIFFERENTIATION

Ist aber der Startwert hinreichend nahe bei der Nullstelle, konver-
giert das Newtonverfahren QUADRATISCH, d.h. es gibt eine Konstante
¢ mit

| Zn1—T| < Clxn_ﬂ2

fiir alle hinreichend groflen n.

Numerisch duflerst sich die quadratische Konvergenz in ei-
ner Verdoppelung der korrekten Nachkommastellen mit je-
dem Iterationsschritt.

Zum Nachweis der quadratischen Konvergenz nutzen wir f(7) =0
aus und wenden den Mittelwertsatz zweimal an: Zunéchst erhalten wir
aus der Iterationsvorschrift

- Ty _f(xn) _z
n+1 n f/(xn)
1, o s -
— U ) = 3) = o) + @)

Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein y,, zwischen x,, und Z mit f(x,) —
f(@) = f'(yn)(x, — ). Dies liefert

I R
I / )

Wiederum nach dem Mittelwertsatz gibt es ein z, zwischen x,, und y,
mit f'(z,) = f'(yn) + f"(2n) (2 —yn) (Beachte: Wir setzen hier voraus,
dass f zweimal differenzierbar ist!) Wegen |z,, — y,| < |2, — Z| erhalten
wir somit
f"(zn) -
F(xn) (Tn = Yn)(Tn — T)
iz
i / (2n)|
| ()|
Dies beweist die quadratische Konvergenz mit

sup |f"(z)]

_a<z<b

inf [f'(a)]

a<z<b

|Tn1 — Z| =

|z, — .

wenn das Intervall [a,b] so gewihlt ist, dass die Nullstelle Z und alle
Folgenglieder x,, in ihm liegen.
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BEeispiEL 1V.2.12. Wir betrachten das Polynom
p(r) = 2® + 2% + 20 + 1.

Wegen p(—1) = —1 und p(0) = 1 hat es eine Nullstelle im Intervall
(—1,0). Fiir die Ableitung gilt in (—1,0)

p(r) = 32> + 22+ 2> 327 > 0.
Also ist das Newtonverfahren durchfiithrbar. Fiir den Startwert zy =

—0.5 erhalten wir die in Tabelle IV.2.3 angegebenen Ergebnisse.

TABELLE 1V.2.3. Newtonverfahren fiir f(z) = 23 +2*+

2v +1
) ZT;
0 | -0.500000
11-0.571429
2 1-0.569841
3 | -0.569840

BEISPIEL IV.2.13. Seien k£ > 2 und a > 0. Dann ist +/a die Nullstel-
le des Polynoms z* — a. Die Iterationsvorschrift des Newtonverfahrens

lautet in diesem Fall
k

™ —a
Tp+1 = Tn — k.ﬁEkil
1
= E (lﬂ — 1)£Cn + ]}k_l

Dieses Verfahren, das die Berechnung von Wurzeln mit den Grundre-
chenarten erlaubt, war schon den alten Griechen bekannt und wird als
VERFAHREN VON HERON bezeichnet. Fir k = 2, a = 2 und xy = 2
erhalten wir z.B. die in Tabelle IV.2.4 angegebenen Naherungswerte

fiir v/2.
TABELLE IV.2.4. Newtonverfahren zur Berechnung von v/2

Zi f(z:)
2 2
1.5 0.25
1.416 0.00694
1.41421568 | 0.00000601

W N~ Of .

BEISPIEL IV.2.14. Betrachte die Funktion % — a mit a > 0. Die

Iterationsvorschrift des Newtonverfahrens lautet in diesem Fall

1
_ Zn a
Tpt1 = Tp — - 1
a2
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2

= 2z, — ax,,

= 2,(2 — ax,).

Dieses Verfahren zur divisionsfreien Berechnung von Reziproken war
schon den alten Agyptern bekannt.

IV.3. Umkehrfunktionen

IV.3.1. Grundlagen. Die Funktion f sei auf dem Intervall I ste-
tig. Wegen des Zwischenwertsatzes ist das Bild J von I ebenfalls ein
Intervall. Falls f auf I injektiv ist, ist dann f : I — J bijektiv und
besitzt damit eine Umkehrfunktion f=':J — I.

Wie kann man leicht nachpriifen, ob f injektiv ist? Nehmen wir
dazu an, dass f auch differenzierbar ist. Dann liefert der Mittelwertsatz
folgendes, leicht nachpriifbares INJEKTIVITATSKRITERIUM:

f'(x) #0 firallex € I = [ ist injektiv.

Mit etwas Technik kann man zeigen, dass die Umkehrfunktion f~* dann
auch differenzierbar ist.

Wie lautet die Ableitung von f~'? Fiir jedes € I gilt konstrukti-
onsgemdf f~1(f(x)) = . Wir kénnen diese Identitit mit der Ketten-
regel differenzieren und erhalten

d d .4 _ =1y /
1= o= ) = () ) @),
Also ist notwendigerweise
() = 4
i)

Zusammenfassend erhalten wir:

SATZ UBER DIE UMKEHRFUNKTION: Die Funktion f sei auf
dem Intervall I differenzierbar, und es gelte f'(x) # 0 fiir
alle z € I. Dann besitzt f eine Umkehrfunktion f=!: J — I
mit J = f(I). Die Umkehrfunktion ist differenzierbar auf
J, und fiir alle y € J gilt

(FYW) = 5y mity = f)

BEISPIEL IV.3.1. Betrachte die Funktion
flz)=2"+x



1v.3. UMKEHRFUNKTIONEN 155
auf R. Fiir alle z € R ist

fl(x)=52"+1>1>0.
Also besitzt f eine Umkehrfunktion. Wegen

lim f(z) = —o0
und
lim f(z) = o0

ist J = R. Schreiben wir zur Abkiirzung ¢ statt f~—!, erhalten wir fiir
jedes y € R

g(y) = Py mity= f(x)
bzw. — wegen x = g(y) —
N 1
gv) = S9(y)t+1

Aus dieser Formel kénnen wir weitere Ableitungen von g berechnen,
z.B.
n s —209'(y)g(y)’®
(59(y)* +1)°
—20g(y)°
(59(y)* +1)°
"y) = —609’(.@)9(3/)32 | 609(y)° - 209(y)3f’(y)
(59(y)* +1) (5g(y)* +1)
—00g(y)®  _12009(y)°
(Bgy)*+1)*  (5g(y)* +1)°
_ 60g(y)* (159(y)* = 1)
(5g(y)* +1)°

Betrachten wir z.B. y = 2, erhalten wir wegen f(1) = 2

g(2) =1
1
/ 2 ——
q'(2) 5
20
q"(2) = &
__5
54
840
q"(2) = &
35

T3



156 IV. DIFFERENTIATION

Wie wir in Abschnitt VII.3.1 sehen werden, folgt hieraus die Néhe-
rungsdarstellung

1 5 35
M1y —2) - —(y -2+ —(y—2)°
9@ =1+ ey —2) = 10sW =2+ (v —2)

fiir y ~ 2.

IV.3.2. n-te Wurzel, rationale Exponenten. Fiir n € N* be-
trachten wir die Funktion

fo(z) =2"
auf R. Ist n gerade, ist f,,(—1) = f,,(1). Die Funktion ist also fiir gerades
n nicht injektiv auf R. Schranken wir sie aber auf das Intervall (0, co)
ein, erhalten wir
fi(r)y=nz"1>0

n

fiir alle z > 0. Die Funktion f,, ist also auf (0, c0) injektiv. Wegen
lir% fa(z) =0

und
lim f,(x) = o0

ist das Bild von (0, 00) unter f, gleich (0,00). Also ist f,, : (0,00) —
(0, 00) bijektiv. Die Umkehrfunktion heifit n-TE WURZEL und wird mit
{/y bezeichnet, d.h.

r=3y <= y=a"

Sie ist auf (0, 00) differenzierbar, und fiir die Ableitung gilt

A
dy

n — ] _ n
Y = e mit y =x

d.h.

d
— /Yy = ——-— fiir y > 0 und n gerade.

W ()

Betrachte nun ungerade Exponenten n. Dann ist f, auf ganz R
injektiv, hat ganz R als Bildbereich und besitzt eine Umkehrfunktion
auf ganz R. Diese heifit wieder n-TE WURZEL und wird auch mit /y
bezeichnet. Sie ist fiir y # 0 differenzierbar, und es gilt wieder

d 1
—{/y = ————— fiir y # 0 und n ungerade.

2 n (/9)
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Mit Hilfe der n-ten Wurzel konnen wir leicht Potenzen mit rationa-
lem Exponenten definieren:

m
n

= (y)™ firy >0, falls n gerade,
bzw. y beliebig, falls n ungerade.

Y

Fiir die Ableitung von y= erhalten wir mit der Kettenregel

|
3 QI
sE
§| 3
S

<
3

313
L

3333 3|3
3

<

also:

33

d
dy

BeispiEL 1V.3.2. Im Punkt B = (0,h), h > 0, wird eine Lampe
angebracht. Ihre Leuchtstirke im Punkt A = (a,0), a > 0, wird durch
die Funktion

g(h) = h(a* + 1*) ">
beschrieben. Wie ist h zu wéhlen, damit bei festem a die Leuchtstéirke
maximal wird?

Wegen

lim g(h) = 0
und

hhm g(h) =0

und g(1) > 0 muss es mindestens eine Extremalstelle im Intervall (0, co)
geben. Diese muss ein stationdrer Punkt sein. Fiir die Ableitung von g
erhalten wir mit obiger Formel, der Produkt- und der Kettenregel

§(h) = (@ + )% = Sn(a® + %) 32
= (a® + B2 = 30%)(a® + h2) "3
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= (a® = 20)(a® + h2) 5.

Also ist die einzige Extremalstelle

=2

V2

Die maximale Leuchtstarke ist

g(ﬁ

1V.3.3. Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funk-
tionen. Betrachte zunéchst die Cosinus-Funktion. Sie ist auf dem In-
tervall [0, 7] monoton fallend und damit injektiv. Der Wertebereich ist
[—1,1]. Also besitzt cos : [0,7] — [—1,1] eine Umkehrfunktion. Diese
heifit ArRCUSCOSINUS und wird mit arccos bezeichnet:

arccos : [—1,1] — [0, 7]

x = arccos(y) <= y = cos(x).

Fiir beliebiges x € [0, 7] ist

cos'(x) = —sin(z).

Da der Sinus auf [0, 7] nicht negativ ist, gilt fir € [0, 7]

und somit

sin(x) = /1 — cos?(x)

cos'(x) = —/1 — cos?(x).

Also gilt fiir die Ableitung des Arcuscosinus

d
dy

— arccos(y) = - fir —1<y<l

1
I—y

Betrachte nun die Sinus-Funktion. Sie ist auf dem Intervall [-7, 7]
monoton wachsend und damit injektiv. Der Wertebereich ist [—1,1].
Die Umkehrfunktion von sin : [-%,Z] — [—1,1] heifit ARCUSSINUS
und wird mit arcsin bezeichnet:

T 2072
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T
[_57 5]
r = arcsin(y) <= y = sin(z).

arcsin : [—1,1] —

Wegen

sin’(x) = cos(x)

cos(x) = 1/ 1 — sin’(x)

fir » € [-7, 5] gilt fiir die Ableitung

und

d—arcsin(y) = —F— fir —1<y<1l

Die Tangens-Funktion ist auf (-7, 7) definiert durch

in(x)

U].

tan(z) = cos()’

Der Wertebereich ist R. Fiir die Ableitung gilt nach der Quotientenregel
cos?(x) + sin®(z)
cos?(x)
1
cos?(x)
=1+ tan®(z).

e tan(z) =

Also besitzt die Tangens Funktion eine Umkehrfunktion arctan : R —

(=%, %) genannt ARCUSTANGENS:

T
tan:R — (2, T

arctan ( 5 2)

xr = arctan(y) <= y = tan(x).

Fiir die Ableitung gilt

1
T arctan(y) = fir y € R.

Yy + 2

Die Cotangens-Funktion schlieflich ist auf (0, 7) definiert durch

cos(x)

cot(x) = sn(z)”
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Der Wertebereich ist R. Fiir die Ableitung gilt nach der Quotientenregel

_ cos’(z) + sin®(2)

dx cot(x) = sin®(z)
_
sin?(z)

= —1 — cot?(z).

Also besitzt die Cotangens Funktion eine Umkehrfunktion arccot : R —
(0,7) genannt ARCUSCOTANGENS:

arccot : R — (0, 7)

x = arccot(y) <= y = cot(z).

Fiir die Ableitung gilt

— arccot(y) = — fir y € R.

dy 1+ 4?2

BEispIEL IV.3.3. Ein Schrank der Lange ¢ und der Breite b soll von
einem Gang der Breite L durch eine dazu rechtwinklig gelegene Tiir der
Breite B transportiert werden. Dabei ist 0 < b < L < B < {. Wie grof3
diirfen b und ¢ hochstens sein?

Der Winkel ¢, bei dem der Schrank verkantet, ist ¢ = arccos(%)
(vgl. Abbildung IV.3.1). Der Schrank passt durch die Tiir so lange

b < Bcos(yp) ist. Dies bedeutet b < B% oder (b < BL.

ABBILDUNG IV.3.1. Verkanteter Schrank
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IV.4. Die Exponential- und Logarithmusfunktion

IV.4.1. Die Exponentialfunktion. Wir wollen die Differenzier-
barkeit der Exponentialfunktion nachweisen. Seien dazu z € R und
h > 0 beliebig. Wegen des Mittelwertsatzes gibt es zu jedem n € N*
ein 1, € (0, h) mit

(1+ %)”h— (1+5)" (1+ %>”1

Da die linke Seite dieser Gleichung fiir n — oo konvergiert, gilt Gleiches
fiir die rechte Seite, und wir erhalten

. N \""!  exp(z +h) —exp(z)
lim <1—|— ) = Y .

n—oo

Da die Folge (7, )nen beschriankt ist, ist

lim (1+77”> _

n— oo n

und damit

lim <1+ Un)” = lim <1+ 77n>

_exp(z + h) — exp(z)
= ; .

Fiir alle hinreichend grofien n € N* gilt andererseits

(03 < (2

< ( i, T+ h)
n
Grenziibergang n — oo liefert

exp(x) = lim <1 - E)n

n—oo
< lim ( )
n—oo

glim( x+h>

< exp(z + h).

Also ist

exp(z + h) — exp(z)
exp(z) < ;

< exp(x + h).
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Da die Exponentialfunktion stetig ist, folgt
exp(z + h) — exp(z)

Jip, SEEE=SR — apt)
Ganz analog erhalten wir
. exp(x+h) —exp(x)
hli%l, Y = exp(z).

Dies beweist:

Die Exponentialfunktion ist auf R differenzierbar und erfiillt
die DIFFERENTIALGLEICHUNG

exp’ = exp.

Als néchstes wollen wir zeigen, dass jede Losung der Differential-
gleichung
v =y
ein Vielfaches der Exponentialfunktion ist. Sei dazu y : R — R diffe-
renzierbar mit ' = y. Setze u(z) = y(z)exp(—z). Aus der Produkt-
und Kettenregel folgt

u'(x) = y'(x) exp(—z) — y(x) exp/(—z)
= y(z) exp(—z) — y(z) exp(—z)
=0.

Also ist u konstant, d.h. es gibt ein ¢ € R mit
u(x) =c bzw. y(x) = cexp(zx)

fir alle zx.

Ist y : R — R eine differenzierbare Funktion mit 3’ = ¥, so
gibt es ein ¢ € R mit y(x) = cexp(z) fir alle x € R.

Sei nun z € R beliebig, aber fest gewéhlt. Betrachte die Funktion
y(z) = exp(z+ z). Diese Funktion ist differenzierbar und erfiillt /' = y.
Also ist y(z) = exp(z + z) = cexp(z) fir alle z € R fiir ein ¢ € R.
Einsetzen von x = 0 liefert exp(z) = y(0) = cexp(0) = c. Dies beweist:

Fiir alle z, z € R gilt
exp(x+z) = exp(x) -exp(z).

Aus dieser Funktionalgleichung fiir die Exponentialfunktion ergibt
sich fiir alle m € N, n € N* die Beziehung

exp(2) = exp(1) .
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Aus diesem Grund ist die Schreibweise exp(z) = €* mit der Interpre-
tation ,,e hoch z* gerechtfertigt.

Als néchstes untersuchen wir das Verhalten der Exponentialfunk-
tion fiir x — +o00. Seien dazu z > 0 und n € N* beliebig. Aus der
Binomischen Formel folgt

1 1 ntl
- > (1
xneXp(m)— ( +n+1)

I
:|’_‘
|
/\
~
3
+
;_\

1 xn—i—l
>
— o™ (n+ 1)rtt
B x
o (n + 1)n+1
H m
Hieraus folgt:
lim exp(z) = oo,
lim exp(x) =0,
lim 7" exp(x) = 00 fiir alle n € N*.

Die letzte Beziehung kann man auch so formulieren:

Die Exponentialfunktion wéchst fiir  — oo schneller als
jede Potenz von x.

BEISPIEL 1V.4.1 (RADIOAKTIVER ZERFALL). Aufgrund von Beob-
achtungen geht man davon aus, dass fiir N(t) Atome einer radioaktiven
Substanz die Anzahl AN der Zerfille in einem kleinen Zeitintervall At
gegeben ist durch AN = —kNAt. Unter der Annahme, dass N diffe-

renzierbar ist, ergibt sich hieraus die Differentialgleichung
N' = —kN,
wobei k > 0 die vom Material abhéngige Zerfallskonstante ist. Also ist
N(t) = N(0)e *. Die HALBWERTSZEIT T ist durch N(T) = $N(0)
definiert. Mit der Logarithmusfunktion In aus Abschnitt I11.3.8 folgt
1

BEISPIEL IV.4.2 (NEWTONSCHES ABKUHLUNGSGESETZ). Eine
Substanz der Temperatur T'(t) wird in ein Medium der Temperatur
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U(t) eingetaucht. Fiir die Temperaturdifferenz P(t) = T'(t) — U(t) fand
[. Newton in zahlreichen Versuchen die Beziehung

P'=\P,

d.h. die Abkiihlungsgeschwindigkeit ist proportional zur Temperatur-
differenz. Also ist

bzw.
T(t) = (T(0) = U(0))e™ + U(t)

IV.4.2. Die Logarithmusfunktion. In Abschnitt II1.3.8 habe
wir die Logarithmusfunktion In : (0, 00) — R als Umkehrfunktion der
Exponentialfunktion eingefithrt. Wegen exp’(z) = exp(z) > 0 fur alle
x € R ist gemaf Abschnitt IV.3.1 die Logarithmusfunktion differen-
zierbar und erfiillt

1
In'(z) = — fiir alle z > 0.
T

Aus den Beziehungen exp(z + y) = exp(x) - exp(y) und exp(zx) -
exp(—x) = 1 folgt weiter

ln(g) =In(z) —In(y) fir z,y > 0.
Y

Mit Hilfe der Regel von de I'Hopital erhélt man:

|
lim n(z)

T—00 %

=0 fiir jedes n € N*.

Dies kann man auch so formulieren:

Die Logarithmusfunktion wéchst fiir x — oo langsamer als
jede Wurzel von x.

BEISpPIEL IV.4.3. Ein Reiz der Intensitdt R verursacht eine Emp-
findung der Intensitit F(R). Versuche ergeben, dass die Anderung AE
der Empfindung proportional ist zur relativen Anderung der Reizinten-
sitdt, d.h. AE = a%. Dies fiihrt auf die Differentialgleichung

d

"_E(R) =

a
dR R
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Also ist E(R) = aln(R) + ¢ mit einer Konstanten c. Als Reizschwelle
bezeichnet man den Wert Ry, fir den gilt E(Ry) = 0 und E(R) > 0
fir R > Ry. Damit ergibt sich ¢ = —aln(Ry) und

R
E(R) =aln(R) —aln(Ry) = aln(R—).
0
Wegen des langsamen Wachstums der Logarithmusfunktion ist bei ho-

hen Intensitédten eine ganz erhebliche Anderung von R nétig, um eine
merkbare Anderung von E hervorzurufen.

1V.4.3. Exponential- und Logarithmusfunktionen zu belie-
bigen Basen. Sei a > 0. Die Beziehung
()" = exp(x)" = exp(rz) = €™
mit = = In(a) ergibt
a” = erln(a)
fiir jede rationale Zahl r. Daher definiert man die Potenzen a® fiir
beliebiges x € R durch

a® = e*™@  fijr alle a > 0,2 € R.

Man nennt x — a* die EXPONENTIALFUNKTION ZUR BASIS a.
Aus den Eigenschaften der exp-Funktion folgen die Eigenschaften
der Funktion a®*:

Al = a*
(ab)® = a®b",
(a)! = a®,

In(a®) = zln(a),

d

%(a”) = a”In(a).

Fiir jedes o € R ist die Potenzfunktion z® = e*™®) fiir alle z > 0
definiert. Aus der Kettenregel folgt

4,
dx

a—1

¢ =azx

BEIsPIEL IV.4.4 (POISSONSCHES GASGESETZ). Experimente zei-
gen, dass zwischen dem Druck p und dem Volumen V' eines Gases bei
reversiblen, adiabatischen Prozessen der Zusammenhang

A AV
Ap AV _

0
Ty
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besteht, wobei v eine vom jeweiligen Gas abhéngige Konstante ist.
Nach Division durch At geht dies {iber in

1Ap 1 AV

il — =

Y RAT
was im Grenziibergang At — 0 auf die Differentialgleichung

pl VI

—+7—==0
p IV
fithrt. Wegen der Kettenregel bedeutet dies

< (1n(p) + y1n(V)) = 0.

dt
Also ist
In(p) +yIn(V) =¢
bzw.
In(pV7) =¢
und
pV7'=C
mit
C =e".

BEISPIEL IV.4.5. Die ALLGEMEINE HOHENFORMEL

beschreibt den Zusammenhang zwischen dem Druck p und der Hohe
h in einem gasgefiillten Behélter. Uns interessiert der Grenziibergang
v — 1, d.h. der Ubergang zu einem idealen Gas. Mit = = ﬁ und

a = —2¢gh wird dieser Grenziibergang durch
po

. a\® . xln(14+2)
p = po lim <1+—> =po lim e @
T—00 x T—00

beschrieben. Mit der Regel von de I’'Hopital erhalten wir

In(1+4 2
lim zIn(1 + 2) = lim #
T—00 €T T—00 =
1 | —a
1+ 2

€Z

= lim T
—00 —=
X

a

= lim

SRS

= a.
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Daher geht die allgemeine Hohenformel fiir v — 1 in die BAROMETRI-

SCHE HOHENFORMEL
—L0g4p

P = poe o
iiber.

Zu jeder Basis a > 0 ist die Funktion a®” umkehrbar. Denn fiir y > 0

hat die Gleichung y = a* = e }E%

Diese Umkehrfunktion wird mit log, bezeichnet und heiit LOGARITH-
MUSFUNKTION ZUR BASIS a. Die explizite Darstellung ist

zIn(@) die eindeutige Losung z =

In(z)
In(a)

log,(z) =

Aus den Rechenregeln fiir den iiblichen Logarithmus ergeben sich fol-
gende Regeln:

log, (zy) = log,(x) + log,(v),
1oga<§> — log, (x) — log,(y),

d 1

% lOga($) =

z1n(a)’

IV.4.4. Die Hyperbelfunktionen. Die Hyperbelfunktionen sind
definiert durch:

er —e "
sinh(z) = —5 SINUS HYPERBOLICUS
ex + efx
cosh(z) = —5 COSINUS HYPERBOLICUS
sinh(x)
tanh(x) =
(z) cosh(x)
et —e "
= — TANGENS HYPERBOLICUS
6$ + e—x

Es gelten folgende, zu den trigonometrischen Funktionen analoge
Rechenregeln:

sinh(—x) = — sinh(x),
cosh(—z) = cosh(x),
sinh(x + y) = sinh(x) cosh(y) + cosh(z) sinh(y),
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cosh(z + y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(x) sinh(y),
cosh?(z) — sinh?(z) = 1.

Fiir die Ableitungen ergibt sich:

sinh’ = cosh,
cosh’ = sinh,
1
cosh?’

tanh’ =

Da die Ableitung des Sinus hyperbolicus auf ganz R positiv ist, be-
sitzt er eine Umkehrfunktion auf R. Diese wird mit arsinh : R — R
bezeichnet und heifit AREA SINUS HYPERBOLICUS. Aus dem glei-
chen Grund besitzt der Cosinus hyperbolicus eine Umkehrfunktion
auf [0,00). Diese wird mit arcosh : [1,00) — [0,00) bezeichnet und
heift AREA COSINUS HYPERBOLICUS. Durch Auflésen der Gleichun-
gen y = 2(e" — e ) und y = 1(e” + e *) nach z erhélt man explizite
Darstellungen dieser Funktionen:

arsinh(y) = In <y +Vy?+ 1> fir — oo <y < o0,
arcosh(y) = In <y +Vy? — 1) fir 1 <y < oo.

Da die Ableitung des Tangens hyperbolicus auf R positiv ist, besitzt
er eine Umkehrfunktion auf R. Diese wird mit artanh : (—1,1) — R
bezeichnet und hat die explizite Darstellung

1ty

1
artanh(y) = 5 In (1
- Y

) fir —1<y<l.

Fiir die Ableitungen dieser drei Umkehrfuktionen ergibt sich aus
Abschnitt IV.3.1:

1
% arsinh(x) = xQ—_’_]_ fur T € ]R,
1
% arcosh(:c) = W fllI' xr > 1,
1
. artanh(x) = T2 fir —1<x<l.




KAPITEL V

Integration

V.1. Das bestimmte Integral

V.1.1. Definition. Sofern nicht anders vermerkt, betrachten wir
in diesem Kapitel stets Funktionen f, die auf einem abgeschlossenen
Intervall [, b] definiert, beschrénkt und STUCKWEISE STETIG sind. Da-
bei bedeutet Letzteres, dass in jedem Punkt x € [a,b] die links- und
rechtsseitigen Grenzwerte von f existieren und endlich sind (mit der
offensichtlichen Modifikation fiir x = a und = = b). Beispiele fiir der-
artige Funktionen sind stetige Funktionen oder die Vorzeichen- und
Entier-Funktion aus Beispiel 111.3.7(2,3) (S. 126), die nicht stetig sind.

Wir wollen f eine Zahl zuordnen, die die Fléche zwischen der x-
Achse und der Kurve y = f(x) misst. Dabei sollen Kurvenstiicke ober-
halb der z-Achse eine positive Flache und solche unterhalb der z-Achse
eine negative Fldache haben. Um dieses Ziel zu erreichen, wahlen wir n €
N*, n+1 Punkte xg,x1,...,x, mita =20 <21 < ... <2xp_1 <xyp=0>
sowie Punkte ny,...,n, mit z; 1 <n; < x; fiir 1 <7 < n und setzen

Zn = Z fmi)(zi — xio1).

Z,, ist die Summe der Flachen der Rechtecke mit Breite x; — x;_1 und
Hohe f(n;) (vgl. Abbildung V.1.1). Dabei wird die Fliche positiv oder
negativ genommen, je nachdem ob das Rechteck oberhalb oder unter-

halb der xz-Achse liegt.

()

ABBILDUNG V.1.1. Z, mit n; = x;_; fiir alle ¢

169
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Die Zahl Z, hangt natiirlich von der Wahl von n und der Punk-
te xg,...,x, und 7y,...,n, ab. Man kann aber zeigen, dass die Fol-

ge (Zn)nen konvegiert, wenn die , Feinheit max (x; — z;_1) gegen Null

strebt und dass der Grenzwert nicht von der jeweiligen Wahl der Punk-
te xg,...,x, und 1y, ...,n, abhingt. Wir nennen diesen Grenzwert das
(BESTIMMTE) INTEGRAL von f iiber [a,b] und bezeichnen ihn mit

f: f(x)dz

b n
[ Hadde =t " pm s - i)

BEMERKUNG V.1.1. Das Integral ist eine Zahl; die , Integrations-
variable“ kann beliebig bezeichnet werden:

/ab f(z)dx = /ab ft)dt = /abf(u)du

Zur Vermeidung von Fallunterscheidungen setzt man

LU@M—
/baf(x)dx __ /abf(x)dx falls b > a.

BEISPIEL V.1.2. Es ist

b
/cdx—c(b—a),
ab 1
/xdx:§(b2—a2).

V.1.2. Elementare Integrationsregeln. Das bestimmte Inte-
gral ist linear, monoton und additiv:

falls f(z) < g(x) fiir alle z € [a, b]

/f o= [ s d:zc+/f

falls a < ¢ <b.
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Aus der Monotonie des Integrals ergeben sich folgende hilfreiche

Abschétzungen:
b
< [ @i

/%mm

(b—a) min f(x /f < (b—a) max f(x).

a<z<b a<z<b

Fiir die Integration gibt es ein Analogon zum Mittelwertsatz der
Differentialrechnung, Abschnitt 1V.2.2:

MITTELWERTSATZ DER INTEGRALRECHNUNG: Die Funk-
tionen f und g seien auf [a, b] stetig und es gelte g(z) > 0
fir alle z € [a,b]. Dann gibt es ein 7 € [a,b] mit

/ flz = f(n) /abg(r)dfc-

BEWEIS. Seien m und M das Minimum und das Maximum von f
auf [a, b]. Dann ist

mg(z) < f(x)g(z) < Mg(x)

fiir alle z € [a, b] und daher

/ M</f MSMLHWM

Nach dem Zwischenwertsatz muss die stetige Funktion

b
v 1) [ ga)ds
den Wert fab f(z)g(z)dr annehmen. d

V.1.3. Differentiation und Integration. Die bisherige Defini-
tion des bestimmten Integrals ist fiir praktische Rechnungen ungeeig-
net. Dieses Manko wird durch den Begriff der Stammfunktion und den
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung behoben.

Eine Funktion F' heiit STAMMFUNKTION der Funktion f auf dem
Intervall I, wenn F' auf I differenzierbar ist und fiir alle x € I gilt

Aus Abschnitt IV.2.2 folgt:
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Sind F' und G zwei Stammfunktionen der Funktion f, so ist
die Differenz F' — GG konstant.

Der folgende fundamentale Satz stellt einen Zusammenhang her
zwischen Stammfunktion und Integral:

HAUPTSATZ DER DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECH-
NUNG: Die Funktion f sei auf dem Intervall I beschrankt

und stetig; a, b seien zwei beliebige Zahlen aus 1.
(1) Die durch

Folx) = / i)

fiir alle x € I definierte Funktion F}, ist eine Stammfunktion
von f.
(2) Ist F irgendeine Stammfunktion von f, so ist

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).

BEWEIS. AD (1): Fiir jedes € I und jedes hinreichend kleine
h # 0 gibt es geméfl dem Mittelwertsatz der Integralrechnung ein 7y,
zwischen x und x + h mit

z+h T
au+m—am=/ f@ﬁ—/f@ﬁ

- [ s
= hf ().
Da ny, e gilt und f stetig ist, folgt

Fate) = fn P2 1) Fo)
= lim f(n)

= f(z).

AD (2): Wegen Teil (1) gibt es ein ¢ € R mit F(z) = F,(x) + ¢. Damit
folgt

= Fu(b)
:/%@w
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Dies beweist die Behauptung. U

Wegen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung geht
man bei der Berechnung von fab f(z)dx wie folgt vor:

e Bestimme eine Stammfunktion F' von f.
e Berechne F(b) — F(a) = fabf(x)dx

Die Menge aller Stammfunktionen von f wird mit [ f(z)dz be-
zeichnet und hei3t UNBESTIMMTES INTEGRAL von f. Es gilt also defi-
nitionsgeméf

/f(a:)dx:F(x)—i—c — F'(x) = f(x).

Tabelle V.1.1 enthilt eine Liste der Stammfunktionen einiger ele-
mentarer Funktionen.

TABELLE V.1.1. Stammfunktionen einiger elementarer Funktionen

f(x) [ fz)dx Bemerkung
" %Hx"“ +c n# —1
1 In|z|+c r#0
sin(z) —cos(x) + ¢
cos(x) sin(z) + ¢
Wl(m) tan(x) + ¢ r#(2k+1)T,keK
—m cot(x) + ¢ r#km ke K
ll_xQ arcsin(x) + ¢ lr] <1
g arctan(z) + ¢
— 1ln (#2) +¢ lz] <1
e ée‘“ +c a#0
sinh(z) cosh(z) + ¢
cosh(x) sinh(z) + ¢

| In (v +VI+a?) +e
1 ln}x+\/m2—1‘+c x| > 1
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BEISPIEL V.1.3. Die von der Kraft K(z) = ymMuxz~2 lings [a, b],
0 < a < b, geleistete Arbeit betréagt

A:/abK(x)dx

= / ymMax"2dx

BEISPIEL V.1.4. Ein biegeweiches Seil nimmt bei einer spezifischen
Léangenbelastung ¢(x) die Form einer SEILKURVE

y(z) = c/j </0uq(t)dt> du

an. Fir eine HANGEBRUCKE mit konstantem ¢(z) = g erhalt man

y(x) = c/ </ qodt) du
0 0
= c/ qoudu
0

1 2
= 50%90 :

Fiir die KETTENLINIE (Seil unter Eigenlast) mit ¢(x) = cosh(z) erhélt

o y(z) = ¢ /0 ' ( /0 ' cosh(t)dt) du

= c/ sinh(u)du  wegen sinh(0) =0
0

= ¢(cosh(z) — 1) wegen cosh(0) = 1.

V.2. Integrationsregeln

V.2.1. Linearitédt. Das unbestimmte Integral ist linear:

[t +pgtanis =a [ f@de+s [ gy

BEISPIEL V.2.1. Es ist

1 a4+ + 1a1x2+a0x+c.
n+1 2

/(anx"+...+a1x+ao)d:c =
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V.2.2. Partielle Integration. Die Funktionen u und v seien auf
dem Intervall I differenzierbar mit stetigen Ableitungen. Nach der Pro-
duktregel ist

(wv) = u'v +uv'.

Wegen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung folgt
hieraus

u(z)v(z) = /u’(x)v(x)dx—i—/u(x)v'(x)dx

bzw.

BEeIsPIEL V.2.2. (1) Mit u/(x) = €%, v(z) = z und u(z) = €,

v'(z) = 1 ergibt sich
/xexdx = ge® — /exdx

=zge® —e" +c

= (z —1)e" +c.

(2) Mit o/(z) = sin(z), v(z) = 2? und u(x) = —cos(z), v'(xr) = 2x
ergibt sich

/ ¥ sin(z)de = —22 cos(z) + 2 / z cos(z)dx.

Das Integral auf der rechten Seite berechnen wir mit dem Ansatz
u'(x) = cos(z), v(z) = x, u(r) = sin(x), v'(z) = 1 und erhalten

/ z cos(z)dz = rsin(z) — / sin(z)dz
= rsin(z) + cos(z) + c.

Insgesamt ergibt sich (mit einer anderen Konstanten c!)

/x2 sin(z)dr = —a% cos(x) + 2z sin(x) + 2 cos(x) + c.
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(3) Fiir o/(z) = sin(z), v(z) = sin(z), u(x) = — cos(x), v'(x) = cos(x)
erhalten wir

/ sin?(z)dx = / sin(z) sin(z)dx

= — cos(x) sin(x) —i—/ cos(x) cos(z) dx

—cos?(x)=1—sin?(z)
= — cos(z) sin(x) + /(1 — sin’(7))dx
= —cos(z)sin(x) + x4+ ¢ — /sinQ(a:)da:.
Auflssen nach [ sin®(z)dz liefert (mit einer anderen Konstanten c!)
/sinZ(x)dx = —% cos(z) sin(x) + %x +c.
(4) Wegen cos?(x) + sin?(z) = 1 fiir alle = folgt aus Teil (3)
/COSZ(x)dJJ = /(1 — sin®(z))dx

=x— /sinQ(x)dx

1 1
=52 + 5 cos(z) sin(x) + c.

BEISPIEL V.2.3. Mit dem Ansatz u/(x) = 1, u(z) = z erhélt man

/ v(z)dz = zo(z) — / 0 (2)dz.

Dies liefert z.B.

und
/arcsin(:v)dx = zarcsin(z) — /ZB !
V1 —a2?
= zarcsin(z) + V1 — 22 +c.

BEISPIEL V.2.4. Bei Integralen der Form

S, = / ’ fsin(2)]" d.

dx

C, = /ab [cos(x)]" dx,
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b

En—/ x"e’dr ,
"

Ln:/ [In(x)]" dzx

liefert die partielle Integration jeweils eine Rekursionsformel.
Wir erldutern dies an zwei Beispielen.

Mit /(z) = sin(z), v(z) = [sin(z)]"" und u(z) = —cos(z), v'(x) =
(n — 1)[sin(z)]" 2 cos(z) erhalten wir fiir n > 2 und a =0, b =

S, = /0 : [sin(z)]” do

ol

- ; +(n—1) /02 [sin(z)]""? cos®(z)da

S/

= — cos(z) [sin(z)]"

15

(ME

= (n— 1)/0 [sin(z)]"? [1 —sin®*(z)] dz
= (n — ]-)Sn—Q — (n — 1)Sn
Also gilt

_1
5 ="""g
n

Wegen Sy = § und 51 = cos(0) — cos(5) = 1 folgt hieraus

n-1 n=3 .
_ n n—
Sn = n—1 n-=3

3
w

-5 falls n gerade,
-1

N
W N|—

falls n ungerade.

[\

n

3

Als zweites Beispiel betrachten wir

us

A, = /2 z" sin(x)dx,
0

B, = /2 z" cos(z)dz.
0

Mit u/(z) = sin(x), v(z) = 2™, u(x) = — cos(x), v'(x) = nz
wir firn > 1

n=1 erhalten

2 bl
—l—n/ 2"t cos(x)dw
0
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I
8

Analog erhalten wir mit u/(z) = cos(x), v(x)

—_———
=(Z)"
7T n
=(3) ~nA
Wir setzen nun die beiden Formeln ineinander ein:
An =nbB,_
n—1
=n [(E> —(n—1)A,_2
2
T n—1
= (5) —n(n—1)A,_2
7T n
= (5) -
= (g) —n(n—1)B,_s.

Zusammen mit Ay = By = 1 konnen hieraus alle A,, und B,, rekursiv
berechnet werden.

V.2.3. Substitutionsregel. Sei F' eine Stammfunktion fiir f und
g differenzierbar. Nach der Kettenregel ist dann

L Ploa) = o) - o/(2)

= [(9(2))d ().

Dies bedeutet fiir das unbestimmte Integral

/ F(9(x))g'(2)dz = / f(dt mit ¢ = g(x)

und fiir das bestimmte Integral

g(b)
/ FloNg@dz = [ fitydt

Die Substitutionsregel wird in zwei Versionen angewandt:

1. VERSION DER SUBSTITUTIONSREGEL: Berechnung von

ff r)dr.

SCHRITT Substitution
g(x) =t und ¢ (x)dx = dt.
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2. SCHRITT: Berechnung der Stammfunktion

/f(t)dt = F(t) +c

3. SCHRITT: Riicksubstitution
t =g(x) und F(t) = F(g(z)).

/ F(9(2))g (x)de = / F(t)dt
=F@) +c

= F(g(z)) +c.

INSGESAMT:

BEISPIEL V.2.5. (1) Sei g eine stetige, differenzierbare Funktion
ohne Nullstellen. Dann ist

g'(z) _ 1 — alx = ¢ (x)dx
/de_/ dt |t =g(x), dt = g'(x)d

In(Jt]) + ¢
In(lg(z )|) c.
(2) Mit t = g(z) = In(z), dt = ¢'(z)dz = Ldz ergibt sich
/de = /t2dt
x B
=3 +c
%[ln(m)]?’ +ec.

(3) Mit t = g(z) = sin(x), dt = cos(x)dz erhalten wir

/ sin@) cog )da:—/ eldt

=c' +c
— esin(x) T+
BEISPIEL V.2.6. Fiir £ € Z* und ¢ € R ergibt sich

1
/sin(k:l: + @)dr = % /sin(k:c + ¢)kdx

1
= E/sin(t)dt ‘t:kx-I—cp
1

=-7 cos(t) + ¢

1
=-z cos(kx + @) + c.
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Also ist )
/ sin(kz + p)de =0 firkeZ 9 eR
0

mit den beiden Spezialfillen (¢ = 0 bzw. ¢ = —)
2 2T
/ sin(kz)dz =0, / cos(kx)dr =0 fiir k € Z*.
0 0

Nach den Additionstheoremen, Beispiel 1.6.3 (S. 48), ist

sin(max) sin(nzx) = % [cos((m — n)z) — cos((m + n)x)],

cos(mz) cos(nzx) = % [cos((m + n)z) + cos((m — n)x)],

sin(max) cos(nx) = % [sin((m + n)x) + sin((m — n)x)].

Hieraus ergeben sich folgende ORTHOGONALITATSBEZIEHUNGEN fiir
die Sinus- und Cosinusfunktionen:

o (0 fallsm=n = 0,
/ sin(ma) sin(nz)dr = ¢ 0 falls m # n,

0 (7 fallsm=n#0,
o (27 fallsm=n= 0,
/ cos(maz) cos(nx)dr = < 0 falls m # n,

0 (7 fallsm=n#0,

2m
/ sin(ma) cos(nx)dr =0 fiir alle m, n.
0

2. VERSION DER SUBSTITUTIONSREGEL: Berechnung von

[ f(z)dzx.

1. SCHRITT: Substitution
= g(t) und dz = ¢'(t)dt

mit einer geeigneten, umkehrbaren Funktion g.
2. SCHRITT: Berechnung der Stammfunktion

[ rtatnga = o)+

3. SCHRITT: Auflésen von = = g¢(t) nach ¢, d.h. t = h(x)
und einsetzen.
INSGESAMT:

/f(:c)d:c = H(h(z)) + c.




V.2. INTEGRATIONSREGELN 181

BEISPIEL V.2.7. Wir wollen

e3x
F(x) :/621 — 1d93
berechnen
1. SCHRITT: Die Substitution = In(t), dz = {d¢ fiihrt auf

F(In(t)) = / A

t2—1t
t2
= | ——dt.
=
2. SCHRITT: Es ist gemifl Tabelle V.1.1 (S. 173)
t2 2 _
/ dt = /ﬁdt
2 —1 t?2—1
_/ 1
B 2—1
1
=t dt
+ e

1 _
=t+ =1 :
+ 5 n . 1‘ +c
3. SCHRITT: Die Riicksubstitution ¢ = e” ergibt
1 e’ —1
Flr)=¢e"+=1 :
(x)=e +2n . +c

BEMERKUNG V.2.8. Sind p und g zwei stetige Funktionen, so fithrt
die Substitution x = Int, dx = %dt auf

/Mﬂwz/pﬁﬁ

q(e”) tq(t)

In Beispiel V.2.7 ist p(t) = ¢* und ¢(t) = ¢* — 1.
BEISPIEL V.2.9. Wir wollen

:/mczx

auf (—1,1) berechnen.
1. SCHRITT Die Substitution z = sin(t), dx = cos(t)dt fithrt auf

sm / A/1— sin? cos
auf (—=3,%).

:/0082(t)dt
2772

2. SCHRITT: Gemé$ Beispiel V.2.2 (4) ist

1 1
/COS2(t)dt = 575 + 3 cos(t) sin(t) + c.
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3. SCHRITT: Die Riicksubstitution ¢ = arcsin(x) ergibt wegen cos(t) =
1 —sin®(t) auf (—Z, %)

1 1
F(x) = 5 arcsin(x) + 5:)3\/ 1—22+c

BEMERKUNG V.2.10. Bei der Berechnung eines bestimmten Inte-
grals sind im ersten Schritt auch die Integrationsgrenzen zu substituie-
ren. Setzt man im zweiten Schritt die neuen Grenzen ein, entfillt dann
der dritte Schritt der Riicksubstitution.

BEISPIEL V.2.11. Wir wollen

! 1
1= ——d
A<1+ﬂvx
berechnen.

Die Substitution = = tan(t), de = Ké(t)dt und die neuen Integrations-
grenzen 0 und 7 (wegen tan(0) = 0 und tan(§) = 1) liefern

1 1 1
1:/4 R,
0 (1 " sin2(t)> cos?(t)

cos?(t)

1 1 1
0 ( sin?(t)+cos?(t) > Ccos (t)

cos2(t)

=
/ cos®(t)dt
1
(3
7T
G

RS

V.2.4. Symmetrien. Ist f eine GERADE Funktion, d.h. f(—z) =
f(z) fiir alle z, so ist fiir alle a > 0

Ist g eine UNGERADE Funktion, d.h. g(—x) = —g(z) fiir alle x, so ist

fir allea >0 .
/ g(z)dr = 0.

a

LE}

wegen Beispiel V.2.2 (4)

C%@>

0

}—tMIr—t
Q||,_. [\3|»—
[\

Sl

3

BEISPIEL V.2.12. Es ist

./Wmdmﬁ:242mﬂmﬁ

Wl
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=2

)

5
/ sinh(z)dx = 0.

5

V.3. Integration rationaler Funktionen

V.3.1. Partialbruchzerlegung. Wir betrachten rationale Funk-
tionen der Form %. Dabei sind p und ¢ zwei Polynome mit Grad
p < Grad ¢, die keine gemeinsamen Nullstellen besitzen sollen. Die
Partialbruchzerlegung dieser Funktionen erfolgt in den folgenden drei

Schritten:

e 1. SCHRITT: Man erstellt eine Produktdarstellung des Nen-
nerpolynoms der Form

q(z) = clz —b)" - .. (z =) (). ge(m).

Dabei sind b, ..., b, die paarweise verschiedenen reellen Null-
stellen von ¢, k1, ..., k, ihre Vielfachheiten und ¢, . . ., ¢, paar-
weise verschiedene quadratische Polynome ohne reelle Null-
stellen. (Es ist ¢;(r) = 2% — 2Re Nz + |\;|?, wobei \; eine
komplexe Nullstelle der Vielfachheit ¢; von g ist.)

e 2. SCHRITT: Die zu jedem Linearfaktor x — b von ¢, b €
{b1,...,b.}, der Vielfachheit k£ und zu jedem quadratischen
Faktor Q € {q1,...,qs} der Vielfachheit ¢ gebildeten Funktio-
nen der Form

Ay Ay Ay,
r—b (z — b)?’ (z — b)*
Bix+ C Box + Cs Byx + Cy

Qz) Qz)* Qz)*

mit reellen Koeffizienten A;, B;, C; nennt man PARTIALBRU-
CHE von g. Man stellt nun § als Summe all dieser Partialbriiche
mit unbekannten Koeffizienten dar.

e 3. SCHRITT: Man multipliziert die Ansatzgleichung fiir § mit
q und erhélt auf beiden Seiten ein Polynom. Nun ergeben sich
Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizienten A;, B;, C; des
Partialbruchansatzes durch Gleichsetzen gleicher z-Potenzen
auf der linken und rechten Seite oder durch Einsetzen spezieller
Werte fiir x wie z.B. by,...,b,.

BEMERKUNG V.3.1. Fiir die praktische Rechnung empfiehlt es sich,
die beiden Vorgehensweisen in Schritt 3 (Koeffizientenvergleich und
Einsetzen spezieller x-Werte) zu kombinieren. Ist z.B. z — b ein Line-
arfaktor der Vielfachheit £ von ¢, erhdlt man den Koeffizienten A, des
Partialbruches (m‘i—’;)k durch Einsetzen des Wertes x = b in Schritt 3.
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BEeIspIEL V.3.2. Betrachte
> +x+1
x4 =513+ 922 —Tx + 2
Durch Probieren finden wir die Nullstellen 1 und 2 des Nennerpolynoms
q. Wir konnen daher ¢ durch

(z—1)(z—2)=2"-3z+1

dividieren und erhalten
xt =5z 4922 —Tx +2 22 —3x+2=2>—22x+1.
b =323 4222
—2x3 +72% —Tx
—223 4622 —4x

x> —3xr +2
2 =3xr +2
0

Da offensichtlich
v =204+ 1= (zx—1)?
ist, gilt
q(z) = 2" — 52® + 92° — Tx + 2
= (v —2)(z —1)°
Wie man leicht nachpriift sind 1 und 2 keine Nullstellen des Zéhlerpo-
lynoms. Der Partialbruchansatz lautet also
2?24+ x+1 > +x+1
53+ 922 —Tx+2 (12— 2)(z— 1)}

A N B n C n D .
r—2 z—1 (z—1)2 (x—1)3
Multiplikation beider Seiten mit ¢ liefert

?+r+1=Ax—-1)7°+B(x—-2)(z—1)
+C(z —2)(x—1)+ D(x —2).

Einsetzen von x = 1 ergibt

—-D = 3;

Einsetzen von x = 2 liefert
A=T.

Wir setzen diese beiden Werte in obige Gleichung ein und erhalten nach
Ausmultiplizieren

?4r+l1=_7 (x—1P°+Bx—2)(z—1)?°
—A

+C(z —2)(z—1) (x —2)

-3
~—
=D
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=72 -32°+3r — 1)+ B(z — 2)(2* — 2z + 1)

N /

— 23— 42?4 5a—2
+C(2* -3 +2)—32+6
= (7+ B)2® + (—21 — 4B + C)a?
+(214+5B—-3C -3)z+ (—7—2B +2C +6).
Da auf der linken Seite kein 23-Term auftritt, muss
B=-7

sein. Setzen wir dies in den z2-Term auf der rechten Seite ein und
vergleichen mit dem entsprechenden Term auf der linken Seite, erhalten
wir

1=-21-4(-7)+C
=7+C
— (= —6.
Damit lautet die Partialbruchzerlegung unserer Funktion
?+r+1 7 7 6 3

5P+ 922 —Tr+2 x-2 x-1 (x—1)2 (x—1)%
BEISPIEL V.3.3. Betrachte

r+1
28 — 227 + 428 — 625 + 624 — 623 + 422 —2x+1°

Durch Probieren finden wir, dass das Nennerpolynom und seine Ablei-
tung eine Nullstelle bei x = 1 haben Also kénnen wir es durch

(r—1)2 =22z +1

dividieren und erhalten

2 =227 4428 —62° +62* —62° +422 -2z 41
2 =227 42b z? —2r +1 =
32°  —62° +624 2 432t 4327 +1.
325 —62° +32°
32t —62% +42?
3zt —62% +322
¥ 2 41
x? —2r +1

Offensichtlich ist
2+ 32 4+ 327 + 1= (22 +1)%
Da 22 + 1 keine rellen Nullstellen hat, lautet der Partialbruchansatz

r+1
a8 — 207 + 428 — 625 + 624 — 623 + 422 — 2 + 1
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A n B +C’x+D+E:13+1E’_i_Gx—I—H
Cz—1 (z—12 2241 (22+1)2 (a2+1)%

Wir multiplizieren diese Gleichung mit dem Nennerpolynom und er-
halten

r+1=A(x—1)(2* + 1)+ B(2* +1)°
+ (Cz + D)(x — 1)*(2* + 1)?
+ (Bx+ F)(z — 1)?*(2* + 1)
+ (Go + H)(z — 1)
Einsetzen von = = 1 liefert |

B=-.
4

Wir setzen dies in obige Gleichung ein und schaffen den B-Term auf
die linke Seite

1 3 3
—Z$6—Z$4—Z—lx2+l’+z‘:
1
::U—i-l—z(xz—i-l)?’

= Az — 1) (2* +1)° + (Cx + D)(z — 1)*(z* + 1)?
+(Bx+ F)(z — 1)*@* + 1)+ (Gz + H)(z — 1)2

Da die linke Seite dieser Gleichung bei x = 1 verschwindet, kénnen wir
die ganze Gleichung durch = — 1 dividieren und erhalten
1. 1, 3 5 7 3
R e Ay S
= A(z* +1)° + (Cz + D)(z — 1)(2* + 1)

+(Bx+ F)(z —1)(2* + 1)+ (Gz + H)(z — 1).

Einsetzen von x = 1 liefert
5

A=-2.
8

Wir setzen diesen Wert in obige Gleichung ein und multiplizieren den
Rest aus

1 1 7 3
_Zx5_1$4_$3_x2_1$_1
)
— —g(x6+3x4+3x2+1)+(0x+D) (@ —1)(a*+1)

:m5—m4+2;g—2x2+m—1
+(Bx+ F)(2® — 2> 42— 1)+ (Gz + H)(z — 1)
) 15

= xG(—g +C) +2°(=C + D) + x4(—§ +2C - D+ E)

15
+ﬁp%ﬂ@p—E+m+ﬁ@§w%ﬁaD+E—F+®
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5
+x(—O+D—E—|—F—G+H)—g—D—F—H.

Koeffizientenvergleich liefert die Bedingungen

8 _3
8
1 3
b —(C+D=-- = D==
x 4 1 g
1 15 6
4 20 —-D+FE=—+4+— — E=-
v + 4+8 8
2
2 —2C+2D-E+F=-1 — F=3
2 15 4
x° C—2D+E—F+G:—1+§:> ng
4
v —C+D—E+F—G+H:—£:> =1
Also lautet die Partialbruchzerlegung
z+1
28 — 227 + 426 — 62° + 62* — 62° + 422 — 20 + 1
1 5 . 2 +5x+3+ 6x + 2 n 4r — 4
8\ z—1 (z—-1)2 2241 (22+1)2 (22+1)3

V.3.2. Integration. Die Integration einer rationalen Funktion

flz) = % erfolgt in drei Schritten:

e 1. SCHRITT: Falls der Zahlergrad gréBer oder gleich dem Nen-
nergrad ist, dividiere p mit Rest durch q. Dies liefert zwei Po-
lynome r und s mit p = s - g + r. Daher ist f:s+(f].

e 2. SCHRITT: Bestimme die Partialbruchzerlegung von g wie
im vorigen Abschnitt.

e 3. SCHRITT: Integriere das Polynom s und die Partialbriiche
von .

q

Fiir den 3. Schritt sind folgende Formeln, die man durch Differentiation
nachpriift, hilfreich. Dabei ist o? —43 < 0 und k > 1.

1
/ de =In|z —a|+c
r—a

/ PR L,
(:L‘—a)kx_ E—1(x—a)k! ¢

/ 1 p 2 ) 2r + o n
———————dr = ——arctan | —— c
r? +ar+ [ VA6 — o2 V43 — a2

ar +b a 9
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+(b—%)/;d:ﬂ

2+ ar+

1 do — 2 + «
/(xz—l—ax—I—ﬁ)k T (k—1)408 — a2)(2? + ax + B)F1

2(2k — 3) 1
(k—1)(48 — a?) / (2?2 4+ ax + ﬁ)’“ldm

/ ar +b a1 1
(22 + oz + B)k v 2k —1 (22 + azw + g)k1

ao 1
+(b—7)/($2+m+ﬁ)kdm

BEISPIEL V.3.4. Betrachte
B 20° — 72t 4 323 + 1422 — 162+ 7
flo) = x4 —5r3 4+ 922 — Tx + 2 ’

Die Division des Zéhlerpolynoms durch das Nennerpolynom ergibt
205 —7x* 432 +142% —162 +7 a2t —5x® + 927 — Tx +2
20 —10z* +182% —1422 +4x = 2z + 3.

3zt —152% +282% —20a +7
3zt —152% +272% 21z +6
x? +xr +1

Also ist
2?+r+1

=523 + 922 — Tx +2°
Die Partialbruchzerlegung des rationalen Teils haben wir in Beispiel
V.3.2 bestimmt, und wir erhalten

/fwm%:/<%+3+xi2_xil

— 0 — 5 ) dx
(-1 (z-1)
=2 +3r+T7n|z — 2| — 7|z — 1|
6 3
T i
x—2 122 —9
' a1y
BEIspIEL V.3.5. Wir betrachten die Funktion aus Beispiel V.3.3.
Zuerst behandeln wir die beiden Partialbriiche
6z + 2 4r — 4
(22 + 1)? un (x2+1)3

flz)=2x+3+

=22 +32x+7In

+ c.

z—1
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Fiir diese erhalten wir
6x + 2 2x 1
——dz =3 | —————d 2 | ———d
/(x2+1)2 ) /(x2+1)2 " /(w2+1)2 '

3 L 4o +4/ 1 J
= - = | ————adz
x24+1 422+1) 4) (22+41)

3 T

= +$2+1 + arctan(z) + ¢

x_3+ tan(z) +
= arctan(x C
2 +1

und

dor — 4 2z 1
dr=2 —= _dr—4 [ ——
[ Gt =2 ) Gt Gt
B 2 8T

202 41)2 2.4 (22 +1)2

_8-3/ L
2.4 ) (22+1)?

r+1 32z 3~2/ 1 d

- - - - T
(2 +1)2  4(22+1) 4 (2 +1)
r+1 3z

3
= — CES RS arctan(z) + c.

Damit folgt insgesamt

/ z+1 J
0
a8 — 227 + 428 — 625 + 624 — 623 + 42?2 — 2z + 1

/1 5 n 2 +5£L‘+3+ 6x + 2 L 4r — 4 p
_ [ Z(_ T
8\ z—-1 (z—1)2 2241 (22+41)2 (22+1)3

1 2 5
=—(-bhlz -1 - ——+-In(z*+1)+3 d
8( n|z—1] x—1+2n<x+ )+ /x2+1:v
+ xQ:L 1 + arctan(x)
z+1 3 3 tan(z) | +
— — — —arctan(z c
(x241)2 2(22+1) 2
5 1 5 5
= —gln ‘Z’ — 1‘ — m + Eln(x2 + 1) + g arctan(x)
x+6 z+1
; T

S 16(224+1)  8(22+1)

V.3.3. Verallgemeinerte rationale Funktionen. Ein Integral
der Form [ r(e®")dz mit einer rationalen Funktion r kann durch die
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Substitution
t=e*,
r=—Int,
«
1
de = —dt
at

auf ein Integral der Form [ r(t)%dt mit rationalem Integrandem trans-
formiert werden.

BEISPIEL V.3.6. Die Substitution ¢t = e® liefert

1 1 1
[ ot [ g
er +e " t+4t
1
:/ dt
241

= arctan(t) + ¢

= arctan(e”) + c.

Im Folgenden bezeichnen wir mit r(z, y) einen Ausdruck, der aus z,
y und Konstanten allein durch Addition, Subtraktion, Multiplikation
und Division gebildet wird, z.B.

B day + y?
323 — 2y’

r(z,y)

Viele Integranden sind dann von der Form r(z, f(z)), d.h. die Variable
y in r(x,y) ist durch eine Funktion f(z) von z ersetzt. Solche Inte-
grale konnen héufig durch eine geeignete Substitution auf das einer
rationalen Funktion transformiert werden. Wir betrachten hierzu im
Folgenden einige Beispiele.

Bei einem Integral der Form

/ ( L a:c—i—b)
r| x, dx
cr +e

mit ae — be # 0 hilft die Substitution

P ar +b
 Voexr+e

. etk — b
a—cth’
tk_l
dr = k(ae — bC)mdt

weiter.
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BEISPIEL V.3.7. Es ist

1— 1—t
/ V&mm: otdt |t =z, x=1t>, do = 2tdt
T+ T 2+t
1—t
=2 [ ——dt
1+t

1f (12

=4ln|l+t|—-2t+c¢
=4I|l +Vz| -2z + ¢
Bei einem Integral der Form
/r(sin(x), cos(x))dx
hilft die Substitution

x = 2arctan(t),
2

dr = ——dt
Ty
mit
. 2t

SIH(IL') = m,
1—¢2
cos(z) = e

weiter.

BEISPIEL V.3.8. Es ist

1 1+t 2
de= [ -0 = 4
/cos(ac) ‘ /1—t21+t2

2
— [

141

x = 2arctan(t)

=1In +c

| '1 + arctan(%)

3
1 — arctan()

Integrale der Form
/r(:p, Vazr? + br + ¢)dx

mit a # 0 lassen sich mit einer Substitution

u=ar+ 0,
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1
dr = —du
a
in eine der folgenden Normalformen umwandeln:
/r(u, Vu? + 1)du,
/r(u, u? — 1)du,
/r(u, V1 —u?)du.

Diese konnen durch die Substitutionen

u = sinh(t)
bzw.

u = cosh(t)
bzw.

u = sin(t)

auf eine der bereits behandelten Formen transformiert werden.

BEISPIEL V.3.9. Es ist

/\/4x2+12x+5dx:/\/(2x+3)2—4da;

2
:2/\/<2x+3> g | 2m43
2 2
= 2/\/u2 — 1du |u = cosh(t)
= 2/ \/ cosh?(t) — 1sinh(t)dt
M —
=sinh(t)
=2 / sinh?(¢)dt
—1/(et—et) dt |z =¢
2
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1 1
= 16% — 1 — Z€_2t +c
1
= Z<€t +e e —e)—t+c

= cosh(t)sinh(t) — ¢t + ¢

= cosh(t)y/cosh®(t) —1 —t+c

e' =u+vu?—1, u = cosh(t)

:u\/u2—1—ln‘u+\/u2—1‘+c
(2243 20+3\" |
N 2 2
27 +3 22 + 3\ 2
—In 5 + 5 — 1| +ec

V.4. Uneigentliche Integrale

V.4.1. Definition. Wir wollen den Integralbegriff auf nicht be-
schrinkte Integrationsbereiche und unbeschrinkte Funktionen ausdeh-
nen. Sei dazu b € RU{oco}, a € Rund f : [a,b) — R auf jedem Teilin-
tervall [a, ¢] C [a,b) stiickweise stetig und beschréankt. Die Funktion f
heifit auf [a,b) (UNEIGENTLICH) INTEGRIERBAR, wenn der Grenzwert

lim f(z)dx existiert. In diesem Fall heiit dieser Grenzwert das UN-

c—b— a

b
EIGENTLICHE INTEGRAL von f und wird mit / f(x)dx bezeichnet:
a

c—b—

/ f(z)dz = lim c fz)dz.

Analog geht man bei Singularitdten am linken Rand vor. Sei dazu a €
RU{-o0c}, 6 € Rund f : (o, 0] — R. Dann ist das uneigentliche
Integral definiert durch

/jf(x)dx: lim /cﬁf(x)dx,

c—o+

sofern der Grenzwert existiert.
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BEISPIEL V.4.1. Sei a € R\{1}. Fiir ¢ > 1 ist

1 11 [
e = —

;. x O
1

1

Ca-—1 co—l |’

Dieser Ausdruck konvergiert fiir ¢ — oo, falls a > 1 ist. Also ist 2~
fir & > 1 auf [1, c0) uneigentlich integrierbar und

>~ 1 1
/ —dx = fir o > 1.
1 1

«

Analog ist fir 0 < c < 1

1 1 1
—dx = [ }

T a—1|c 1 -1

[

Dieser Ausdruck konvergiert fiir ¢ — 0, falls o < 1 ist. Also ist ™ fiir
a < 1 auf (0, 1] uneigentlich integrierbar und

1
1 1
—dy =

fir a < 1.
0 T -«

Seinun a € RU{—o0}, b € RU{oo} und f : (a,b) — R. f ist auf

(a, b) uneigentlich integrierbar, wenn fiir ein ¢ € (a,b) die beiden unei-
c b

gentlichen Integrale | f(z)dr und [ f(x)dx existieren. Die Summe

dieser beiden uneigen‘glichen Integralecist dann das uneigentliche Inte-

b
gral / f(z)da:

b c 5
/ f(z)dz = lim f(z)dz + ﬁllr?_ f(x)dx.

a—a
+ «

BEMERKUNG V.4.2. Die beiden Grenzwerte in obiger Formel miis-
sen unabhdngig voneinander bestimmt werden!

BEISPIEL V.4.3. Es ist

B
lim dzr = lim |arctan 8 — arctan0
pooo Jo 14 Bﬂoo[ & |
o
2

0

lim dr = lim [arctan 0 — arctan o

a——=00 J, + 332 a——00
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Daher ist ﬁ auf R = (—o0, 00) uneigentlich integrierbar und

* 1
/_001+x2d1‘:7r.

V.4.2. Ein Konvergenzkriterium. Die Existenz eines uneigent-
lichen Integrals kann héufig durch einen Vergleich mit einer Funktion
der Form x~% gezeigt werden.

KONVERGENZKRITERIUM FUR UNEIGENTLICHE INTEGRALE: Es
seien f auf [a,00) und g auf (0, b] stetig und «, K € R. Dann gilt:

K o0
1f(z)] < g mit a <z <oo, 1 <a — / f(z)dz existiert,

K b
lg(z)| < —mit0<z<bh, 0<a<l = g(x)dx existiert.
e 0

BEWEIS. Die Funktion

Fiom [ 17@lds

ist monoton wachsend und durch / —dx nach oben beschrankt. Da-
a xa

her ist sie fiir ¢ — oo konvergent, und [ |f(z)|dz existiert. Ana-

log erhdlt man die Existenz von [ f(z) + |f(z)|dz. Daher existiert

faoo f(x)dx.

Genauso argumentiert man fiir fob g(x)dx. 0
*sinx

BEISPIEL V.4.4. Exisiert ?

0
Aus der Regel von de I’'Hopital folgt

. sinzx . cosx
lim
z—0 x—0 1

Also ist #2£ auf [0, 00) stetig und auf [0, 1] integrierbar. Fiir ¢ > 1
liefert partielle Integration

“sinx CcoS T
de = —
T T
1 1
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Da die Cosinus-Funktion beschrinkt ist, ist

lim cos(c)

c—00 C

=0.

> cosx

5 dz. Also existiert

Wegen des Konvergenzkriteriums existiert /
. T

*®sinx

0 T
Mit Hilfe von Satzen aus der Funktionentheorie kann man

®sine 7
0 x 2

V.4.3. Die Eulersche Gammafunktion. Die EULERSCHE GAM-
MAFUNKTION ist definiert durch

zeigen.

[':(0,00) =R
['(x) = / et at.
0

Die Konvergenz des uneigentlichen Integrals wird wie folgt nachge-
wiesen:

e 1. SCHRITT: Das Integral fol e~t*~1dt ist an der unteren Gren-
ze nur fir 0 < x < 1 uneigentlich. In diesem Fall folgt die
Existenz des Integrals aus dem Konvergenzkriterium und der
Abschitzung 0 < e " ! <t* =t mita=1—12 < 1.

e 2. SCHRITT: Wegen

tQtzfl t$+1
lim = lim
t—o0 et t—o0 et
=0

gilt fiir hinreichend grofes ¢ die Abschiitzung e 't*~! < ¢72.
Damit folgt die Existenz von [~ e "¢*~'dt aus dem Konver-
genzkriterium.

Wegen
/ e~ tdt = lim e tdt
0

C—00 0

= lim [l — e

=1

ist

T(1) = 1.




V.5. EBENE KURVEN; LANGEN- UND FLACHENMESSUNG 197

L erhalten wir fiir 0 <

Mit partieller Integration v’ = e™* v = ¢*~
a<p

s
+ / (z — 1)e "+"2dt.

B
/ 6—ttI—1dt — _e—ttx—].
a (0%

Durch Grenziibergang folgt hieraus die FUNKTIONALGLEICHUNG

I(z+1)=2a'(z) firallexz>0.

Insbesondere ergibt sich

I'(n+1)=n! firalleneN.

V.5. Ebene Kurven; Lingen- und Flichenmessung

V.5.1. Parameterdarstellung. Die allgemeinste und fiir unsere
Zwecke giinstigste Darstellung einer ebenen Kurve erfolgt mit zwei dif-
ferenzierbaren Funktionen x(t), y(t) auf einem Intervall a < ¢ < b. In
einem festen kartesischen Koordinatensystem durchlauft der sich mit ¢
stetig &ndernde Punkt

P(t) = (z(t),y(t)) ,a<t<b,

eine Kurve. Die vektorwertige Funktion

bzw. die beiden Gleichungen
x = x(t),
y =y(t)

heiflen eine PARAMETERDARSTELLUNG dieser Kurve; ¢ und [a, b] hei-
Ben der PARAMETER bzw. das PARAMETERINTERVALL. Man sagt, die
Kurve werde mit wachsendem ¢ in positiver Richtung durchlaufen.

Deutet man ¢ als Zeit, so beschreibt eine Parameterdarstellung die
Bewegung eines Massenpunktes auf der Kurve. Da auf einer Kurve ganz
verschiedene Bewegungen stattfinden kénnen, besitzt ein und dieselbe
Kurve verschiedene Parameterdarstellungen.

BEIspIEL V.5.1. Der GRAPH y = f(x), a < x < b, einer Funktion
f besitzt die Parameterdarstellung

T =t,
y = f(t)

mit a <t <b.
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BEISPIEL V.5.2. Die GERADE durch die Punkte (z1,y:1) und (22, y2)
besitzt die Parameterdarstellung

r =2 + t(ZEQ — .Tl),
Y=y +t(y: — )
mit ¢t € R.

BEIsPIEL V.5.3. Der KREIS um (g, %) mit Radius r besitzt die
Parameterdarstellung

x = xo + rcos(t),
y = yo + rsin(t)
mit 0 <t < 2m.
BEISPIEL V.5.4. Die ELLIPSE
{(x,y)ERQ:z—z—i-:Z—z—l}
hat die Parameterdarstellung
x = acos(t),
y = bsin(t)
mit 0 < ¢t < 27.
BEISPIEL V.5.5 (ZYKLOIDEN). Rollt ein Kreis K mit Radius r,
ohne zu gleiten, auf der z-Achse, dann beschreibt ein mit K fest ver-

bundener Punkt P, der vom Kreismittelpunkt den Abstand a hat, eine
ZYKLOIDE oder Radkurve. Diese besitzt die Parameterdarstellung

r =rt — asin(t),

y =1 — acos(t)
mit ¢ € R. Dabei beschreibt der Parameter ¢ den Rollwinkel. Rollt
der Kreis mit dem Punkt P nicht auf der z-Achse, sondern auf dem

Kreis 22 +y* = p* dann ist die Bahn von P eine EPIZYKLOIDE mit der
Parameterdarstellung

+r

t),
.

Im Sonderfall p = r = a entsteht die KARDOIDE oder Herzlinie
x = a(2cos(t) — cos(2t)),
y = a(2sin(t) — sin(2t)).

Beim Abrollen im Innern des Kreises entsteht die HYPOZYKLOIDE

— rr»t)7

x = (p+r)cos(t) — acos(p .

y=(p+r)sin(t) — asin(p +

x=(p—r)cos(t) + acos(p
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rt)

Diese geht fiir den Sonderfall @ = r = £ in die ASTROIDE iiber. Aus
den Additionstheoremen ergibt sich dann

y=(p—r)sin(t) — asin(p .

x = pcos’(t),
y = psin®(¢).

V.5.2. Tangente und Normale. Zu jeder Parameterdarstellung

einer Kurve K definieren wir

. .1
t(t) = lim +[r(t + ) —r(t)]

- ().

wobei der Punkt die Ableitung nach ¢ bezeichnet. Als Grenzwert von
Sekantenvektoren ist 1(t) parallel zur Tangente an K im Punkt r(¢).

Beschreibt r(t) die Bewegung eines Massenpunktes auf der Kurve,
ist ¥(t) die Geschwindigkeit des Punktes.

Ist in einem Kurvenpunkt r(t) der Vektor (¢) vom Nullvektor ver-
schieden, dann weist er in die positive Tangentenrichtung (positiv bzgl.
des Durchlaufsinnes der Kurve). Der hieraus durch Drehung um 90° im
Gegenuhrzeigersinn entstandene Vektor

gibt die positive Normalenrichtung in diesem Punkt an (vgl. Abbildung
V.5.1). Daher besitzen Tangente und Normale im Kurvenpunkt r(¢) die
Parameterdarstelllung

TANGENTE : = = z(t) + A\i(t),
y = y(t) + Ay(t)
NORMALE : = = z(t) — A\y(1),
y =y(t) + Az(t).

Dabei ist A der Geradenparameter und ¢ der Kurvenparameter.

BEMERKUNG V.5.6. Die Vektoren r und n sind nicht normiert.

Bend6tigt man normierte Tangenten- bzw. Normalenvektoren, muss man

r mit ‘—11,| und n mit ‘—111| = ﬁ multiplizieren.
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ABBILDUNG V.5.1. Tangente r und Normale n

V.5.3. Bogenlidnge. Die Parameterdarstellung
r = x(t),
y =y(t)
der Kurve K heifit REGULAR, wenn £(t) und ¢(t) stetig sind und
()" +§(t)* # 0
ist fiir alle ¢.
Wir wollen der Kurve nun eine Lénge zuordnen. Dazu unterteilen

wir das Parameterintervall durch a =ty < t; < ... < t,_1 < t, = b.
Dann ist

r(t;) — r(tio1)| = {(x(t;) — x(t;i-1))? + (y(t:) — y(ti—l))2}%

die Lange der Sekante zwischen den Punkten r(¢;,_1) und r(¢;). Die Sum-

me Z |r(¢;) — r(t;—1)| ist eine Naherung fiir die Lénge der Kurve. Wir
i=1

lassen nun die , Feinheit* max |t; — t;_1| der Unterteilung gegen Null

b
streben. Dann konvergiert obige Summe gegen / V(t)? + y(t)2dt.

Wir nennen daher dieses Integral die Lange der Kurve K.

Eine Kurve K mit der reguldren Parameterdarstellung
x = xz(t),
y = y(t)

mit a <t < b hat die LANGE

b
/ V& (t)? + y(t)2dt.

BEMERKUNG V.5.7. Man kann zeigen, dass die so definierte Léinge
nur von der Kurve und nicht von der speziellen Parameterdarstellung
abhéngt.
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Betrachtet man nur den Kurvenabschnitt, der dem Parameterbe-
reich [a,tg], a < tg < b, entspricht, erhélt man analog die Linge des
entsprechenden Kurvenstiickes. Diese Léange heifit die Bogenléange und
wird mit s(¢y) bezeichnet.

Eine Kurve K mit der reguldren Parameterdarstellung
x = x(t),
y =y(t)

mit a <t < b hat die BOGENLANGE

s(t) = / V()2 +y(r)2dr fira <t <b.

Es ist

$(t) = a(t)? 4+ y(t)2.

BEIsPIEL V.5.8. Fiir den Graphen y = f(z), a < x < b, ergibt sich
die Lange

b
/ V1+ fl(x)%dx.
Speziell ergibt sich fiir die Parabel y = 22, 0 < o < b, die Linge
b 1
/ I+ @oPde = [21)\/1 AR + In(2b + V1 + 482)] .
0

BEispiEL V.5.9. Fiir den Zykloidenbogen
x = r(t —sin(t)),
y =1(1—cos(t)),
0 <t < 2m, ergibt sich die Lénge

/027r \/r2(1 — cos(t))? + r2sin®(t)dt

2 %
:/ {27"2 —2r*  cos(t) } dt
0 N——"

=cos?(L)—sin?(%)
27 t .9 t
= 2r2(1 — cos?(=) +sin®(=))dt
; 2 2
2m t
= / 2r sin(=)dt
0 2

2w

t
= —4 —
TCOS(Q)

0
= &r.
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V.5.4. Kriimmung und Kriimmungskreis. Es sei
x = x(t),
y =y(),
a <t < b, eine zweimal differenzierbare, regulére Parameterdarstellung

einer Kurve K. Mit ¢(t) bezeichnen wir den positiv gemessenen Winkel
zwischen der positiven x-Achse und der Richtung des Tangentenvektors

1(t). Weiter ist
_ / W2 + 9(r)2dr

die Bogenlinge. Die Anderung Ay der Tangentenrichtung iiber dem
Intervall [t,t + At] bezogen auf die Anderung der Bogenlinge, also %
ist offenbar ein gutes Mafl fiir die durchschnittliche Kriimmung der
Kurve iiber diesem Intervall. Daher nennt man

_ Ap . Ap(t) At o(1)
k= lim —— = lim = =
As—0 As  At—0 At s(t)  §(t)

die KRUMMUNG der Kurve im Punkt r(¢).
Wir wollen die Kriimmung x durch die Funktionen z(t), y(t) der
Parameterdarstellung ausdriicken. Es ist

$(t) = Va(t)? +y(t)*.

Aus
sin = y(t)
Y= e i
cos p(t) = #(t)

folgt durch Differenzieren

y(t) _y(t)ir(t)i‘(t) +9()i ()
#(t)? + (1) (12 + (07
(1) : )if(t)fv(t)Jr y(®)yt)

RV T Ve T

Multiplizieren wir die erste Gleichung mit cos ¢(t) und die zweite mit
—sin¢(t) und addieren beide Ergebnisse, erhalten wir

o(t) = ¢(t) [cos ©(t) + sin? @(t)]
z()y(t) —i(t)y)
@(t)?+y(t)?

p(t) cosp(t) =

8

Insgesamt folgt:
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Die KRUMMUNG einer Kurve mit der zweimal differenzier-
baren, reguldren Parameterdarstellung

x = z(t),
y =y(t)
ist gegeben durch

BeispIEL V.5.10. Die Kriimmung des Graphen y = f(z) ist
K(z) = L)é

1+ f'(x)?)?

Speziell ergibt sich fiir die Parabel y = 22 die Kriimmung

2

(1+422)7

BEIspIEL V.5.11. Fiir die Ellipse

k(z) =

2?2
pER

ergibt sich aus der Parameterdarstellung von Beispiel V.5.4 die Kriim-

mung

—asin(t)(—=bsin(t)) — bcos(t)(—a cos(t))
(a2 cos?(t) + b?sin’(t))®
ab
(a? cos?(t) + b* sin® (t))%

Insbesondere ergibt sich fiir einen Kreis mit Radius r, d.h. a = b = r,
die konstante Kriimmung

k(t) =

1
K= -.
r

BEMERKUNG V.5.12. Man kann zeigen, dass Kreise dadurch ein-
deutig charakterisiert sind, dass sie eine konstante, von Null verschie-
dene Kriimmung haben. Die konstante Kriimmung ist das Reziproke
des Kreisradius. Also ist die Kriimmung umso grofler, je kleiner der
Kreisradius ist.

Einen Kreis, der durch den Punkt P = r(¢) der Kurve K geht und
dort dieselbe Kriimmung und dieselbe Tangentenrichtung hat, nennt
man den KRUMMUNGSKREIS an die Kurve K im Punkt P. Wegen Bei-

spiel V.5.11 hat er den Radius m Sein Mittelpunkt liegt auf der
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Normalen im Abstand Wltn von P. Unter Beriicksichtigung der Orien-
tierung bzw. des Vorzeichens von r(t) ergibt sich fiir den Mittelpunkt

(xar, yar) des Krilmmungskreises
1 y(t)

Typm = Ji(t) - Ii(t) /—C'C(t)2 —i—y(t)Q

B 1 x(t)
ym = y(t) + @) —:fc(t)Q TR
= () + i) I

2(@)ii(t) — 2@)y(t)
Durchlauft ¢ das Parameterintervall, beschreibt (z,yas) eine Kurve,
die sogenannte EVOLUTE der gegebenen Kurve.

BEISPIEL V.5.13. Die Evolute der Parabel y = x? hat wegen

x(t) =1t,
y(t) =t*
die Parameterdarstellung
1+ 4¢?
Ty = t— 2t +
= —4¢°
1+ 4t?
yu = >+
2
1
=3+ -
* 2
Durch Elimination von ¢ ergibt sich hieraus die explizite Darstellung
2
Ty 3 1
S
yu 1) T3

Diese Kurve heifit NEILSCHE PARABEL.

V.5.5. Polardarstellung einer ebenen Kurve. Jeder Punkt
P = (z,y) der Ebene ist eindeutig bestimmt durch seinen Abstand
r zum Ursprung und den Winkel ¢ der Drehung, die (r,0) nach (z,y)
abbildet. Das Paar (7, ¢) heift POLARKOORDINATEN des Punktes P.
Die Umrechnung zwischen kartesischen Koordinaten und Polarkoordi-
naten erfolgt mit den Beziehungen

T =TCcosy ,y=rsing (0 <¢ < 2n)
arccos(¥) falls y >0 und r > 0

r=yr?2+y?* , =421 —arccos(¥) fallsy<Oundr >0
undefiniert falls r = 0.
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Die Spitze eines um den Nullpunkt kreisenden Zeigers, der mit dem
Drehwinkel ¢ auch seine Lange dndert, r = r(p), liegt auf einer Kurve.
Die Polarkoordinaten der Kurvenpunkte sind (r(¢), ¢). Die Vorschrift
r = r(p), a« < ¢ < [, heift POLARDARSTELLUNG der Kurve; die
Achse, von der aus ¢ gemessen wird, heifit die POLARACHSE. Ist die
Polarachse die positive z-Achse, ergibt sich aus der Polardarstellung
der Kurve die Parameterdarstellung

z = r(p) cos(p),

y =r(p)sin(p)
mit dem Winkel ¢ als Parameter. Hieraus kann man Tangenten, Nor-
malen, Kriimmung, Lange usw. berechnen. Insbesondere ergibt sich:

Die Lénge einer Kurve mit Polardarstellung r = r(¢), a <

o < 3, ist
/ i \/ e+ (o) g

BEISPIEL V.5.14. Die ARCHIMEDISCHE SPIRALE hat die Polardar-

stellung r = ap mit @ > 0 und 0 < ¢ < oco. Die Linge nach einem
Umlauf, d.h. 0 < ¢ < 27, ist

2 21
Va2p? +alde = a V2 + 1dy
0 0
- g [27r\/1 A + (27 + VI + A7) ]

BEISPIEL V.5.15. Durch 7 = a(1 4+ cos ), a > 0, 0 < ¢ < 27, wird
eine Epizykloide beschrieben. Der Umfang ist

2w
/ \/a2(1 + cos )2 + a2 sin® pdyp
0
2 © ©
=a V2 + 2cos pdy ‘0089020082(5) —sin2(§)
0
27
- / \/ 2(1 + cos?(£) —sin®(¥))dy
; 2 2

2T
:2a/
0

= 4(1/ |cos(t)] dt ‘ COS(E +1)=— COS(E —t)
; 2 2

f‘d ‘t:f
cos(2) © 5

= Sa/2 cos(t)dt
0
= 8a.
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V.5.6. Flicheninhalte. Sind f, ¢ : [a,b] — R zwei stetige Funk-
tionen, dann ist der Inhalt F' der durch die vier Kurven y = f(z),
y = g(x), x = a und x = b berandeten Flidche gegeben durch

F= [ 15(e) - gla)lds

BEISPIEL V.5.16. Die Fliiche zwischen den beiden Parabeln 4y = 22
und y? = 4z iiber dem Intervall [0, 4] ist

>0 auf [0,4]
16
=3
Ist r : [, B] — [0, 00) stetig, dann betrégt der Flacheninhalt F' der

Fléche, die in Polarkoordinaten von den drei Kurven r = r(¢), ¢ = «
und ¢ = (3 begrenzt wird,

L,
F:§ r(p)“dep.

Wir betrachten eine Kurve K mit der Eigenschaft, dass jeder vom
Ursprung ausgehende Strahl die Kurve K hochstens einmal schneidet.
Die Strahlenstiicke zwischen dem Ursprung und der Kurve {iberstrei-
chen eine Flédche, die zu K gehérende SEKTORFLACHE. [st

x = x(t),
y=y(t),

a <t < b, eine Parameterdarstellung von K, kann zu jedem Parame-
terwert ¢ durch
y(t)

t) = arctan(—=
@(t) = arc an(x(t))
eindeutig ein Polarwinkel festgelegt werden. Die Transformation ¢ +—
p(t) ist also bijektiv. Wegen

de _ L y@®=(t) —y@®)a(t)
dt (%f z(t)?
_ () —y(®)a()

z(t)? +y(t)?
_ @) —y@)i(t)
r(p(t)?




V.5. EBENE KURVEN; LANGEN- UND FLACHENMESSUNG 207

gilt fiir den Flédcheninhalt der Sektorfliche die

LEIBNIZSCHE SEKTORFORMEL:

1 [ :
F=3 [0 - yilar
BEeIspIEL V.5.17. Fiir die Ellipse
.ZUQ y2
— + b_2 =1

ergibt sich wegen
xr = acos(t),
y = bsin(t)
der Fliacheninhalt

[\] I

/ [bcos(t)a cos(t) — bsin(t)(—asin(t))]dt

abdt

N)I»—l
\

Q

BEISPIEL V.5.18. Die von der Astroide, Beispiel V.5.5,
r = Rcos®(t) + 2,
y = Rsin’(t) + 3,
0 <t < 2m, begrenzte Flache hat den Inhalt

F = %/0 7r[(RCOSS(t) + 2)3Rsin®(t) cos(t)

— (Rsin®(t) + 3)3R cos*(t)(— sin(t))]dt
= % /0 W[BRz cos*(t) sin®(t) + 3R?sin*(t) cos?(t)
+ 6Rsin?(t) cos(t) + IR cos?(t) sin(t)]dt

1 2m 1 2m
=5 / 3R? cos®(t) sin’(t)dt + 3 / 6 R sin®(t) cos(t)dt
0 0

&

~~
=0

27
+ / 9R cos?(t) sin(t)dt
0

J/

DO | —

-~

=0
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1 (%73
= 5/0 ZRQ sin?(2t)dt )z =2t

4m 3
:/0 1—6R2 sin?(z)dz

27
= gRQ/ sin?(z)dz ’Beispiel V.2.2(3) (S. 175)
0
- §WR2 R=4r
= 6777

Das ist das 6-fache des Inhaltes des kleinen, im Innern abrollenden
Kreises.

V.5.7. Volumina von Rotationskérpern. Ein durch Drehung
der Kurve y = f(z), a < = < b, um die z-Achse erzeugter Rotati-
onskorper hat das Volumen

V= W/bf(x)Qdac.

BEISPIEL V.5.19. Nach Wahl eines passenden Koordinatensystems
entsteht ein Kreiskegel durch Rotation der Kurve y = 72, 0 < x < A,
um die x-Achse. Das Volumen ist

BEISPIEL V.5.20. Man erhélt einen TORUS (Reifen) mit Radien
0 < r < R, indem man aus dem Rotationskoérper, der durch Drehung
von y; = R++r?2 — 22, —r < x < r, um die z-Achse entsteht, den Ro-
tationskorper ausschneidet, der durch Drehung von y, = R—+/r? — 22,
—r < x < r,um die z-Achse entsteht. Damit ist das Volumen des Torus

v Zﬂ/ (yi — y3)dzx

= 7'('/ ARV r? — 22dx ‘x = rcos(t)
= 47TR/ V1?2 — 12 cos?(t)rsin(t)dt
0

= 47TRT2/ sin®(t)dt ‘Beispiel V.2.2(3) (S. 175)
0
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= 2% R.
V.5.8. Mantelflichen von Rotationskorpern. Die Mantelfla-

che eines durch Drehung der Kurve y = f(z), a < z < b, um die
x-Achse erzeugten Rotationskorpers ist

M = 27T/ f(x)\/1+ f'(z)%dx.

BEISPIEL V.5.21. Die Mantelflache des Kegels aus Beispiel V.5.19

ist
—27r/ —1'1/1—1- 2d:v

7"
—2— 1 —
7rh +

=arvr? + h2.
BEISPIEL V.5.22. Die Mantelfliche des Torus aus Beispiel V.5.20

ist die Summe der Mantelflichen der beiden zu y; und ys gehoérenden
Korper. Wegen y, = —y) erhalten wir

M = 27r/ (y1 + y2)\/ 1 + (v))%dx
= 27r/ 2R\/1+ (v})?dx ‘yi = —+

1
2

D‘

" T
:47TR/ —dx
N

/ﬁ!—

=47 Rr

=47 R

_1\/—

= 8w Rr —dt
o [
1

= 8w Rr arcsin(t)

0
= 47’ Rr.

V.6. Numerische Integration®

V.6.1. Quadraturformeln®*. Viele bestimmte Integrale kann
man nicht explizit bestimmen. Man muss sie numerisch ndherungs-
weise berechnen. Hierzu benutzt man QUADRATURFORMELN; das sind
Ausdriicke der Form
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= cnfx).

Die Zahlen cg, cq,...,c, heilen die GEWICHTE der Quadraturformel;
To, T1,..., Ty € [a,b] sind die KNOTEN ([a,b] ist der Integrationsbe-
reich). Die Giite einer Quadraturformel wird durch ihre ORDNUNG ge-
messen. Dies ist die maximale Zahl K, sodass alle Polynome vom Grad
< K durch die Quadraturformel exakt integriert werden.

Die wichtigsten Quadraturformeln sind:

a+b

(b—a)f(

) MITTELPUNKTSREGEL,
Ordnung 1

b—a
2

[f(a) + f(b)] TRAPEZREGEL,

Ordnung 1

"= a) +ar(E

) + f(b)] SIMPSONREGEL,
Ordnung 3.

Geometrisch beschreibt die Trapezregel die Flache des Trapezes mit
Grundseite [a, b] und Hohen f(a) und f(b).

Bei fest vorgegebenen Knoten (z.B. AQUIDISTANT: zj, = a + =2 <k,
0 < k < n) kann man die Gewichte so bestimmen, dass man elne
Quadraturformel der Ordnung n erhélt. Die entsprechenden Gewichte
sind gegeben durch

T —x;
= O</{:< .
&= /Hmk_mz - _n)
z;ék

Die entsprechenden Quadraturformeln heiflen NEWTON-COTES-FOR-
MELN. Die Trapezregel ist ein Beispiel fiir eine Newton-Cotes-Formel.

Lasst man auch die Wahl der Knoten frei, kann man Quadratur-
formeln der Ordnung 2n + 1 konstruieren. Derartige Formeln heiflen
GAUss-FORMELN. Die Mittelpunktsregel ist ein Beispiel fiir eine Gauf-
Formel. Weitere Beispiele sind:

b;a[f(?) +6¢§a+ 3—6¢§b> +f(3—6¢§a+ 3+6¢§b)
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Ordnung 3,
b—ar_, 5+ \/_ — /15 a+b
—= 5 ( S—2b) +8f(—5)
— \/ﬁ 5++/15
+5f( et b)}
Ordnung 5.

Fiir beliebiges n sind die Knoten der entsprechenden Gauf-Formel
die auf das Intervall [a,b] transformierten Nullstellen des (n + 1)-ten
Legendre-Polynoms; die Gewichte sind durch obige Formel fiir Newton-
Cotes-Formeln gegeben. Knoten und Gewichte kénnen numerisch sta-
bil und effizient durch Losen eines geeigneten Eigenwertproblems be-
stimmt werden.

V.6.2. Zusammengesetzte Quadraturformeln*. Man kann of-
fensichtlich versuchen, ein zu berechnendes Integral immer genauer nu-
merisch anzundhern, indem man Quadraturformeln mit immer mehr
Knoten und entsprechend hoherer Ordnung benutzt. Man kann jedoch
zeigen, dass dieser einfache Weg nicht funktioniert: Egal wie man die
Folge der Knoten wiéhlt, es gibt immer eine Funktion, dessen Integral
mit wachsender Knotenzahl immer schlechter approximiert wird.

Einen Ausweg aus dieser Zwickmiihle bieten ZUSAMMENGESETZTE
QUADRATURFORMELN. Die Idee ist einfach: Das Integrationsintervall
[a, b] wird in viele gleich grofle Intervalle unterteilt, auf jedem Teilinter-
vall wird eine feste Quadraturformel, z.B. die Trapezregel, angewandt
und die Ergebnisse Werden aufaddiert. Zur Verdeutlichung wihle ein
n > 2 und setze h = , dann lauten die ZUSAMMENGESETZTE MIT-
TELPUNKTSREGEL, TRAPEZREGEL und SIMPSONREGEL:

- 2 — 1
=1

n—1
L@+ 2Y fta+in) + 7o)
L =1
g —|—2Zfa—|—zh +4Zfa—|——h)—|—f()

Der Fehler dieser drei Naherungen zu dem Integral fab f(z)dx verhélt
sich wie ch? fiir die Mittelpunkts- und Trapezregel und wie ch? fiir die
Simpsonregel.

Generell gilt:
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Basiert die zusammengesetzte Quadraturformel auf einer
Formel der Ordnung K, so hat sie bei hinreichend oft diffe-
renzierbaren Integranden f einen Fehler von ch®*1!,

Dabei ist ¢ eine Konstante, die nur von der betreffenden Quadratur-
formel und dem Integranden f abhingt. Ein Fehler von ch? bzw. ch*
bedeutet, dass sich der Fehler bei Halbieren von A um den Faktor 4
bzw. 16 reduziert.

Die folgenden Java-Programme realisieren die zusammengesetzte
Mittelpunkts-, Trapez- und Simpsonregel sowie die zusammengesetzten
Gaufl-Formeln der Ordnungen 3, 5 und 7. Dabei ist fct eine abstrakte
Klasse, die fiir eine stetige Funktion den Funktionswert f liefert.

// midpoint rule
private double midpoint( int nn ) {
double integral = 0.0;
double h = (rightBoundary - leftBoundary)/nn;
double x = leftBoundary + h/2;
for( int i = 0; i < nn; i++ ) {
integral += fct.f( x );
X += h;
}
return integralx*h;
} // end of midpoint
// trapezoidal rule
private double trapezoidal( int nn ) {
double integral;
double h = (rightBoundary - leftBoundary)/nn;
integral = (fct.f( leftBoundary ) + fct.f( rightBoundary ))/2;
double x = leftBoundary + h;
for( int i = 1; i < nn; i++ ) {
integral += fct.f( x );
X += h;
}
return integralxh;
} // end of trapezoidal
// simpson rule
private double simpson( int nn ) {
return (trapezoidal( nn ) + 2.0*midpoint( nn ))/3.0;
T // end of simpson
// 2 point Gauss rule
private double Gauss2( int nn ) {
double[] x = new double[2];
double[] w = new double[2];
double integral = 0.0;
double a = leftBoundary;
double h = (rightBoundary - leftBoundary)/nn;
w[0] = w[1] = 0.5;
x[0] = (3.0 - Math.sqrt(3.0))/6.0;
x[1] = 1.0 - x[0];
x[0] *= h, x[1] *= h;
for( int i = 0; i < nn; i++ ) {
integral += w[O]*fct.f( a + x[0] ) + w[1l*fct.f( a + x[1] );
a += h;
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}
return integralxh;

} // end of Gauss2

// 3 point Gauss rule

private double Gauss3( int nn ) {
double[] x = new double[3];
double[] w = new double[3];
double integral = 0.0;
double a = leftBoundary;
double h = (rightBoundary - leftBoundary)/nn;

w[0] = w[2] = 5.0/18.0, w[1] = 4.0/9.0;
x[0] = (5.0 - Math.sqrt(15.0))/10.0;

x[2] = 1.0 - x[0], x[1] = 0.5;

x[0] *= h, x[1] *= h, x[2] *= h;

for( int i = 0; i < nn; i++ ) {

integral += w[0]*fct.f( a + x[0] ) + w[ll*fct.f( a + x[1] )
+ wl2]*fct.£( a + x[2] );

a += h;

}

return integralxh;

} // end of Gauss3
// 4 point Gauss rule
private double Gauss4( int nn ) {

double[] x = new double[4];

double[] w = new double[4];

double integral = 0.0;

double a = leftBoundary;

double h = (rightBoundary - leftBoundary)/nn;

w[0] = w[3] = (18.0 - Math.sqrt(30.0))/72.0;

wl1] = w[2] 0.5 - w[0];

x[0] = (1.0 - Math.sqrt( (15.0 + 2.0xMath.sqrt(30.0))/35.0 ))/2.0;

x[1] = (1.0 - Math.sqrt( (15.0 - 2.0*Math.sqrt(30.0))/35.0 ))/2.0;

x[2] 1.0 - x[1], x[3] = 1.0 - x[0];

x[0] *= h, x[1] *= h, x[2] *= h, x[3] *= h;

for( int i = 0; i < nn; i++ ) {
integral += w[0]*fct.f( a + x[0] ) + w[ll*fct.f( a + x[1] );
integral += w[2]*fct.f( a + x[2] ) + w[3]*fct.f( a + x[3] );
a += h;

}

return integralxh;
¥ // end of Gaussé

BEISPIEL V.6.1. Tabelle V.6.1 zeigt die Ergebnisse der zusammen-
gesetzten Mittelpunkts-, Trapez- und Simpsonregel fiir das Integral

13
/ —Vzdr = 1.
0 2

Fiir die zusammengesetzten Gau-Formeln mit 2, 3 und 4 Knoten (Ord-
nungen 3, 5 und 7) sind die entsprechenden Ergebnisse in Tabelle V.6.2
wiedergegeben.

V.6.3. Romberg Verfahren*. Es soll f; f(z)dz ndherungsweise
berechnet werden. Wir bezeichnen dazu mit Ty, £ = 0,1,..., N, das
Ergebnis der zusammengesetzten Trapezregel fiir dieses Integral zu h =
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TABELLE V.6.1. Mittelpunkts-, Trapez- und Simpson-
regel angewandt auf das Integral fol g\/E

h | Mittelpunkt | Trapez | Simpson
1 1.06066 | 0.75000 | 0.95711
i 1.02452 | 0.99530 | 0.98479
i 1.00947 | 0.96493 | 0.99462
% 1.00355 | 0.98720 | 0.99810
% 1.00131 | 0.99537 | 0.99933
3% 1.00047 | 0.99834 | 0.99976
6%1 1.00017 | 0.99941 | 0.99992
1178 1.00006 | 0.99979 | 0.99997

TABELLE V.6.2. Gaufische Formeln mit 2, 3 und 4 Kno-
ten angewandt auf das Integral fol %\/E

h | 2 Knoten | 3 Knoten | 4 Knoten
1 1.01083 | 1.00377 | 1.00174
% 1.00386 | 1.00133 | 1.00062
}1 1.00137 | 1.00047 | 1.00022
% 1.00048 | 1.00017 | 1.00008
1—16 1.00017 | 1.00006 | 1.00003
3—12 1.00006 | 1.00002 | 1.00001
6—14 1.00002 | 1.00001 | 1.00000
Els 1.00001 | 1.00000 | 1.00000

(b —a)27%, d.h. zur Unterteilung in 2% Teilintervalle.

K € {1,..., N} und berechnen nun rekursiv

Wir wahlen ein

ROMBERG-VERFAHREN:

i+1
ATy — Tig

e Aitl _q

i=0,1,....,K—1,k=0,1,...

N —i—1.

Jedes T}y ist eine Naherung fiir f: f(z)dz mit einem Fehler ¢; (b;—,f

d.h.

b
/ f(@)de — Ty = O(27FED),

)i+17
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Dabei hidngen die Faktoren ¢; nur von ¢ und dem Integranden f ab. Der
Ubergang von T ; zu T; ;41 bedeutet also eine Reduktion des Fehlers
um den Faktor 2/*1.

Das folgende Java-Programm realisiert das Romberg-Verfahren. Die
Methode trapezoidal ist die im vorigen Abschnitt angegebene zusam-
mengesetzte Trapezregel. Die Variable number0f Intervals gibt die ur-
spriingliche Zahl der Teilintervalle fiir die zusammengesetzte Trapezre-
gel an.

// Romberg scheme
private void romberg() {
double factor = 4.0;
int ni = numberOfIntervals;
for( int level = 0; level <= numberOfRefinements; level++ ) {
quad [0] [level] = trapezoidal( ni );
ni *x=2;
}
for( int column = 1; column <= numberOfRefinements; column++ ) {
for( int level = 0; level <= numberOfRefinements - column;
level++ )
quad[column] [level] = (factor*quad[column-1] [level+1]
- quad[column-1] [levell)
/(factor - 1.0);
factor *= 4.0;

}
} // end of romberg

BEISPIEL V.6.2. Tabelle V.6.3 zeigt die Ergebnisse des Romberg-
Verfahrens angewandt auf das Integral fol s/ =1

TABELLE V.6.3. Romberg-Verfahren fiir 01 SVx =1

k Tox T g ey T3y T

0 | 0.750000 | 0.957107 | 0.986635 | 0.995411 | 0.998389
110.905330 | 0.984789 | 0.995274 | 0.998378 | 0.999431
210.964925 | 0.994619 | 0.998329 | 0.999426 | 0.999799
31 0.987195 | 0.998097 | 0.999409 | 0.999797 | 0.999929
410.995372 | 0.999327 | 0.999791 | 0.999928

5 10.998338 | 0.999762 | 0.999926

6 | 0.999406 | 0.999916

7 10.999788






KAPITEL VI

Gewdhnliche Differentialgleichungen 1
Skalare Gleichungen

VI.1. Einfithrung

VI.1.1. Beispiele. Zur Motivation beginnen wir mit einigen ver-
trauten Beispielen und interpretieren sie als gewthnliche Differential-
gleichungen.

BeispiEL VI.1.1. Wir suchen eine Stammfunktion y zu einer gege-
benen Funktion f auf einem Intervall I, d.h. gesucht ist eine differen-
zierbare Funktion y : I — R mit

y'(x) = f(x) fiir alle z € I.

Dies ist eine skalare gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung.
Da jede stetige Funktion eine Stammfunktion besitzt, hat die Diffe-
rentialgleichung mindestens eine Losung. Da je zwei Stammfunktionen
von f sich um eine additive Konstante unterscheiden, besitzt die Dif-
ferentialgleichung unendlich viele Losungen, die Losungsmenge ist ein-
parametrig.

Wir wéhlen nun einen beliebigen Punkt zy € I und eine beliebige re-
elle Zahl yy aus. Dann gibt es genau eine Stammfunktion y von f mit

y(zo0) = o
y'(z) = f(x) firallexel
y(zo0) = Yo

Dies ist ein Anfangswertproblem. Seine eindeutige Losung ist
y(x) = yo +/ f(t)dt.
xo

BEISPIEL VI.1.2. Zu einer gegebenen stetigen Funktion f auf einem
Intervall I suchen wir jetzt eine Funktion y, deren n-te Ableitung,
n > 1, gleich f ist:

y(”) (x) = f(x) fir alle z € 1.

Dies ist eine skalare gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung.
Wir kénnen alle ihre Losungen durch n-malige unbestimmte Integration
von f bestimmen. Die Losungsmenge ist also n-parametrig.

Wiéhlen wir wieder einen Punkt xg € I aus und schreiben die Werte

217
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von (), . ..,y™ Y (xg) vor, erhalten wir ein Anfangswertproblem:
y ™ (z) = f(z) fiirallez eI
y(wo) = o

y(n—l) (l‘o) = Yn—1-

Es hat wieder eine eindeutige Losung.

BeispiEL VI.1.3. Wir betrachten eine lineare Pendelbewegung.
Nach dem Hookeschen Gesetz ist die riicktreibende Kraft proportio-
nal zur Auslenkung s(t). Nach den Newtonschen Bewegungsgesetzen
ist diese Kraft andererseits proportional zur Beschleunigung §(¢). Da-
her erfiillt die Auslenkung die gewohnliche Differentialgleichung

5(t) +w?s(t) =0 fiirallet € R

mit w € R. Die Auslenkung ist fiir alle Zeiten eindeutig bestimmt durch
die Angabe der Anfangsauslenkung s(¢y) und der Anfangsgeschwindig-
keit $(tp) zu einer beliebig gewéhlten Anfangszeit to.

BEISPIEL VI.1.4. Wir betrachten eine geddmpfte Federschwingung.
Die Auslenkung s(t) geniigt aufgrund der Newtonschen Kraftgesetze
der gewohnlichen Differentialgleichung

5(t) +r5(t) + w?s(t) =0 fiir alle t € R.

Dabei ist w € R wie in Beispiel VI.1.3, und » > 0 beschreibt die
Reibung.

BeispieL VI.1.5. Ein Fahrzeug der Masse m > 0 werde durch die
konstante Kraft K > 0 beschleunigt. Der Luftwiderstand sei proportio-
nal zum Quadrat der Geschwindigkeit. Dann fiihren die Newtonschen
Kraftgesetze auf die gewohnliche Differentialgleichung

mi(t) = K —ri(t)? firallet € R
fiir die zuriickgelegte Strecke z(t). Dabei ist r > 0.

VI.1.2. Grundbegriffe. Gegeben seien ein Intervall I C R, eine
natiirliche Zahl n > 1 und eine Funktion f : I x R” — R.
Eine Bestimmungsgleichung der Form

(VL.1.1) y(”) = f(z,y,... ,y(”_l)),

in der neben der Variablen z und der gesuchten Funktion y : I —
R auch deren Ableitungen bis und mit der Ordnung n vorkommen,
heifit eine (EXPLIZITE, SKALARE) GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEI-
CHUNG n-TER ORDNUNG oder kurz GDGL n-TER ORDNUNG.

(Die Gleichung heiBt explizit, weil die hochste Ableitung y™ nur auf
der linken Seite der Gleichung auftritt. Sie heifit skalar, weil die gesuch-
te Funktion y : I — R reell- und nicht vektorwertig ist.)
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Im Fall n = 1 sprechen wir einfach von einer GEWOHNLICHEN DIF-
FERENTIALGLEICHUNG oder kurz GDGL. Eine gDgl (beliebiger Ord-
nung) heifit AUTONOM, wenn die Funktion f nicht von der Variablen
x abhéngt, d.h. die abhingige Variable tritt nicht explizit auf.

Eine auf einem Intervall J n-mal differenzierbare Funktion y : J —
R heifit eine LOSUNG der gDgl (VI.1.1), wenn J C [ ist und wenn fiir
alle x € J gilt

y" (@) = fla.y(x),....y" V().
Man beachte, dass der Definitionsbereich J einer Losung y von (VI.1.1)
eine echte Teilmenge des Intervalls I sein kann.

Wie die Beispiele des vorigen Abschnittes zeigen, kann die Losungs-
menge einer gDgl mehrparametrige Losungsscharen enthalten. Man
fasst jede r-parametrige Losungsschar als eine Losung mit r freien Pa-
rametern auf. Eine einzelne Losung, die keine frei wéhlbaren Parameter
enthélt, wird als SPEZIELLE oder PARTIKULARE LOSUNG bezeichnet.
Héufig erhélt man eine partikuldre 16sung durch Festlegen der Parame-
ter einer parameterabhingigen Losung. Eine partikuldre Losung, die
keiner parameterabhéngigen Losungsschar angehort, nennt man eine
SINGULAERE LOESUNG. Eine parameterabhéngige Losung einer gDgl
n-ter Ordnung heifit ALLGEMEIN, wenn sie n frei wihlbare Parameter
enthélt. Sie heiit VOLLSTANDIG, wenn durch Variation ihrer Parameter
alle Losungen der gDgl erfasst werden.

Unter einem ANFANGSWERTPROBLEM, kurz AWP, versteht man
eine gDgl n-ter Ordnung zusammen mit n Bestimmungsgleichungen fiir
die Ableitungen v, ...,y™ Y in einem Punkt x, € I:

y(n) — f(gj? y? st Jy(n_l))
y(zo) = yo

y" D (@0) = Y1
Ein AWP heiffit LOKAL LOSBAR, wenn es positive Zahlen ¢; und &5 gibt,
so dass es auf dem Intervall (zg — €1, 29 + €2) eine Losung y besitzt,
d.h. y ist auf (xg — €1, x¢ + £2) n-mal differenzierbar, 16st die gDgl und
erfiillt die Anfangsbedingungen. Dieses y heifit eine LOKALE LOSUNG.
Ein AWP heifit SACHGEMASS GESTELLT, englisch PROPERLY POSED,
wenn folgende drei Bedingungen erfiillt sind:

e Existenz einer lokalen Losung,

e Eindeutigkeit der lokalen Losung,

e stetige Abhéngigkeit der lokalen Losung von den Anfangswer-
ten.

VI1.1.3. Geometrische Deutung. Wir betrachten die gDgl
Y (z) = flz,y)
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mit f: 1 x J — R und zwei Intervallen I, J in R. Durch jeden Punkt
(x,y) € I x J zeichnen wir ein kurzes Geradenstiick mit der Steigung
f(z,y). Dies liefert das sogenannte RICHTUNGSFELD der gDgl. Eine
Losung der gDGI ist dann eine Kurve, die in jedem Kurvenpunkt tan-
gential zum Richtungsfeld verlduft.

VI1.1.4. Eindeutigkeitsfragen. Das folgende Beispiel zeigt, dass
nicht jedes AWP sachgeméfl gestellt ist.

BEISPIEL VI.1.6. Wir betrachten das AWP

v =Vl
y(0) = 0.
Offensichtlich ist die konstante Funktion u = 0 eine Losung des AWP.
Fiir die Funktion

;11$2 fiir x >0

v(z) = {0 firz <0

erhalten wir andererseits

(@) = {595 firxz >0

0 firzx <0

und

2

/ —
viz) = 0 fiir z < 0.

{lx firz >0

Also ist v auch eine Losung des AWP, und das AWP ist nicht sachgeméf
gestellt.
Es gibt sogar unendlich viele Losungen: Fiir beliebige Zahlen a < 0,
b > 0 definieren wir
(x—0)* firz>0b

fira<z<b

—H(z—a)?® firz<a.

O =

Vap(x) =

Wie man leicht nachrechnet, ist jede dieser Funktionen eine Losung des
AWP.

Wir werden in Kapitel X einen allgemeinen Existenz- und Eindeu-
tigkeitssatz fiir Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen angeben,
der als Spezialfall skalare gDgl umfasst. Wir kénnen ihn an dieser Stel-
le nicht angeben, da wir dazu Kenntnisse {iber Funktionen mehrerer
Verénderlicher benotigen, die wir erst in Kapitel VIII kennen lernen
werden. Daher werden wir in den folgenden Abschnitten bei den dort
betrachteten gDgl stets separat auf die Frage der Existenz und Eindeu-
tigkeit eingehen.
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VI1.2. Differentialgleichungen 1. Ordnung
VI.2.1. Trennung der Variablen. Wir betrachten die gDgl

y' = f(x)g(y).

Dabei sind f : I — R und g : J — R zwei stetige Funktionen auf
Intervallen I, J in R.

Ist 1 eine Nullstelle von g, d.h. g(n) = 0, so ist die konstante Funk-
tion y(x) = n fiir alle « € I offensichtlich eine Losung der gDgl.

Ist g(n) # 0, so gibt es wegen der Stetigkeit von g ein offenes Inter-
vall J' mit J' C J, n € J und g(z) # 0 fiir alle z € J'. Die Funktion %

ist auf J’ stetig und besitzt daher eine Stammfunktion G

G~ [ i

Aus der Kettenregel folgt fiir jede differenzierbare Funktion y : I — J’

9 Glyl) = G (y(2)y ()

dz
_ Y=
9(y(x))
Ist also y eine Losung unserer gDgl, folgt

Lay() = fx)

und G o y muss eine Stammfunktion von f sein. Bezeichnen wir mit

F = / f(z)dx
irgendeine Stammfunktion von f, gilt daher
G(y) = F(z) +c

mit ¢ € R. Da die Ableitung é von G nicht verschwindet, kann geméf
Abschnitt IV.3 diese Gleichung nach y aufgelost werden. Die so gewon-
nene Funktion 16st unsere gDgl.

Zusammenfassend erhalten wir:

Bestimmung der allgemeinen Losung der gDgl

v =f(x)g(y):
e Bestimme alle Nullstellen n von g. Die konstante
Funktion

ylx) =n firalez el
ist eine Losung der gDgl.
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e Bestimme alle Teilintervalle J’ von J, auf denen ¢
nicht verschwindet. Fiir diese Teilintervalle berech-

= / ﬁdz
P / f(@)dz

und 16se die Gleichung
G(y) = F(x) +c¢
mit ¢ € R nach y auf.

Fiir das entsprechende AWP ergibt sich folgende Vorgehensweise:

Losen des AWP
y' = f(x)g(y)
y(z0) = Yo :
e Ist g(yo) = 0, so ist
y(x) =y firallex el

Losung des AWP.
e Ist g(yo) # 0, bestimme

Gly) = [

w 9(2)
Fla) = / F(s)ds

und l6se die Gleichung
Gly) = F(x)

nach y auf.

BeispieL VI.2.1. Wir greifen Beispiel VI.1.5 (S. 218) auf und be-
zeichnen mit v(t) = &(t) die Geschwindigkeit des Fahrzeugs. Dann gilt

fiir v die gDgl
mo =K — rv?

und somit nach Division durch m
. K r o,
V= — — —v°.
m m

Diese ist vom betrachteten Typ mit

flx) =1,
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zwei Losungen der gDgl. Da v hier der Betrag der Geschwindigkeit ist,
ist die zweite Losung physikalisch sinnlos.

Auf (—\/g : \/g) erhalten wir

(1 m/ f+z)

_T2f/ —z <f+z)

i+
2\/_ \/E_Z

i+
2\/_ \/Z .

Analog ergibt sich auf (—oo, —\/E) und auf (\/g, 00)

(Z)dz— 2mln

1 m \/§+Z

2\/_[ (\/?—i-z) ln(\/;—z)]
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Also lautet die Bestimmungsgleichung fiir v

N_ gi :/Mt

Bezeichne mit vy = v(0) die Anfangsgeschwindigkeit zur Anfangszeit

=t+c.

to = 0. Ist vy = \/% , ergibt sich die Losung

des AWP. Ist vy # \/i und vy > 0 (der Fall vy < 0 ist physikalisch

sinnlos), erhalten wir durch Einsetzen von ¢ = 0 und v(0) = vy in die
Bestimmungsgleichung die Beziehung

\/7 + v

2\/_ \/Z ~ v

Damit ergibt sich die Bestimmungsgleichung
\/7 +v + Vo
e \[ ) e

fiir die Losung v des AWP. Beim Auflosen dieser Gleichung nach v

miissen wir die Félle 0 < vy < ,/% und vy > ,/% unterscheiden.
Aus Stetigkeitsgriinden gilt dann fiir hinreichend kleines ¢ # 0 ebenso

0 <o(t) < /% bzw. v(t) > \/% Mit etwas Rechnung erhalten wir in
beiden Fillen die Lésung

_ﬁuw%vo R R
T (14 Eu)e 1 — T

Fiir t — oo ergibt sich die Grenzgeschwindigkeit

Voo = z‘/lim v(t)

r

BEeispiEL VI.2.2. Ein zylindrischer Wasserbehilter mit Radius R
entleert sich unter Einfluss der Schwerkraft durch ein kreisférmiges
Loch mit Radius p im Boden. Nach dem Gesetz von Toricelli gilt fiir
die Ausstromgeschwindigkeit

o(t) = —/29h(0).
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wobei h(t) die Fiillhohe ist. AuBerdem gilt die Kontinuitdtsgleichung
Rh = pu.

Insgesamt erhalten wir das AWP

Zur Abkiirzung setzen wir

Dann ist
flz)=1
9(y) = —kVy.
Wir erhalten die Bestimmungsgleichung (sofern h > 0!)

2 o
(Vo= VI == [ s

¢
:/1d8
0

=1.

Losen wir diese Gleichung nach h(t) auf und beachten, dass sie nur so
lange gilt, wie h(t) > 0 ist, erhalten wir die Losung

LB <o 2/
nry = | (Vo —5)7 Hir0St <%y
0 furtZTo.

Man beachte: Das AWP
h=—kvVh
h(tg) =0
ist fiir t < t( nicht eindeutig l6sbar. Man kann bei einem leeren Behélter

nicht die urspriingliche Fiillhohe bestimmen.

VI1.2.2. Variation der Konstanten. Wir betrachten jetzt gDgl
der Form

y +alz)y = f(x)
mit auf einem Intervall [ stetigen Funktionen a und f. Eine solche gDgl
heifit LINEARE GDGL 1. ORDNUNG. Sie heifit HOMOGEN, wenn f = 0

ist; sonst heifft sie INHOMOGEN.
Wir machen folgende Beobachtungen:

e Sind y; und s zwei Losungen der inhomogenen gDgl, so ist
y = 11 — Y2 eine Losung der homogenen gDgl.
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e Ist y; eine Losung der homogenen gDgl und y, eine Losung
der inhomogenen gDgl, so ist y = vy, + ¥, auch eine Losung der

inhomogenen gDgl.

e Sind y; und y, zwei Losungen der homogenen gDGI und sind
a, 3 beliebige reelle Zahlen, so ist y = ay; + Pys auch eine
Losung der homogenen gDgl.

Diese Eigenschaften beruhen auf der Linearitdt der Abbildung y —

Y +a()y.

Wegen der zweiten Beobachtung suchen wir zunéchst die allgemei-
ne Losung der homogenen gDgl und versuchen dann, eine partikulére
Losung der inhomogenen gDgl zu finden.

Die homogene lineare gDgl

Y +a(x)y =0

ist vom im vorigen Abschnitt betrachteten Typ mit (in der dortigen

Notation!)

Bezeichnen wir mit

irgendeine Stammfunktion

chung

In([yl)

und damit

woraus folgt

Insgesamt erhalten wir:

A= / o(x)dz

von a, erhalten wir die Bestimmungsglei-

S
= —/a(x)dx +c
=—A(x) +c

= e 4@ mit é € R.

Die allgemeine Losung der gDgl

Y +a(@)y=0
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lautet
y = ce @

mit ¢ € R und
A= /a(w)dx.

Zur Bestimmung einer partikuldren Losung der inhomogenen gDgl
machen wir den Ansatz

y(a) = c(z)e” 4

mit einer unbekannten Funktion c¢(z). Dieser wird VARIATION DER

KONSTANTEN genannt. Setzen wir diesen Ansatz in die inhomogene
gDgl ein, erhalten wir wegen A’ = a und der Produktregel

f() =y +alx)y
= (e(x)e @) 4 a(w)e(z)e @
= (2)e @ — ¢(z) i’@ e 4 q(x)e(z)e™ 4@
= d(z)e 4@ ’
und somit
d(x) = 'O f(x),

woraus folgt

Insgesamt folgt:

Die allgemeine Losung der gDgl

y +a(z)y = f(2)
lautet

y(z) = =A@ {c + / f(a:)eA(“")dyc}

mit ¢ € R und

A(z) = / a(z)da.

BrispieL VI.2.3. Fiir die gDgl

1
y+-y=2a’
Xz
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erhalten wir auf dem Intervall (0, co)

Alz) = / édm
~ In(x)

und

o
8

~z

BeispieL VI.2.4. Fiir die gDgl
y 42y =3+ -1
ist
Az) = /de
=2z

und
y(z) = e > {c + /621[36596 + 23— 1]dx}
e /[36” + 2%e** — e*|dx.

Offensichtlich ist

3
/3e7zdx = ?em,

1
/ezxd:v = 562:0.

Mehrfache partielle Integration ergibt

1 3
/x362xd1‘ = x3§ezx - / §$2€2xd$

1 3 3
= —g3e? — "2 4 / —xe*dx
2 2

4
1 3 3 3
= §$362x - Zazze% + 13562’” - / Ze%das
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1 3 3 3
— §x3e2w _ Zx2€2m_'_ er%: . §e2x.

Damit ergibt sich fiir die allgemeine Losung der gDgl
3 15 3 3 7

. —2x < 5z - 2.2 S
y(x) =ce " + -€ + 5%~ 4% + R
VI1.2.3. Homogene Differentialgleichungen. Dies sind Diffe-

rentialgleichungen der Form
y' = f(2) firz#0
x

mit einer stetigen Funktion f. Ist y(z) eine Losung und o € R\{0},

so ist ay(Z) auch eine Losung der gDgl. Die Losungsmenge ist also

invariant unter der Ahnlichkeitstransformation z — ax, y — ay. Daher

spricht man auch von AHNLICHKEITS- DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.
Zur Bestimmung der Lésung machen wir den Ansatz

v(r) === <<= yx)=av().

) = &)
= (zv)’
=av +v
und somit
v = 2[fw) ~ o]

Dies ist eine gDgl vom im ersten Abschnitt betrachteten Typ. Insge-
samt erhalten wir:

Losung der HOMOGENEN DIFFERENTIALGLEICHUNG

v =1 (%)
fiir x #£ 0:
e Bestimme alle Nullstellen 7 von f(v)—wv. Die Funk-
tion
y(x) =nz

ist jeweils eine Losung der homogenen Differential-
gleichung.
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e Bestimme die allgemeine Losung v der gDgl
1
, - — —
v = 2[f(w) o]
Die Funktion

y(r) = zo(z)
ist dann jeweils eine Losung der homogenen Diffe-
rentialgleichung.

BEISPIEL VI.2.5. Wir betrachten die gDgl

y’:y— 1Y fiir x #£ 0, ggl.
x x x

Es ist

fw)—v=v—-vV1—-v—w
Also ist

eine Losung der gDgl.
Fiir v # 1 erhalten wir geméfl Abschnitt VI.2.1 die Bestimmungsglei-
chung

ln(|x|)—|—c=/édm
:/mdv

=2V1—v

und damit
1 2
o() = 1= ln(le) + o,
woraus folgt

y(w) =@ — Jin(ja]) +
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VI1.2.4. Bernoulli-Differentialgleichung. Sie ist von der Form

y' +a(z)y = b(x)y”
mit stetigen Funktionen a und b und einer Zahl o ¢ {0, 1}. Zur Bestim-
mung einer Losung multiplizieren wir die gDgl zunéchst mit (1 — )y~
und erhalten

(1 - a)y ™y +a(@)(1 — a)y' = bx)(1 - a).

Wegen
L) = (- a)yla) ()

machen wir den Ansatz

und erhalten fiir z die gDgl
2 +a(z)(1—a)z =b(z)(1 - ).
Diese gDgl kann wie in Abschnitt VI.2.2 gelost werden.
BEispiEL VI.2.6. Die gDgl
i+ wir+r()? =0

modelliert einen gedampften harmonischen Oszillator, dessen Brems-
kraft proportional zum Quadrat der Geschwindigkeit ist. Wir wollen
die Geschwindigkeit als Funktion des Ortes darstellen & = v(x). Durch
Differentiation folgt mit der Kettenregel

d
= Ev(x)

=v'(x)&
= v'(z)v(x).
Einsetzen in die gDgl fiir x ergibt
Vv + Wiz +rv? = 0.

Unter der Annahme, dass v nie Null wird, kénnen wir die gDgl durch

v dividieren und erhalten
T
v = —w?E — ro.
v

Mit dem Ansatz

erhalten wir die lineare gDgl
2+ 2y = =20

fiir z. Sie hat die allgemeine Losung

2(x) = e " {c - /62”62w2xdx}
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2 2
_ w w

= 2% {c — T e 4 / —ezmdzv}
r r

2 2
- w w
=e 2rz c— .1'62“0 + - 62rx
r 2r

2 w2

=ce ¥ - x4+ —
r 2r

VI1.2.5. Ricatti-Differentialgleichung. Sie hat die Form

y = alz)y +b(z)y* + f ()
mit stetigen Funktionen a, b und f. Fiir diese gDgl gibt es keine
allgemeinen Losungsverfahren. Kennt man allerdings eine partikulére
Lsoung y,(z) der Ricatti-Gleichung, fithrt der Ansatz

1 1

v(z) = @ = y(x) = yp(z) + @)

weiter. Denn Einsetzen in die Ricatti-Gleichung liefert die gDgl
0=~y +a(2)y +b(x)y* + f()

af

v x Yy, b
=—y, + i a(x)y, + alz) + b(a)y2 + 2b(:c);” tog t f(x)

v a(x)

= =y}, + alw)y, + b(w)y; + f(2) + + =L+ 2b(a) 2+ =5

-

=0
und damit
v+ [a(z) + 2b(x)y,(z)]v + b(z) = 0.
Diese lineare gDgl kann wie in Abschnitt VI.2.2 gelést werden.

Zur Bestimmung einer partikuldren Losung y, hilft manchmal die
Beobachtung, dass der Ansatz

auf die homogene lineare gDgl 2. Ordnung

/

b
z”—(3+a)z’+bfz:0

fiir 2 fiihrt.
BEISPIEL VI.2.7. Betrachte die Ricatti-Gleichung
y = dzPy — xy® + 4.
Zur Bestimmung einer partikuldren Losung machen wir den Ansatz
Yp(z) = .
Einsetzen in die gDgl ergibt
Jaat =

= dr*y, — q;yi +4
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= 4yz®t? — yPgPetl 14

J/

~
=0 fiir a=1,y=4

Wir haben also Gliick und erhalten die partikuldre Losung
Yp(z) = da.
Die Bestimmungsgleichung fiir v lautet dann
v+ [42* — 20 -dalv — 2 =0
und somit
v — 4xv = 2.

Geméafl Abschnitt VI.2.2 ergibt sich hierfiir die allgemeine Losung

v(z) = e5®’ {c—i— /eéx?’xdx} .

VI1.3. Differentialgleichungen 2. Ordnung

VI1.3.1. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Ko-
effizienten. Diese haben die Form

y' +ay +by = f(z)
mit reellen Zahlen a und b und einer stetigen Funktion f auf einem
Intervall I. Die gDgl heifit HOMOGEN, falls f = 0 ist; ansonsten heif3t
sie INHOMOGEN.

Da die Vorschrift y — " + ay’ + by linear ist, gelten die gleichen
Beobachtungen wie in Abschnitt VI.2.2. Daher bestimmt man die all-
gemeine Losung der inhomogenen gDgl in zwei Schritten:

e Bestimme die allgemeine Losung der homogenen gDgl.
e Bestimme eine partikulidre Losung der inhomogenen gDgl.

Die allgemeine Losung der inhomogenen gDgl ist dann die Summe
der allgemeinen Losung aus dem ersten Schritt und der partikuléren
Losung aus dem zweiten Schritt.

VI1.3.2. Die homogene Gleichung. Wir suchen die allgemeine
Losung der gDgl
y' +ay +by=0
mit konstanten Koeffizienten a,b € R. Dazu ist es hilfreich, voriiberge-
hend auch komplexe Lésungen, d.h. Funktionen y : I — C, zuzulassen.
Fiir A = a + iw € C betrachten wir insbesondere die Funktion
(a) = e

— ea:ceiwx

= e**{cos(wz) + isin(wz)}.
Dann ist

ya(@) = Aya()
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und daher
Y+ ayh +byx = (N + aX + b)ya.
Da die Funktion y, keine Nullstellen hat, ist dieser Ausdruck genau
dann gleich Null, wenn A eine Nullstelle des Polynoms
p(z) =2 +az+b

ist. Dieses Polynom heifit das CHARAKTERISTISCHE POLYNOM der
gDgl.
Wir miissen nun drei Fialle unterscheiden:

e 1. FALL: p HAT ZWEI VERSCHIEDENE REELLE NULLSTELLEN
s1, Sg: Dann sind

s1x

yi(z) =e
ya(z) = €7°
zwel linear unabhéngige Losungen der gDgl. Die allgemeine
Losung lautet

y(x) = 1€ 4 cpe™”.
e 2. FALL: p HAT ZWEI KOMPLEXE NULLSTELLEN A; 5 = a+tiw:
Dann sind
Yi(l’) — eAlm
YQ(I) — eAgm

zwei linear unabhéngige komplere Losungen der gDgl. Damit
sind

n(@) = 2 1Yi(a) + Yae)
= " cos(wx)
() = 5 Yi(a) — Yo(a)]
= e sin(wx)
zwei linear unabhéngige reelle Losungen der gDgl. Die allge-
meine Losung lautet

y(x) = e[y cos(wx) + ¢ sin(wz)].

e 3. FALL: p HAT EINE DOPPELTE REELLE NULLSTELLE s:
Dann ist p(s) = p'(s) = 0. Unser Ansatz liefert uns zunéchst
nur die Losung

y1(x) = e,
Uns fehlt eine zweite, linear unabhéngige Losung. Um eine
Vorstellung {iber deren mogliche Form zu erhalten, machen wir
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folgendes Gedankenexperiment: Falls p die zwei reellen Null-
stellen s und s 4 ¢ hat, ist

Y- () = -

eine Losung der gDgl. Fiir ¢ — 0 konvergiert dies gegen

e(s+6)m — s

yo(x) = we®®.

Da die Losungen der gDgl stetig von den Nullstellen von p und
diese wiederum stetig von den Koeffizienten a, b abhéingen, ist
diese Funktion ein ,heifler Kandidat* fiir die fehlende Losung
der gDgl. Wir setzen daher y, in die gDgl ein und erhalten

Yy + ayh + bys
= 25" 4 25 4 afrse™ + €] + bxe™”
= ap(s)e” +pl(s)e””
= 0.

Also ist yo in der Tat die gesuchte zweite Losung. Die allge-
meine Losung lautet in diesem Fall daher

y(x) = e*[c1 + caz].

Zusammenfassend erhalten wir:

Losung der homogenen linearen gDgl
y' +ay +by=0:
e FALL a® — 4b > 0: Die allgemeine Losung ist
y(x) = 1€ 4 e
mit
S12 = %[—a + Va2 — 4b).
e FALL a? — 4b < 0: Die allgemeine Losung ist
y(x) = e*[eq cos(wx) + co sin(wz)]
mit
a
a=-3
w= VI~
e FALL a? — 4b = 0: Die allgemeine Losung ist
y(x) = e*[c1 + cazl.

mit
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BEISPIEL VI.3.1. Betrachte die gDgl
y" —6y' + 5y = 0.
Das charakteristische Polynom ist
p(z) =2 —62+5
=(z—1)(z = 5).
Die allgemeine Losung der gDgl lautet
y(x) = c1e” + cpe™.
BEISPIEL VI.3.2. Betrachte die gDgl
y' =4y +4y =0.
Das charakteristische Polynom ist
p(z) =2 —4z2+4
= (z — 2)*
Die allgemeine Losung der gDgl lautet
y(x) = e**[c; + o).
BErispiEL VI.3.3. Betrachte die gDgl
y" —6y" + 34y = 0.
Das charakteristische Polynom ist
p(z) =2 — 62+ 34
=(2-3)*+25

mit den komplexen Nullstellen 3 &+ 5:. Die allgemeine Losung der gDgl
lautet
y(x) = €**[c; cos(5x) + ¢y sin(5z))].

VI1.3.3. Die inhomogene Gleichung. Wir suchen eine parti-
kulédre Losung der inhomogenen gDgl

y'+ay +by = f(z)
mit reellen Zahlen a, b und einer stetigen Funktion f. Die allgemeine
Losung der homogenen Gleichung sei

y(x) = crn () + coya(x)
mit y; und y, wie im vorigen Abschnitt. Wir machen nun den Ansatz
(VARIATION DER KONSTANTEN)

yp(2) = 1)y () + co(z)y2(z)
mit unbekannten Funktionen ¢;(x) und cz(x). Setzen wir y, in die linke
Seite der gDgl ein, erhalten wir

Y, +ay, + by, = ¢y + 2¢yy + aryf + aldiyr + iy + berys
+ yya + 2655 + oy + alchys + cayb] + beays
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= ci[y) +ay) + byi] + colys + ayy + by,
=0 =0
+ alciy1 + ] + y) 4 s
+ [cyr + Yy + hya + chys]

J/

—~
=[cjy1+chya]’
/

= iy + chys + alciyr + chye] + [y + Gy

Hieran erkennen wir, dass y, eine Losung der inhomogenen gDgl ist,
falls die unbekannten Funktionen ¢; und ¢, so bestimmt werden kénnen,
dass gilt

iy + chys =0

Ay + oy = f.
Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir die Unbekannten ¢} und ¢}
mit der Koeffizientenmatrix

(91 92)
/ / .
Y1 Y2

Es ist eindeutig l6sbar, wenn die Determinante

W:@%%ya
Y Y2
stets ungleich Null ist. W heifit die WRONSKI-DETERMINANTE der
gDgl.

Wir nehmen fiir einen Augenblick an, dass W (x) # 0 ist fir alle .
Dann folgt aus der Cramerschen Regel aus Abschnitt 11.3.4

1
, —_— ——_—
C = Wy2f
1
/ JE—
Cy = _Wylf-

Da die rechten Seiten dieser Gleichungen stetige Funktionen sind, er-
halten wir die gesuchten Funktionen c¢; und ¢y zu

(e
= / Wir)
_ [n@fE)
CQ‘/ W)

Wir miissen noch nachweisen, dass die Wronski Determinante tat-

séchlich niemals verschwindet. Dazu leiten wir zunéchst eine gDgl fiir
W her:

W' = [y1vh — y1y2)
= Y1Ys + V1Y — Y1Y2 — Y1Ys
= ylyé’ - yi/yz
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= y1[—ayy — bya] — [—ay) — by ]y
= —ay1ys — byrys + ayiys + byryo
= —aly1ys — Y1y2]

= —alV.

Gemafl Abschnitt VI.2.1 ist daher
W(x)=W(0)e fir alle z € R.

Wir miissen also nur noch nachweisen, dass in allen drei méglichen

Féllen W (0) # 0 ist:
e FALL a® —4b > 0:

1 1
W(0) = £ det (%[_a —Va? =4 Y-a+VaZ— 46])
= ++va? — 4b
£0.

e FaLL a2 —4b<0:

W(0) = + det (_15 5\/h>
=+ VI
£0,
e FALL a? —4b = 0:

W(0) = + det (_1 ?)

= +£1.

N

Insgesamt erhalten wir:

Eine partikuldre Losung der inhomogenen linearen gDgl

y' +ay + by = f(x)
ist

Yp(r) = =y (2 /—6 yo(z) f(z)dz

+ yo(z / —e®y(x) f(z)dx
mit y; und y, aus Abschnitt VI.3.2 und

(0) y2(0)
Wo = dt<yl<o> y;<o>)'
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BEISPIEL VI.3.4. Betrachte die gDgl
y" — 6y’ + 5y = x.
Laut Beispiel VI.3.1 ist

n(x) =e"
und
ya (1) = €
Wegen
Wo=+v36—-4-5
=4
ist

=—e"*(z+1) =—e~5(tat o)
1 1 1
=1 {x+1—5x—2—5}
1 6
SSL’ + %

BEISPIEL VI.3.5. Betrachte die gDgl
y// o 4y/ +4y _ [BQ.
Laut Beispiel VI.3.2 ist

yi(z) = e*
und
yo(z) = we™.
Wegen
Wy=1
ist

yp(z) = —e** /e‘“xezxfdx +ze” /6_4””62%26[:15

S ~~ - —_—
=—e~20[1ad3 43424 3443 =—e~ 22202+ Lo+ 1]
1, 1 3
=2+ T+ .

4 2 8
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BEISPIEL VI.3.6. Betrachte die gDgl
y" — 6y + 34y = sin(2x).
Laut Beispiel VI.3.3 ist
y1(z) = * cos(57)

und
ya(z) = € sin(5x).
Wegen
1
W, 5\/4 -34 — 36
=5
ist
1 3x —6x 390
Yp(x) = —ze cos(bx) sin(bx) sin(2x)dx
1
+ 56?”: sin(5x) /e 6737 cos(5a) sin(2z)da.
Wegen
[ e fasinwr) — weos(wr)
S = S — wcos
in(wz) ot lasin(wz) —wcos(wz
1
/e cos(wz)d = i e [a cos(wr) + wsin(wx)]
und

sin(5z) sin(2z) — % [cos(3z) — cos(Tz)]
cos(5x) sin(2x) = % [sin(7z) — sin(3x)]

erhalten wir

" cos(3z) — e cos(Tx)) dx
“sin(7z) — e > sin(3z)) dx

3
_E cos(3z) + 18 sin(3x)

—_
o
—
|
Q
@}
n
—~
ot
8
-
—

+ % cos(Tx) — % sin(7x)

+ sin(5z) [—% sin(7z) — 5_78 cos(7x)
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3 . 3
+ 18 sin(3z) + 13 COS(3LE)} }

= 1—10 { 138 [cos(5x) cos(3x) + sin(5x) sin(3z)]

- J

~
=cos(2x)

3. . .
+ E[Sln(5w) cos(3x) — cos(bx) sin(3z)]

v

~
=sin(2z)

3 ' i
_ %[Sos(m) COS(5$);|’ sin(7z) sin(5)]

=cos(2z)

7. . :
+ %[SII]('YZL') cos(hzx) — sin(5x) COSW@]}

N J

-~

=sin(2z)
1 (10 25
=1 {@ cos(2x) + 3 Sin(Qx)}
1
= m{2 cos(2z) + 5sin(2x)}
vV 29{ 2 5 }
= ——4q —— cos(2z) + — sin(2z
174\ o Cos2r) + s sin(27)
—— ——
—sin(¢) —cos()
V29
=T sin(2z + )
mit
: 2
any = —.
775

Die partikuldre Losung schwingt also phasenverschoben mit der glei-
chen Frequenz wie die Anregung f.

VI.3.4. Differentialgleichungen vom Typ y" = f(z,y’). Der
Ansatz u = ¢/ fiihrt auf die gDgl 1. Ordnung

u' = f(z,u).
Diese kann mit den Methoden von Paragraph VI.2 gelost werden. In-
tegration von w liefert dann die Losung y.

BErispiEL VI.3.7. Betrachte die gDgl
y" = 2xy.
Fiir u = ¢ ergibt sich
u = 2xu.
GeméaB Abschnitt VI.2.1 erhalten wir

1
lnu = /—du
U
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= / 2xdx

=24+
und somit

_ x2%4¢

Damit ergibt sich
y(x) =co + /clerdx
mit ¢, co € R.

VI.3.5. Differentialgleichungen vom Typ " = f(y,y’). Wir
bestimmen 3’ als Funktion von y, d.h.

Y =v(y)
Mit der Kettenregel ergibt sich

do |
L
— 0y
und damit
dv 1
d_y = ;f(yvv(y))

Diese gDgl 1. Ordnung kann mit den Methoden von Paragraph VI.2
gelost werden. AnschlieBend wird y mit den gleichen Methoden aus der

gDgl

bestimmt.
BEispIEL VI.3.8. Betrachte die gDgl

= )
5y
Offensichtlich ist jede konstante Funktion eine Losung. Die gDgl fiir v

lautet
dv _1[_ @
dy
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Mit Trennung der Variablen ergibt sich

1
an:/—
v

dv

1

=— [ —d
/5yy

1
="z Iny +c.
und somit
v = 6—%lny+c
1
= Cly_g
Damit lautet die gDgl fiir y:
p _1
y=ay s

Nochmalige Trennung der Variablen liefert
/ yidy
= / cdx

= 1T + Co.

Also ist
6 5
Yy = lg(clx + 02)} )

V1.4. Numerische Losung gewohnlicher
Differentialgleichungen*

VI1.4.1. Motivation®. Viele der in der Praxis auftretenden ge-
wohnlichen Differentialgleichungen kénnen nicht analytisch gelost wer-
den. Stattdessen muss man ihre Losung numerisch approximieren. In
diesem Paragraphen wollen wir einen kurzen Uberblick iiber die hierfiir
gebriuchlichsten Verfahren und die bei ihrer Anwendung zu beriicksich-
tigenden Aspekte geben.

Fiir die Motivation beschrianken wir uns auf den einfachsten Fall
und betrachten das Anfangswertproblem

y = fty()

y(to) = vo
mit einer hinreichend glatten Funktion f. Fiir die numerische Losung
fithren wir Gitterpunkte ¢y < t; < ... ein und bezeichnen die nume-

rische Approximation fiir y(¢;) mit n; oder n(¢;, h;). Dabei bezeichnet
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h; = t; — t;_1 die Schrittweite. Im Folgenden betrachten wir der Ein-
fachheit halber nur dquidistante Gitterpunkte, d.h. h; = h fiir alle 7. In
der Praxis muss man aber veranderliche Schrittweiten h; vorsehen und
diese mittels Schrittweitenkontrolle zusammen mit der Losung adaptiv
bestimmen.

Angenommen wir kennen die Losung y des AWP im Punkte t. We-
gen y'(t) = f(t,y(t)) gibt f(t,y(t)) die Steigung der Tangente an die
Losungskurve im Punkt ¢ an. Daher sollte y(t) + hf (¢, y(t)) eine passa-
ble Niherung an y(t + h) sein. Diese Uberlegung fiihrt auf:

EXPLIZITES EULERVERFAHREN:

Mo = Yo
Nig1 =i + hf(ti,n;)
tiy1 =t + h.

Genauso gut hétten wir eine Niaherung 7, fiir y(t + h) aus der
Bedingung herleiten konnen, dass die Tangente durch die Lésungskurve
im Punkte ¢;,1 = ¢; + h durch den Punkt (¢;,v;) gehen soll, d.h. y; =
Niv1 — hf(t; + h,n;11). Dies fithrt auf:

IMPLIZITES EULERVERFAHREN:

Mo = Yo
Nig1 = N + hf (tig1, Mig1)
ti+1 = tz + h

Im Gegensatz zum expliziten Eulerverfahren muss man beim implizi-
ten Eulerverfahren in jedem Schritt eine nicht lineare Gleichung der
Form u = z+ hf(t,u) mit bekannten GroBlen z und ¢ losen. Falls f (als
Funktion von u bei festem t) differenzierbar ist, folgt aus dem Satz iiber
die Umkehrfunktion, Abschnitt IV.3.1, dass diese Gleichung fiir hinrei-
chend kleines h eine Losung in der Néhe von 2z hat. Diese Losung kann
mit wenigen Iterationen des Newtonverfahrens aus Abschnitt 1V.2.6
berechnet werden.

Ein drittes Verfahren erhalten wir durch folgende Uberlegung: Fiir
die exakte Losung des AWP gilt

s my =y + [ s

)+ | ™ fs,y(s))ds.

Das Integral wird beim expliziten Eulerverfahren durch hf (¢, y(t)) ap-
proximiert und beim impliziten Eulerverfahren durch hf(t+h, y(t+h)).
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Ebenso konnten wir es aber auch durch die Trapezregel

t+h h
| flsuods = St y(e) + e+ oyl + 1)

aus Abschnitt V.6.1 annahern. Dies fiihrt auf:

TRAPEZREGEL oder
VERFAHREN VON CRANK-NICOLSON:

Mo = Yo
h
Nit1 =1 + §[f(ti, ni) + f(tiv1, Mig1)]
th'Jrl == tz + h

Wie beim impliziten Eulerverfahren ist in jedem Schritt eine nicht linea-
re Gleichung zu 16sen. Wieder ist dies fiir hinreichend kleines h moglich
und kann mit wenigen Schritten des Newtonverfahrens aus Abschnitt
IV.2.6 geschehen.

Das folgende Java-Programm realisiert die drei beschriebenen Ver-
fahren. Dabei steuert der Parameter theta die Verfahrenswahl:

explizites Eulerverfahren,

theta = implizites Eulerverfahren,

= = O

Crank-Nicolson-Verfahren.

Die Methode gaussElimination l6st ein lineares Gleichungssystem mit
dem Gauflschen Eliminationsverfahren und ist in Abschnitt I1.1.4 wie-
dergegeben. force ist eine abstrakte Klasse, die eine differenzierbare
Funktion mehrerer Verédnderlicher realisiert und unter £ bzw. df den
Funktionswert bzw. die Ableitung bereitstellt.

// linear single step method
public void 1lssm( double theta ) throws LinearAlgebraException {
double[] ff = new double[dim];
double alpha = -thetaxdt;
double beta = (1.0 - theta)*dt;
t = initialTime;
copy(eta, x0);
for( int step = 1; step <= steps; step++ ) {
ff = add(eta, force.f(t, eta), 1.0, beta);
t += dt;
eta = ivpNewton(alpha, t, ff);
}
} // end of lssm
// Newton method for the solution of equations of the form z + a*f(s,z) = g
public double[] ivpNewton(double a, double s, double[] g)
throws LinearAlgebraException {

double[] y = new double[dim]; // solution
double[] dy = new double[dim]; // increment
double[][] jf = new double[dim] [dim]; // Jacobian

double resf; // norm of f
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double resy; // norm of dy
copy(y, &);
int iter = 0;
b = add(g, force.f(s, y), 1.0, -a);
accumulate(b, y, -1.0);
resf = Math.sqrt( innerProduct(b, b)/dim );
resy = 1.0;
while( iter < MAXIT && resf > TOL && resy > TOL ) {
jf = force.df(s, y);
for( int i = 0; i < dim; i++ )
for( int j = 0; j < dim; j++ ) {
alil [j] = axjf[i][j];
if( j == 1) alil[j] += 1.0;
}
gaussElimination();
copy(dy, x);
resy = Math.sqrt( innerProduct(dy,dy)/dim );
accumulate(y, dy, 1.0);
b = add(g, force.f(s, y), 1.0, -a);
accumulate(b, y, -1.0);
resf = Math.sqrt( innerProduct(b, b)/dim );
iter++;
}
return y;
} // end of ivpNewton
// copy vector v to vector u
public void copy(double[] u, double[] v) {
for( int i = 0; i < dim; i++ )
ulil = v[il;
} // end of copy
// add s times vector v to vector u
public void accumulate(double[] u, double[] v, double s) {
for( int i = 0; i <dim; i++ )
uli] += s*v[i];
¥ // end of accumulate
// return s*ut+t*v
public double[] add(double[] u, double[] v, double s, double t) {
double[] w = new double[dim];
for( int i = 0; i < dim; i++ )
wl[i] = s*uli] + t*xv[i];
return w;
} // end of add
// inner product of two vectors
public double innerProduct(double[] u, double[] v) {
double prod = 0;
for( int i = 0; i < dim; i++ )
prod += ulil*v[il;
return prod;
} // end of inner product

VI1.4.2. Einschrittverfahren®. Bei den drei Verfahren des vori-
gen Abschnittes wird die Naherung ;1 fiir y(t;41) ausschliellich durch
die letzte Néherung »; fiir y(¢;) bestimmt. Daher spricht man von einem
EINSCHRITTVERFAHREN (kurz ESV). Die allgemeine Definition eines
ESV lautet:
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EINSCHRITTVERFAHREN:
o = Yo
Niv1 = ;i + h®(t;, i, hs f)
ti+1 - tl + h

Die Funktion ® heiffit die VERFAHRENSFUNKTION des ESV.
Fiir das explizite Eulerverfahren ist offensichtlich

O(t,y, h; f) = f(t,y).

Die Verfahrensfunktionen fiir das implizite Eulerverfahren und die Tra-
pezregel sind komplizierter. Fiir hinreichend kleines h erhalten wir fiir
das implizite Eulerverfahren

D(ty,hi f) = 3 |[1d = hf(t+h, )]y —y]

SRS

und fiir die Trapezregel

1

O(z,y, i f) = ¢

(17— 25041,y + 5 70— 9],
wobei ¢g~! die Umkehrfunktion der Funktion ¢ bezeichnet. Man beachte,
dass diese Darstellung der Verfahrensfunktion nur fiir die theoretische
Analyse benotigt wird. Fiir die praktische Rechnung benutzt man die
Darstellung der Verfahren aus dem vorigen Abschnitt.

Die Qualitat eines ESV wird durch den LOKALEN VERFAHRENS-
FEHLER gemessen. Dieser ist definiert durch

F(r,,h) = T2+ b)) — By b f) >0

Dabei ist z die Losung des AWP

Z = [(t,2(1)),
z(z) = y.

Ein ESV hat die ORDNUNG p, falls fiir alle hinreichend glatten
Funktionen f der Ausdruck h™?7(x,y, h) fiir h — 0 beschriankt bleibt.
Hierfiir schreibt man auch 7(x,y, h) = O(h?).

Der lokale Verfahrensfehler beschreibt die Fehlerfortpflanzung in
einem einzelnen Schritt eines ESV. Man kann aber zeigen, dass er auch
den globalen Fehler, d.h. |y(¢;) — n;| fiir alle i, beschreibt:
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Hat das ESV die Ordnung p, gilt fiir alle t # t; und alle
n € N*

t—1 t—1o

)_n(t0+l n ' n )

t— 1o

max |y(to+ 1

0<i<

< oft, ) (@)

Fiir das explizite Eulerverfahren erhalten wir durch Taylorentwick-
lung (vgl. Abschnitt VII.3.1)

(. h) = (e + )~ g} = f(2,9)
=2'(x) + %hz”(m) +0(h?) — f(z,y)
—

—/(a)

1
= §hz”(x) + 0(h?).
Also hat das explizite Eulerverfahren die Ordnung 1. Mit etwas mehr
Aufwand kann man zeigen, dass das implizite Eulerverfahren ebenfalls
die Ordnung 1 hat und dass das Verfahren von Crank-Nicolson die
Ordnung 2 hat.

VI1.4.3. Runge-Kutta Verfahren*. Viele der fiir die Praxis re-
levanten Einschrittverfahren gehoren dieser Verfahrensklasse an. Die
allgemeine Form lautet:

RUNGE-KUTTA-VERFAHREN:
o = Yo

Nig =M+ hzajkf(ti +ehmig), 1<j<r
k=1

Nig1 =N + h Z b f(ti + ckh,mig)
k=1
ti+1 - tl + h

Dabei ist 0 < ¢; < ... < ¢, < 1. Die Zahl r heifit STUFE des Runge-
Kutta-Verfahrens. Das Verfahren heiffit EXPLIZIT, wenn a;, = 0 ist
fiir alle £ > 7; ansonsten heifit es IMPLIZIT. Implizite Verfahren sind
aufwandiger als explizite Verfahren, da bei ihnen in jedem Schritt nicht
lineare Gleichungssysteme gelost werden miissen. Dafiir haben sie bes-
sere Stabilitédtseigenschaften und sind insgesamt den expliziten Verfah-
ren iiberlegen (s. Abschnitt VI.4.4).
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Der Ubersichtlichkeit halber fasst man die Zahlen Ck, Qjk, by in
einem Schema der Form

C1| @11 a2 ... Qip
Cr | Ar1 Qp2 ... Oy
b by ... by

zusammen.
Die Verfahren aus Abschnitt VI.4.1 sind alle Runge-Kutta-Verfah-
ren. Dem expliziten Eulerverfahren entspricht das Schema

0]0
7T T = 1
Dem impliziten Eulerverfahren entspricht das Schema
1)1
7T r=1.

Das sog. KLASSISCHE RUNGE-KUTTA-VERFAHREN ist schlieflich ge-
geben durch das Schema

00 0 00
1119 0 0
ol oo -y
110 010
12 2 1
6 6

Die entsprechende Verfahrensvorschrift lautet:

o = Yo
i1 = 1
h
Ni2 = Ni + §f<ti7 i)
h h
i3 =M+ 5+ 5,
M = i+ 5 F i+ 507i2)

h
Nia =1 +hf(ti+ 5 ni3)

h h
Nig1 =N + g{f(tia i) +2f (i + 3 Ni2)

h
+2f(t; + > Nis) + f(ti+h,mia)}
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ti+1 - tl + h

Es hat die Stufe 4 und die Ordnung 4. Als explizites Verfahren hat es
aber keine besonders guten Stabilitdtseigenschaften.

Wegen ihrer hohen Ordnung und guten Stabilitédtseigenschaften sind
die STARK DIAGONAL IMPLIZITEN RUNGE-KUTTA-VERFAHREN (kurz
SDIRK-VERFAHREN) fiir die praktische Rechnung besonders gut ge-
eignet. Die einfachsten Verfahren dieser Klasse haben die Stufe 2 und
die Ordnung 3 bzw. die Stufe 5 und die Ordnung 4. Sie sind bestimmt
durch die Schemata

3+v3 | 3+V3 0
6 6

~V3 | =3 3+V3
S=yd | —yd 3ty SDIRK2.

3 6
1 1
2 2
und L
11 1 0 0O 0 0
3| 1 1
11 2 i 0O 0 0
nl1w _1 1 g g
20 | 50 25 1
10371 18 15 1 SDIRKS.
2 | 1360 2720 544 4
1] 2 a9 125 _s 1
24 8 16 12 1
25 _49 125 _ 8 1
24 8 16 2 1

Damit lautet die Verfahrensvorschrift z. B. fiir das SDIRK2-Verfahren

o = Yo
Mig =1 + ’ +6\/§hf(tz' L2 \/ghﬂ?z',l)
Nig =1 — \/—ghf(ti ’ +6\/_h RY)
" 3+\/_hf(t ¥ 6fh )

h 3+f 3-3
Nig1 =N + 5 {f(ti + h,m,z)}

ti+1 - tl + h

Das folgende Java-Programm realisiert ein allgemeines SDIRK-Ver-
fahren. Dabei stellt die Klasse RKParameters die notigen Parameter
bereit. Insbesondere liefert rk.d die als konstant angenommene Dia-
gonale der Matrix (a;j)1<;j<,. Die Methoden accumulate, copy und
ivpNewton sind bereits oben wiedergegeben. force hat die gleiche Be-
deutung wie oben.

// Runge-Kutta method
public void sdirk( int type ) throws LinearAlgebraException {
RKParameters rk = new RKParameters(type);
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// auxiliary quantities for runge-kutta levels

double[][] rkf = new double[rk.1l] [dim]; // function values
double[][] rketa = new double[rk.l][dim]; // intermediate eta’s
double[] tt = new double[rk.1]; // intermediate times

// end of runge-kutta declarations
double[] ff = new double[dim];
double alpha = -rk.d*dt;
t = initialTime;
copy(eta, x0);
for( int step = 1; step <= steps; step++ ) {
for( int j = 0; j < rk.l; j++ )
tt[j] = t + rk.c[jl*dt;
int jj = 0;
for( int j = 0; j < rk.1l; j++ ) {
copy(ff, eta);
for( int k = 0; k < j; k+t+ ) {
accumulate (ff, rkf([k], rk.al[jjlxdt);
jjt+ts
}
rketa[j]l = ivpNewton(alpha, tt[jl, ff);
rkf[j] = force.f(tt[jl, rketaljl);
}
t += dt;
for( int j = 0; j < rk.1l; j++ )
accumulate(eta, rkf[j]l, rk.b[jI*dt);
}
} // end of sdirk

VI1.4.4. Stabilitiat*. Das explizite und das implizite Eulerverfah-
ren haben beide die Ordnung 1; fiir A — 0 verhélt sich der Fehler bei
beiden Verfahren gleich. Das implizite Verfahren ist aber aufwéndiger
als das explizite Verfahren, da in jedem Schritt eine nicht lineare Glei-
chung gelost werden muss. Macht sich dieser erhohte Aufwand denn
iiberhaupt bezahlt?

Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir das AWP

Y =-Ny
y(0) =1

mit A > 1. Die exakte Losung ist y(t) = e~* und klingt sehr schnell
ab.

Wir wenden auf dieses AWP zuerst das explizite Eulerverfahren mit
7o = Yo = 1 an und erhalten

Ni+1 = 10 — hAn;

Die n; konvergieren fiir ¢ — oo offensichtlich genau dann gegen Null,
wenn gilt
2
I1—hA <1 = h < "
Also gilt:
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Die numerische Losung des expliziten Verfahrens hat nur
dann das gleiche qualitative Verhalten wie die exakte Lo-
sung, wenn die Schrittweite h hinreichend klein ist.

Wir betrachten nun das implizite Eulerverfahren mit ny = yo = 1
und erhalten
Ni+1 = Ni — hAni41
. .
14+ hA

Wegen A\ > 0 konvergieren die 7; fiir 1 — oo jetzt fiir jede Schrittweite
h gegen Null, d.h.:

= N = ( ) fiir alle 1.

Das implizite Verfahren liefert fiir jede Schrittweite eine nu-
merische Losung, die das gleiche qualitative Verhalten hat
wie die exakte Losung.

Der Mehraufwand fiir das implizite Verfahren macht sich also bezahlt!

Dieses Phéinomen nennt man STABILITAT. Um es genauer zu be-
schreiben, wenden wir ein beliebiges Runge-Kutta-Verfahren auf das
obige AWP an. Mit ein wenig Rechnung sieht man dann, dass die nu-
merische Losung die Form hat

Ui g(hA)i
mit
g(z) =1+ 2" (I —2zA) e

und

by ay ... Qi 1

b= , A= , €=

b, Arl ... Gpp 1

Die Menge

S={peC:1I—pAist reguldr und
l9()| = [1+ pb" (I — pA)~"e| < 1}

heifit das STABILITATSGEBIET des Verfahrens.
BEeispiEL VI.4.1. Fiir das explizite Eulerverfahren ist
g(z) =z +1
und damit

S={peC:p+1] <1}
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Fiir das implizite Eulerverfahren ist

und damit

S = cC: <1
{n T }

={peC:[1—p/>1}

Fiir das Verfahren von Crank-Nicolson erhalten wir schliefilich

24z
2z

9(2)
und
2+
= | <
S={neC:2h <

={peC:Rep <0}
Abbildung VI.4.1 zeigt die Stabilitdtsgebiete dieser drei Verfahren.

1 y
:

ABBILDUNG VI.4.1. Stabilitdtsgebiete des expliziten
und impliziten Eulerverfahrens und des Crank-Nicolson-
Verfahrens (v.lL.n.r.)

Je grofler das Stabilitédtsgebiet ist, um so groflere Schrittweiten
konnen verwendet werden. Im Idealfall ist S D {z € C : Rez < 0}.
Verfahren, die dieses Kriterium erfiillen, nennt man A-STABIL. Bei sol-
chen Verfahren erhélt man bei obigem AWP fiir jede Schrittweite eine
qualitativ richtige numerische Losung. Das implizite Fulerverfahren,
das Crank-Nicolson-Verfahren und die in Abschnitt VI.4.3 genannten
SDIRK-Verfahren sind A-stabil.

Bei expliziten Runge-Kutta-Verfahren ist die Funktion g ein Poly-
nom. Da fiir jedes nicht konstante Polynom p gilt

lim |p(z)| = o0,

konnen explizite Runge-Kutta-Verfahren niemals A-stabil sein. Fiir
obiges AWP liefern sie nur dann eine qualitativ richtige numerische
Losung, wenn die Schrittweite h hinreichend klein ist.
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BEISpIEL VI.4.2. Wir fithren jeweils 100 Schritte der beiden Euler-
verfahren und des Crank-Nicolson-Verfahrens fiir das AWP

y = ((1) _01) y
y(0) = <(1)>

mit h = 0.13 aus. Die exakte Losung lautet y(t) = (cost,sint) mit
0 <t < 13. Abbildung VI.4.2 zeigt die entsprechenden Losungskurven.
Wir erkennen, dass das explizite Eulerverfahren explodiert. Dies ist eine
Folge seiner fehlenden Stabilitét. Das implizite Eulerverfahren dagegen
démpft die Losung zu stark. Das Crank-Nicolson-Verfahren schliefSlich
liefert eine Losungskurve, die auf der exakten Losungskurve, dem Kreis
um den Ursprung mit Radius 1, liegt.

2z

explicit Euler
implicit Euler

1.7605
13203
0.680

0.4403

ST T T TTTTTTTTT TTTTTTTTT T T T T T
-2z -1.76 -1.32 -0.68 -044 00 0433 088 1.32 1.760 2.z

ABBILDUNG VI1.4.2. Losungskurven der beiden Euler-

verfahren und des Crank-Nicolson-Verfahrens fiir das
AWP aus Beispiel VI.4.2



KAPITEL VII

Potenzreihen

VII.1. Reihen

VII.1.1. Definition. Jeder Zahlenfolge (a,),en ordnen wir eine
neue Zahlenfolge (s, )nen zu durch die Vorschrift

n
Sp = E agr = ag + ...+ ay.
k=0
Diese neue Zahlenfolge nennen wir eine REIHE und bezeichnen sie mit

> ken k- Die Zahlen ag, ay, . .. heiBen die GLIEDER der Reihe; die Zah-
len sq, s1, ... heiflen ihre PARTIALSUMMEN.

Z ay ist eine Abkiirzung fiir (Z ak> )
neN

keN k=0

Die Reihe ), \axr heiit KONVERGENT, wenn die Folge (sy)nen
ihrer Partialsummen konvergiert. Ist s = lim,, .. Sn, S0 schreiben wir

§ = pzo -

s = Z ay ist eine Abkiirzung fiir s = lim Z ag.

n—oo

k=0 k=0

BEISPIEL VIL1.1. Die GEOMETISCHE REIHE ), ¢" besitzt die
Glieder aj, = ¢* und die Partialsummen (vgl. Beispiel 1.2.6 (S. 22))

n 1—gnt1
. = qu _ 1‘1_q falls g # 1,
— n+1 fallsqg=1.
Wegen der Beispiele I11.2.4 (S. 118) und II1.2.9 (S. 120) ist die geome-

trische Reihe genau dann konvergent, wenn |g| < 1 ist. In diesem Fall
ist

- 1

E ¢ = T falls |¢| < 1.
—q

k=0

255
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BEISPIEL VIL.1.2. Die HARMONISCHE REIHE ), (. 1 hat die Glie-
der a; = % Die harmonische Reihe ist nicht konvergent.
DENN: Da alle Glieder positiv sind, ist die Folge der Partialsummen
monoton wachsend. Fiir m € N* ist

2m
1
82m = -
Z k
k=1
m 2t
=1 k=20—141 "N~
>2-¢

+

1

> =

2/
Z 27 je 2¢ — 27! Summanden

=53
=1 \ k=2¢-141
— Z (2€ . 24—1)2—@

~
Il

1

SE
(NI

Also ist die Folge der Partialsummen nicht beschréankt und damit auch
nicht konvergent.

BEeIsPIEL VII.1.3. Die ALTERNIERENDE HARMONISCHE REIHE
> pen-(—1)F 711 hat die Glieder a = (—1)"*+. Wegen des Leibniz-
Kriteriums (s.u.) ist sie konvergent.

VIIL.1.2. Absolute Konvergenz. Die Reihe ),  a; heifit AB-
SOLUT KONVERGENT, wenn die Reihe ), _\|ax| konvergiert. Eine kon-
vergente Reihe, die nicht absolut konvergiert, heiit BEDINGT KONVER-
GENT.

BEispiEL VII.1.4. Die alternierende harmonische Reihe ist bedingt
konvergent.

BEISPIEL VIL.1.5. Die Reihe Y, (—1)"27" ist konvergent und ab-
solut konvergent.

Es gilt folgender Zusammenhang zwischen Konvergenz und absolu-
ter Konvergenz:

Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

VII.1.3. Konvergenzkriterien. Wir stellen im Folgenden einige
Kriterien fiir die Konvergenz von Reihen zusammen.
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Die Glieder einer konvergenten Reihe bilden eine Nullfolge:

Z ay konvergent = (a,)nen ist Nullfolge.
keN

BEMERKUNG VII.1.6. Die harmonische Reihe zeigt, dass die Um-
kehrung dieser Folgerung nicht gilt.

BEISPIEL VIL1.7. Y, . kk—’f ist nicht konvergent, denn fiir alle k£ €
N* ist ’fc—]f > 1.

Ein wichtiges Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen ist:

LeiBN1Z-KRITERIUM: Fiir jede monoton fallende Nullfolge
(an)nen konvergiert die zugehorige alternierende Reihe

> (=D

keN

Ein wichtiges Vergleichskriterium fiir Reihen ist:

MAJORANTENKRITERIUM: Besteht fiir die Reihenglieder
die Abschétzung

0 < |ag| < by fiir alle k& > ko,

dann gilt
Z by konvergent = Z aj absolut konvergent
keN keN
Z lax| nicht konvergent = Z by nicht konvergent.
keN keN

BEeisPIEL VII.1.8. Die Reihe ), . k% ist genau dann konvergent,
wenn « > 1 ist.
DENN: Ist @ < 1, gilt % < k% fiir alle £ € N*, und aus dem Majoranten-
kriterium und Beispiel VII.1.2 folgt, dass ), - % nicht konvergiert.
Sei nun a > 1. Die Folge der Partialsummen ist monoton wachsend,
da die Glieder der Reihe allesamt positiv sind. Wir miissen daher nur
zeigen, dass die Folge der Partialsummen beschrénkt ist. Dazu gehen

wir dhnlich wie in Beispiel VII.1.2 vor. Fiir jedes m € N* erhalten wir

2"

52777, = e
: : ka
k=1
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22

D

1
ko
k=20-141 “~~

I

—_

+
[]:

=1
<g-alta
2Z
<1+ Z g-atte | e 2 — 271 Summanden
k=2¢-141

I
—
_|_

M= 11

(24 . 2@—1)2—055-1-01 2Z . 23—1 — % . 24

o~
Il

1

1
-1 _2—(0&—1)€+C¥
+2 5
=1
=142 "(27"1)" Beispiel VIL1.1 mit g = 2~
(=0
2&—1
ST e

Hieraus folgt die Behauptung.

Ein anderes wichtiges Konvergenzkriterium ist:

QUOTIENTENKRITERIUM: Ist a; # 0 fiir alle £ > k¢ und

konvergiert die Folge ("5 )i>g,, so gilt:

AR41
ag

lim

k—o00

<l= Z ay konvergiert absolut.
keN

Af+1

ak

lim

k—o00

>1= Z aj konvergiert nicht.
keN

BEMERKUNG VII.1.9. An den Beispielen der harmonischen Reihe
und der alternierenden harmonischen Reihe erkennt man, dass im Fall

limg_.oo = 1 keine Aussage moglich ist.

Ak+1
a

BEIsPIEL VII.1.10. Die Reihen

keN
2k+1
>_(=1) (2:; +1)r
keN )
2k
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konvergieren fiir jedes x € R absolut.
DENN: Fiir z = 0 sind die Glieder bis auf dasjenige zu k& = 0 alle gleich
Null, und die Behauptung ist offensichtlich. Fiir z # 0 gilt jeweils

i
| D
i e R
=0,
k41 _a?kt3
lim M — lim [
e | (LI | T R 2k 2)(2K + 3)
=0,
k41 _a?kt?
lim M — lim [
22k oo
koo | (—1)R A k—oo (2k +1)(2k 4 2)
=0,

und die Behauptung folgt aus dem Quotientenkriterium.

VII.1.4. Rechenregeln. Konvergente Reihen konnen gliedweise
addiert, subtrahiert und mit einem konstanten Faktor multipliziert wer-
den:

o0

Zak:a, ibk—b
k=0

k=0

:>Z(6Lk:|:bk) = a:l:b,
k=0

Z(cak) = ca.

k=0

WARNUNG: Elementare Manipulationen, die bei endlichen Summen
den Summenwert nicht d&ndern, sind bei Reihen nicht uneingeschrdnkt
erlaubt. Z.B. konnen nicht beliebig Klammern gesetzt, Klammern fort-
gelassen oder Summanden vertauscht werden. Diese Manipulationen
sind nur bei absolut konvergenten Reihen erlaubt.

CAucHY-PRODUKT: Fiir absolut konvergente Reihen
Y ken @ und Y, by gilt die Produktformel

£ (2 2

k=0 \/{=0
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VII1.2. Potenzreihen

VII.2.1. Definition. Eine POTENZREIHE ist eine Reihe der Form
St
keN
mit x € R (variabel!) und ag,ai,... € R (fest!). Die Zahlen ag, ay, . ..
heiBlen die KOEFFIZIENTEN der Potenzreihe.

BEISPIEL VIL.2.1. Die Potenzreihe Y, 2" hat die Koeffizienten
ap — 1 (k’ € N)

Die Potenzreihe ZkeN(—l)k% hat die Koeffizienten ag = 0, a; = 1,
. _1)k
ay =0, a3 = —%, ... (allgemein: agy = 0, agg1 = %)

VIIL.2.2. Konvergenzradius. An einer Potenzreihe Y, . ayz*
interessieren zu allererst die Menge

M={zeR: Zaka:k ist konvergent }
keN
und die Zahl
R {sup{\x| cx € M} falls M beschrankt ist,
00 falls M unbeschrénkt ist.

Man nennt R den KONVERGENZRADIUS der Potenzreihe. Es gibt drei
Moglichkeiten:

R=0, 0<R<oo oder R=oc.

BEISPIEL VIL.2.2. Die Potenzreihe ), 2" hat den Konvergenz-
radius 1. Denn gemaf Beispiel VII.1.1 (S. 255) ist sie genau dann kon-
vergent, wenn |z| < 1 ist.

BeispieL VII.2.3. Die drei Reihen aus Beispiel VIL.1.10 (S. 258)
sind fiir alle x € R konvergent und haben daher den Konvergenzradius
00.

BEISPIEL VIL.2.4. Die Potenzreihe Y,  kla* ist fiir = 0 konver-
gent, da alle Glieder bis auf das Erste gleich Null sind. Fiir z # 0 ist sie
nicht konvergent, da dann (k!z*),cn keine Nullfolge ist. Also hat diese
Reihe den Konvergenzradius 0.

Fiir eine Potenzreihe Y,y axz® mit Konvergenzradius R
gilt:
(1) R=0 <= Die Reihe konvergiert nur fiir x = 0.
(2) Ist R > 0, konvergiert die Reihe }°, y axz” fiir alle
x € R mit |z| < R.
(3) Fiir alle z € R mit |z| > R ist die Reihe Y, _ apz”
nicht konvergent.
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VII.2.3. Bestimmung des Konvergenzradius. Der Konver-
genzradius R einer Potenzreihe ), aix® kann hiufig mit einem der
folgenden drei ,, Tricks®“ berechnet werden:

(1) Es gibt ein kg € N mit ay, # 0 fiir alle & > ko und limy_ o,

existiert oder ist co, dann ist

ag
Ak+1

R = lim |-

k—o00

Ap41

(2) In regelméfBigen Abstédnden sind einer oder mehrere Koeffizi-
enten gleich Null, d.h. }°, qawz® =Y, ¢ bpz™ " mit r > 0,

¢ > 1und b, # 0 fiir alle n € N. Falls lim,, ’bsil

existiert

oder gleich oo ist, gilt

(Dabei ist \/oo = oo zu setzen!)
(3) R=sup B mit B ={r >0: (|ag|r*)rey ist beschrinkt}.

BEISPIEL VII.2.5. Fiir die Potenzreihe 3, . ¥ 2* erhalten wir

kk
_ KL
T (kDR
(k+1)!
kk

1

(50"

b

(145"
1

% —_
k—oo €

ag

Ak41

I =

Also hat sie den Konvergenzradius %
BeispiEL VIIL.2.6. Die Potenzreihen

ka7 Z %xk, %xk

keN keN* keN*

haben alle den Konvergenzradius 1 (es ist jeweils limy_, o ‘aZi -l =1).
Sie haben aber ein sehr unterschiedliches Verhalten in den Randpunk-

tenz=—1und z = 1:

Z z¥ st fiir = —1 und = 1 nicht konvergent,
keN
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1
Exk ist fiir x = 1 nicht konvergent
keN
und fiir x = —1 bedingt konvergent,

1

Z ﬁxk ist fiir x = —1 und x = 1 absolut konvergent.

keN

BeISPIEL VIL2.7. Fiir die Potenzreihe Y, . (—1)F Zra? 1 er-

halten wir mit unserem zweiten ,, Trick”“ den Konvergenzradius

n+1
R:\/limwz\/g.

n—oo nhn

BEeispIEL VII.2.8. Die Koeffizientenfolge der Potenzreihe ), z
weist immer grofler werdende Liicken auf. Wir kénnen daher die ersten
beiden ,,Tricks® nicht anwenden. Wir versuchen also den dritten. Es
ist (Jax|r)een = (¥ )pen. Diese Folge ist offensichtlich genau dann
beschrinkt, wenn r < 1 ist. Also ist der Konvergenzradius 1.

VII.2.4. Differentiation und Integration von Potenzreihen.
Im Folgenden ist stets Y, axz” eine Potenzreihe mit Konvergenzra-
dius R > 0. Die Vorschrift

0. 0]

k

T — g apT
k=0

definiert dann eine Funktion f : (=R, R) — R. Wir sagen, die Funktion
f wird durch die Potenzreihe dargestellt.

DIFFERENTIATION VON POTENZREIHEN: Eine durch eine
Potenzreihe dargestellte Funktion f ist im offenen Konver-
genzintervall (—R, R) beliebig oft differenzierbar. Die Ab-
leitungen konnen durch gliedweise Differentiation bestimmt
werden, d.h. fiir alle z € (=R, R), und alle n € N ist

BEISPIEL VII.2.9. Fiir die geometrische Reihe Y,  z* aus Beispiel
VII.1.2 (S. 256) erhalten wir fiir alle x € (—1,1) :




VII.2. POTENZREIHEN

2 @ 1
(1—z)3 dr2'1—2x

o0

)

k(k —1)z*2

k=2

INTEGRATION VON POTENZREIHEN: Potenzreihen konnen

im offenen Konvergenzintervall (— R, R) gliedweise integriert
werden, d.h.

/{Zakx}dx_zk

k=0
Insbesondere ist fiir alle —R < o < ﬂ <R

8
/ {Zakw }dx _ Z — ax(BE — by,

263

BeispiEL VII.2.10. Durch Integration der geometrischen Reihe

> ren &F ergibt sich fiir alle 2 € (—1,1):

—In(l —x) = 1—t _Zk

0

VII.2.5. Potenzreihendarstellung einiger Funktionen. Als

erste Anwendung der Sétze des vorigen Abschnittes ergibt sich:

1
exp(z) = Z — ¥ fir alle x € R

9 1 k
sin(z) = Z ¥x2k+l fir alle x € R

cos(z) = Z (=1) %k fir alle x € R

gh ! fir alle z € (—1,1)

— (—1
arctan(z) = Z (=1) p fir alle x € (—1,1).
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Zum Nachweis dieser Identitdten gehen wir wie folgt vor:

Wegen
1

lim —A! :klim(k:—i-l):oo

k—o0 ———

(k+1)!

hat die erste Potenzreihe den Konvergenzradius oo und stellt damit eine
auf ganz R differenzierbare Funktion f dar. Gliedweises Differenzieren
liefert fiir alle x € R

w2

Also ist (vgl. Abschnitt IV.4.1 (
list c=1.

Die zweite Potenzreihe hat ebenfalls den Konvergenzradius oo und
stellt eine auf ganz R beliebig oft differenzierbare Funktion g dar. In-
dem wir die Potenzreihe zweimal gliedweise differenzieren, erhalten wir

.161)) f(z) = cexp(x). Wegen f(0) =

g'(x) = —g(x)
fur alle z € R. Aus Beispiel IV.2.4 (S. 143) folgt

g(z) = g(0) cos(x) + ¢'(0) sin(z) = sin(x).

Die Argumentation bei der dritten Potenzreihe ist vollig analog zu
derjenigen bei der zweiten.
Die Aussagen fiir die vierte und fiinfte Potenzreihe erhalten wir durch
Integration der Identitdten

k=0
1 _ i(_l)k 2k
1122 = T
k=0

VII.2.6. Die Binomialreihe. Fiir o € R und & € N definieren
wir den Binomialkoeffizienten (Z) durch

ala—=1)-...-(a—k+1)

(a) falls k > 1
= el
k 1 falls k = 0.

Dies ist offensichtlich eine Verallgemeinerung des Binomialkoeffizienten

(%) aus Abschnitt 1.2.8 (S. 23). Die Potenzreihe >, . (¢)z* mit o € R
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heifit BINOMIALREIHE. Wegen

¢ _ . . J— '
lim (2) lim ala—1)-...- (a—k+1) (k:+'1),
koo | (0)| koelala—1)- o (a—k+1)-(a—k) &
~ lim k+1
k—o0 |Oz—/€|

hat sie den Konvergenzradius 1 und stellt damit auf dem Intervall
(—1,1) eine beliebig oft differenzierbare Funktion g dar. Durch glied-

weise Differentiation erhalten wir
o0

(1+a)g (@) =) (1+z) (Z) k!

k=1

Fiir die Funktion

ergibt sich daher A/(xz) = 0, also h(x) = h(0) = 1. Insgesamt erhalten
wir:

(1+2)*= Z <Z)xk fur alle z € (—1,1),a € R.

0o
k=0

VII1.2.7. Potenzreihen mit beliebigem Entwicklungspunkt.
Eine Reihe der Form
Z ap(x — o)k

keN
mit ag,aq,... € R und g € R heilit POTENZREIHE MIT ENTWICK-
LUNGSPUNKT xq. Alle frither betrachteten Potenzreihen hatten den
Entwicklungspunkt xy = 0. Durch die Transformation z = = — x
geht eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt xy in eine Potenzreihe
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Y ke a2 vom bisher betrachteten Typ iiber. Hieran erkennt man,
dass sich alle bisherigen Aussagen iibertragen. Insbesondere bezeich-
net man als Konvergenzradius der Potenzreihe Y,  ax(z — 20)* den
Konvergenzradius R der Potenzreihe ), a,z*. Wegen

|t —x9] <R <= xp—R<zx<z0+ R

gilt

z € (rg— R,z0+ R) = Z ap(r — 0)* konvergiert
keN

¢ [rg— R, 20+ R = Z ar(x — x0)* konvergiert nicht.
keN

BEISPIEL VII.2.11. Wegen exp(z) = exp(x — x¢) exp(x) wird die
Exponentialfunktion durch die Potenzreihe

eo
> e —m)
mit Entwicklungspunkt zy dargestellt.

VII.2.8. Koeffizientenvergleich. Zwei Potenzreihen
Z apx®  und Z bpx®
kEN keN

stellen genau dann diesselbe Funktion dar, wenn alle ihre Koeffizienten
iibereinstimmen, d.h. a;, = by, fiir alle & € N.

BEIsSPIEL VII.2.12. Aus Abschnitt VII.2.6 und dem Cauchy-Pro-
dukt aus Abschnitt VII.1.4 (S. 259) folgt fiir o, € R und z € (—1,1)

> (O‘zﬁ)xk R

- =(1+2)*(1+2)°
6 ECr)
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VII.3. Taylorreihen

VIIL.3.1. Die Taylor-Formel. Wir betrachten eine beliebig oft
differenzierbare Funktion f : I — R auf einem Intervall I und zwei
verschiedene Punkte x, z¢ in I. Aus dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung aus Abschnitt V.1.3 (S. 171) folgt

f(2) = flao) + / " p byt

Auf das Integral wenden wir partielle Integration an mit

u(t) = —(z—t), '(t) =1, v(t) = f'(1)

/‘f’ )(x — t)dt
t.z‘()

— f(x0) + f'(w0) (& — o) + / £ @ — Dt

und erhalten

f(x) = fzo) = (x = 1) f

Erneute partielle Integration mit

ult) = —5 (17, () =2 —t, oft) = (1)

ergibt
f(x) = )+ f (xo)(l“ — 7o) + 5 f (o) (z — m0)?

/ R

Fiihren wir diese Prozedur fort, erhalten wir nach n-Schritten

n

fla) =3 8O =)+ [ £ )~ o
k=0 " %o ’

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung aus Abschnitt V.1.2 (S.
170) gibt es ein n zwischen x und xy mit

[ Lo opar = g [ L opar
0 1 o

= =

Das Polynom
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heiflt das n-TE TAYLOR-POLYNOM VON f MIT ENTWICKLUNGSPUNKT
Zg-
Unsere obigen Uberlegungen beweisen:

TAYLOR-FORMEL: Fiir jede auf dem Intervall I n + 1-mal
differenzierbare Funktion f und jeden Punkt xq € I gilt

f(x) = Tu(f;20) () + Ruyi(f; 20, 7)

fiir alle z € I mit

R (f;20,2) = /m %f(ml)(t)(x — t)"dt
und
R (f520,2) = (n i 1)!f(n+1)(77)($ — xo)"

fiir ein 7 zwischen zy und z.

Wir kénnen die Taylor-Formel wie folgt deuten: Die Funktion f und
das Taylor-Polynom T,,(f; zo) beschreiben zwei Kurven. Beide Kurven
gehen durch den Punkt (zg, f(x¢)). In diesem Punkt haben sie die glei-
che Steigung, die gleiche Kriimmung und alle Eigenschaften gemein-
sam, die durch die Ableitungen bis zur Ordnung n in diesem Punkt be-
stimmt werden. Das Restglied R, 1(f;xo, ) erlaubt die Abschétzung
des Fehlers f(z) — T,,(f; x0)(z) in einem von xz, verschiedenen Punkt.

BEISPIEL VII.3.1. Wegen exp(™ = exp ist

1
T (exp; 0)(z) = El’k
k=0

n

und

eXp(U) xn—‘rl )

Rn—H (eXp; 07 :U) -

(n+1)!
Fiir |x| < 1 ergibt sich hieraus z.B.
ez_ilxk < € |£L’|n+1
k| T (n+ 1) '

Wollen wir also z.B. %! mit einem Fehler von +10~% berechnen, miissen
wir n so grofl wahlen, dass

e
—(n41) -6
(n+1)! 10 = 10

ist. Wegen

e 3
—107°< —10°=25-10""
5! = 120
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ist dies sicherlich fiir n = 4 erfiillt und wir erhalten

1 1 »
5 0001+ - 0.0001 & 10°.

Eine Folgerung aus der Taylor-Formel ist:

1
et :1+0.1+§ 0.01 +

Jede auf einem Intervall n+ 1-mal differenzierbare Funktion
f mit verschwindender (n+1)-ter Ableitung ist ein Polynom
vom Grad < n.

Eine weitere Konsequenz ist der folgende EXTREMWERT-TEST:

Die Funktion f sei auf dem Intervall I n-mal differenzierbar
und fiir xg € I gelte

fl(wo) = ... = f" V(o) = 0, f (o) #0.
Dann gilt:
(1) xg ist eine Extremalstelle von f <= n ist gerade.
(2) n gerade und £ (zp) < 0 = g ist lokales Maxi-
mum.

n gerade und f™(xq) > 0 = = ist lokales Mini-
mum.

BEISPIEL VIIL.3.2. Fir
f(z) = 2* — 82 + 242 — 322 4+ 19
gilt
@) =r"2)=r"2=0
und
fW(2) = 24.
Also ist g = 2 ein lokales Minimum von f.

VII.3.2. Die Taylor-Reihe. Die Funktion f sei auf dem Intervall
I beliebig oft differenzierbar und xy sei ein Punkt aus I.
Die Potenzreihe

T(fsa0)() = 3 22 ® o) (& — )t

keN

heifit die TAYLOR-REIHE VON f MIT ENTWICKLUNGSPUNKT .
Gibt es ein R > 0 mit

=1
f(x) = Z Ef(k) (x0)(z — xo)k fir alle |x — 29| < R,
k=0
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so sagt man, ,, f ldsst sich in zy als Taylor-Reihe darstellen* oder ., f
lasst sich in xy in eine Taylor-Reihe entwickeln®.
Wegen Abschnitt VII.2.8 (S. 266) gilt:

Eine Funktion f ldsst sich genau dann als eine Potenzreihe
mit Entwicklungspunkt xq darstellen, wenn sich f in zq in
eine Taylor-Reihe entwickeln lésst.

WARNUNG: Selbst wenn die Taylor-Reihe von f existiert und einen
positiven Konvergenzradius hat, muss sie nicht die Funktion f darstel-
len.

Es gilt:

Die Funktion f sei auf dem Intervall I beliebig oft diffe-
renzierbar und xg sei ein Punkt aus /. Dann wird f durch
seine Taylor-Reihe mit Entwicklungspunkt x, dargestellt,
wenn das Restglied R,,11(f; xo, z) aus der Taylor-Formel fiir
n — oo gegen Null konvergiert. Dies ist sicherlich dann der
Fall, wenn es Konstanten A, B € R gibt, so dass fiir alle
v e gilt |f™(z)] < AB™.

VII.3.3. Methoden der Potenzreihenentwicklung. Es gibt
verschiedene Moglichkeiten eine gegebene, beliebig oft differenzierba-
re Funktion in eine Potenzreihe zu entwickeln. Die erste Moglichkeit
ist, die Taylor-Reihe zu bestimmen und die Restglieder R, .1(f;xq, )
abzuschétzen (vgl. die Taylor-Formel). Dies ist jedoch hiufig miihse-
lig. Die zweite Moglichkeit ist, bekannte Potenzreihen zu differenzieren
oder zu integrieren.

BEeispiEL VII.3.3. Gemifl Abschnitt VIL.2.6 (S. 264) ist fiir |¢t| < 1
1 = (-1
= 2 ).
A alr)
Die Transformation ¢t = —x? liefert fiir alle |z| < 1

A= ()

Gliedweise Integration dieser Reihe liefert

arcsin(z) = i (1" _% 2kt
N 2k+1\ k '

k=0

Eine weitere Moglichkeit ist, die Funktion als Summe oder Produkt
bekannter Potenzreihen darzustellen.
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BEISPIEL VII.3.4. Aus der bekannten Potenzreihenentwicklung der
Exponentialfunktion ergibt sich

1
cosh(z) = §(ex+e 7)
R I B e N G
PP Shy e
k=0 k=0

— Ly

= Z —2X
= (20

Analog folgt
1
sinh(z) = E(e’c —e )

_ S 1 20+1
_z; PSR

BEeispIEL VIL.3.5. Aus den bekannten Potenzreihen fiir cos(z) und
—— und dem Cauchy-Produkt aus Abschnitt VII.1.4 (S. 259) folgt fiir

lz] <1
—1* o
Ty

(@)
i o)
BZS
CHGS
I
)—‘,—/h\
(]
g

B 1, 1, 1 1.,

= +x+(1—5)x +(1—5)x +(1—5+I)x + ...
1 1 3

:1+m—|—§x2+§m3+1x4+....

VII.4. Anwendungen

VII.4.1. Grenzwertbestimmung. Haufig konnen Grenzwerte
der Form g mit Hilfe bekannter Potenzreihenentwicklungen leichter be-
stimmt werden als mit der Regel von de I’'Hopital aus Abschnitt IV.2.4
(S. 146). Zudem gibt dieser Zugang einen besseren Einblick in das Kon-
vergenzverhalten.

BEIsSpIEL VII.4.1. Definiere fiir = # 0

Wie verhalt sich diese Funktion fiir z — 07

Aus der Potenzreihenentwicklung der Exponentialfunktion erhalten wir

mit der Substitution t = —x?:

- _1k2k
s

k=0
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k=1
1 1
——x+§x3—6x5+
Also ist
lirr(l) f(z) =0.

Mit f(0) = 0 erhalten wir dann eine auf ganz R definierte Funkti-
on, die beliebig oft differenzierbar ist. Insbesondere kénnen wir in der
Reihenentwicklung die Werte der Ableitungen im Nullpunkt ablesen:

F1(0)=—1, f"(0)=0, f&0)=3, ...

VII.4.2. Niherungsformeln. Mit den Taylor-Formeln erhilt
man oft leicht berechenbare Naherungsformeln fiir komplizierte Funk-
tionen.

BeispieL VII.4.2. Fiir den Fall mit Luftwiderstand gilt das Weg-

Zeit-Gesetz
v2 gt
s(t) = 22 In(cosh(Z
(1) = n(eosh(%)

mit der Grenzgeschwindigkeit

vy = limv(t).

t—o0

Fiir die ersten vier Ableitungen in ty = 0 erhalten wir

(4 sinh(%)
5 = Uocosh(g—t)
v
= 5(0)=0
1
S(0) — gt
50 gcoshz(g—t)
Vo
=50) =9
2 sinh(%
sO(t) = _29_%
vo cosh”(£-)
= 5%(0) =0
) (4 293 1 sinh® (%)
s v2 coshQ(—g) cosh4(§—§)
3
= sW(0) = —22.
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Also gilt fiir kleine ¢ die Naherungsformel

s(t) = Ty(s;0)(t)
1 1 ¢
= —gt* — — Tt
Ty

VII.4.3. Integration. Durch gliedweise Integration von Potenz-
reihendarstellungen kann man héufig Integrale berechnen, die nicht ge-
schlossen dargestellt werden konnen.

BEISPIEL VII.4.3. Die Gaufische Fehlerfunktion ist definiert durch

@(:U)—/ e~ dt.
0

Dieses Integral ist nicht geschlossen darstellbar. Durch Integration der
Potenzreihe von e~ erhilt man die Reihendarstellung

2k
[;E: x tdt

— Z _]‘)k I2k+1.
£ |12k +1)

Diese Darstellung erlaubt die Berechnung der Funktionswerte bis zu
jeder gewiinschten Genauigkeit.

VII.4.4. Lésen von Differentialgleichungen. Oft kann man
Differentialgleichungen durch einen Potenzreihenansatz l6sen.

BeispiEL VIL.4.4. Wir betrachten die Auslenkung s(¢) aus der Ru-
helage eines Pendels, dessen Riickstellkraft proportional zum Quadrat
der Zeit ist. Zur Zeit t = 0 soll sich das Pendel in der Ruhelage befinden
und die Geschwindigkeit 1 haben. Wir miissen somit das ANFANGS-
WERTPROBLEM

5(t) +s(t) = 0
s(0) =0
5(0)=1

losen. Hierzu machen wir den Potenzreihenansatz

= Z aktk

keN*

mit unbekannten Koeffizienten ay (dabei ist s(0) = 0 mit ap = 0 schon
ausgenutzt!). Falls diese Reihe einen positiven Konvergenzradius hat,
kénnen wir sie in die Differentialgleichung einsetzen, gliedweise diffe-
renzieren und erhalten

0= 3(t) + t*s(t)
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d S k 2 G k
=0 Z axt ) +t ; axt
= k(k - Dapt™ 2+ apth*?
k=2 k=1
= 2as + 6ast + 12a4t* + Z k(k — 1)apt* 2+ Z agtht?
k=5 k=1

N N
l=k—2 l=k+2

= 2a; + Gagt + 124t + > (0 +2) (0 + 1)ags + ag_o].
=3

Die Bedingung $(0) = 1 und Koeffizientenvergleich ergeben

alzl,
GQZO,
az =0,
ay =0,

1
B ()

Hieraus folgt fiir alle £ € N

a2k:07

aqp43 =0,

Also ist
0o k
S(t) _ Z(_l)k H 1 4k+1
040+ 1)
k=0 /=1
1 1 1
=t——t+ 9 .

20 1420 © 924640

Dies ist zunédchst einmal eine rein formale Lésung. Um nachzuweisen,
dass die Losung des Anfangswertproblems tatséchlich durch diese Po-
tenzreihe dargestellt wird, miissen wir zum Abschluss noch nachpriifen,
ob sie einen positiven Konvergenzradius hat. Mit dem zweiten ,, Trick®
aus Abschnitt VIL.2.3 (S. 261) erhalten wir fiir den Konvergenzradius
R

R = {/ lim dak+1

k—o0

A4k+5
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= ¢/ lim (4k + 5)(4k + 4)
= Q.

Also stellt die berechnete Potenzreihe auf ganz R die Losung des An-
fangswertproblemes dar.






KAPITEL VIII

Differentiation von Funktionen in mehreren
Variablen

In der mathematischen Behandlung von Naturvorgédngen treten
h#iufig Funktionen auf, die von mehreren Variablen x4, ..., x, abhdngen
(etwa von den Ortskoordinaten x,y, z, der Zeit ¢, dem Druck p,...)
und deren Wertebereich mehrdimensional ist. Hierfiir ist es hilfreich,

die Variablen z1,...,x, zu einem Spaltenvektor
T
X =
Iy

zusammenzufassen. Im Folgenden untersuchen wir daher Funktionen f :
D — R™ mit D C R", die jedem Spaltenvektor x = (x1,...,2,)T € D
einen mit f(x) oder f(x1, ..., z,) bezeichneten Spaltenvektor im R™ zu-
ordnen. Hierfiir schreiben wir f : R* D D — R™ bzw. D 5 x +— f(x) €
R™. R™ heifit URBILDRAUM, DD DEFINITIONSBEREICH, R BILDRAUM
und f(D) = {f(x) : x € D} das BiLD der Funktion f. Zuerst behan-
deln wir die Sonderfialle n =1, d.h. f: R D> I — R™, und m = 1, d.h.
f:R" D> D — R. Der allgemeine Fall (m > 1,n > 1) ldsst sich hierauf
zuriickfithren.

VIII.1. Kurven im R"

VIII.1.1. Parameterdarstellungen. In der Praxis hat man héau-
fig das Problem, ein geometrisches Gebilde ,, Kurve* oder , Weg“ ana-
lytisch, d.h. durch Funktionen darzustellen. In der Ebene sind bereits
einige Darstellungsarten bekannt (s. Abschnitt V.5 (S. 197)):

e die evtl. nur abschnittsweise explizite Darstellung y = f(x) als
Graph einer Funktion,

e die implizite Darstellung F'(x,y) = 0,

e die Parameterdarstellung.

Fiir die allgemeine Behandlung eignet sich am besten die Parameterdar-
stellung mit der Vorstellung, dass die Kurve die Bahn eines bewegten
Punktes darstellt, der zur Zeit ¢ den Ortsvektor x(t) besitzt.

Wir betrachten daher vektorwertige, auf einem Intervall I C R
erkldarte Funktionen x : I — R". Jede derartige Funktion besteht aus

277
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n Komponentenfunktionen z; : I — R, 1 < i <mn, d.h.

1(t)
x(t) = : tel.
Tn(t)
Der Grenzwertbegriff wird komponentenweise erklart:
ZL’l(t> C1
lim : =|:] < limz(t)=¢ (1<i<n).
t—to t—to
T (t) Cn

Dementsprechend heifit x : I — R™ in ¢ty € I bzw. auf [ stetig bzw.
differenzierbar, wenn alle Komponentenfunktionen in ¢tq € I bzw. auf 1
stetig bzw. differenzierbar sind. Die Ableitung wird komponentenweise
berechnet:

d 1 ()
x(t) = Zx(t) = lim o[x(t +h) =x(@)] = |
(1)

mit &;(t) = <La,(¢). Man nennt x(¢) den TANGENTIALVEKTOR von X
an der Stelle ¢ (vgl. Abschnitt V.5.2 (S. 199) fiir den Fall n = 2).
Mit x,y : I — R", o, € Rund g : I — R gelten folgende

Rechenregeln:

%[ax(t) + By ()] = ax(t) + By(t)
Lit) -y (0] = () - y(t) + x(8) - ¥(0)

%[x(t) Xy(t)] =%(t) xy(t) +x(t) xy(t) fallsn=3
d

9] = 9(6)x(t) + g(t)x(?).

DEFINITION VIIL1.1. Seien G C R" und [a,b] C R. Wir nennen
jede stetig differenzierbare Funktion x : [a,b] — G ein KURVENSTUCK
in G mit ANFANGSPUNKT x(a), ENDPUNKT x(b) und SPUR {x(¢) :
a <t <b}. x(a) und %x(b) sind als einseitige Ableitungen zu verstehen.
Ein Kurvenstiick heift REGULAR, wenn X(t) # 0 ist fiir alle ¢ € [a, b].

BEMERKUNG VIIL.1.2. (1) Unter einer KURVE versteht man eine
Kette von aneinanderhéngenden Kurvenstiicken (vgl. Definition 1X.2.2
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(S. 330)). Wir beschrianken uns im Augenblick aber auf Kurvenstiicke.
(2) Statt ,Spur eines Kurvenstiickes“ sagt man héufig auch kurz ,, Kur-
venstiick”.

Fiir ein reguléres Kurvenstiick x : [a,b] — R™ existiert fiir jedes
t € [a,b] die Zahl

s(t):/at |>'<(T>|d7:/at V(T + .+ dn(7)2dr.

Sie heifit BOGENLANGE des Kurvenstiickes. L(x) = s(b) heifit die
LAENGE des Kurvenstiickes. Wegen des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung aus Abschnitt V.1.3 (S. 171) ist

Man nennt

ds = |x(t)|dt das (SKALARE) BOGENELEMENT
dx = x(t)dt  das VEKTORIELLE BOGENELEMENT.

ds ist in erster Néherung die im Zeitintervall [t,¢ 4+ dt] zuriickgelegte
Weglinge.

VIII.1.2. Das begleitende Dreibein, Kriimmung und Tor-
sion. Wir betrachten ein regulires Kurvenstiick x : I — R? im Raum,
d.h. n = 3. Die Bewegung eines Massenpunktes entlang eines solchen
Kurvenstiickes und die Auswirkung von Kréaften und Momenten in den
einzelnen Kurvenpunkten wird am besten in einem der Geometrie ange-
passten begleitenden kartesischen Koordinatensystem (x(t) : T, N, B)
beschrieben, in dem sich auch die Basisvektoren T, N, B mit dem Pa-
rameter ¢ verdndern. Dieses Koordinatensystem heifst BEGLEITENDES
DREIBEIN und wird wie folgt definiert. Es ist

T(t) heifitt TANGENTENVEKTOR des Kurvenstiicks an der Stelle t.
Weiter ist
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B(t) = T(t) x N(t)

N(t) heifit HAUPTNORMALENVEKTOR, B(t) heifit BINORMALENVEK-
TOR.
Die Parameterdarstellung der Kurventangente im Punkt x(ty) lautet

y(\) = x(to) + A\T(ty), A€ R.

Die von N(tg) und T(¢y) im Punkt x(to) aufgespannte Ebene heifit die
SCHMIEGEEBENE der Kurve im Punkt ?y. Ihre Parameterdarstellung
lautet

Y()‘a M) = X(tO) + )‘T(tO) + MN(tO)a )‘a JUES R.
Die Anderungsrate
1 1
—~ AT= —
As s(ty) — s(t)
des Tangentenvektors bezogen auf die Bogenldnge beschreibt anschau-
lich das mittlere Kriimmungsverhalten der Kurve im Parameterinter-

vall [t,t1] bzw. [t1,t]. Mit der Regel von le 'Hopital ergibt sich fiir den
Grenzwert t; — t:

[T(t:) = T(#)]

. 1 1 .

Wegen $(t) = |%(t)| nennt man daher

I . .
mT(t) den KRUMMUNGSVEKTOR und
X
T(t .
K(t) = | , )l die KRUMMUNG
|%(t)]

der Kurve an der Stelle ¢.
Fiir die Darstellung von x und X ergibt sich im begleitenden Drei-
bein:

Diese Formel hat folgende KINEMATISCHE DEUTUNG:

Stellt x die Bewegung eines Massenpunktes dar, so ist dessen Geschwin-
digkeitsvektor x = $T tangential zur Bahn in Durchlaufrichtung und
dem Betrag nach gleich der Momentangeschwindigkeit . Der Beschleu-
nigungsvektor x hat 3T als Tangential- und $2xN als Normalkompo-
nente. Daher kann % als Radius eines Kriimmungskreises in der Schmie-
geebene gedeutet werden.
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Wegen T x T =0 und T x N = B ergibt sich aus obiger Formel
x(t) x %(t) = $(t)*k(t)B(t).
Wegen |B| =1 folgt

%(t) x ()]
"0 = T RoP

1 .
B() = s X0

Wegen dieser Formel bestimmt man das begleitende Dreibein
(T,N,B) am besten in der Reihenfolge

1
T_f}.(,
%]
r . .
= ——X X X,
|x X X|
N=BxT.

Fiir eine ebene Kurve, d.h. x3(t) = 0 fiir alle ¢, liefern die hergeleite-
ten Formeln bis aufs Vorzeichen die Formeln fiir die Kriimmung aus
Abschnitt V.5.4 (S. 202).

Die Anderungsrate des Binormalenvektors bezogen auf die Bogen-
lange beschreibt das Herauswinden der Kurve aus der Schmiegeebene.
Daher nennt man

——B(t) den TORSIONSVEKTOR.

Wegen B(t) - B(t) = |B(t)]?> = 1 ist B(t) - B(t) = 0, d.h. B ist
orthogonal zu B. Wegen

. d
B=_(TxN
(T xN)

—TxN+TxN
—TxN
ist B auch orthogonal zu T, also parallel zu N. Daher gibt es eine
skalare Funktion 7(¢) mit
1 .
——B(t) = —7(¢t)N(1).
|%(2)]

Diese heifit TORSION der Kurve. Es ist
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_det(x(t),%(t), x(t))
T TR0 < x0F

BEIsPIEL VIII.1.3. Die neutrale Faser einer Schraubenfeder wird
dargestellt durch

rcost
x(t) = | rsint |, 0<t<2mn.
ht

Dabei ist r der Radius, 2wh die Ganghohe und n die Windungszahl.
Es ist

—rsint
x=| rcost |,

h

—rcost
x(t) = [ —rsint |,
0

rsint
X(t) = | —rcost
0

Mit der Abkiirzung
R=[%(t)] = Vr2+ h2

folgt hieraus fiir das Begleitende Dreibein

1 [~7 sint
T(t) = = rcost |,
h
—cost
N(t) = [ —sint |,
0
1 hsint
B(t) = = | —hcost
R
r
und fiir Kriimmung und Torsion
r
) = —5——=
h

m(t) = r2 4+ h2’
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Eine Belastung F = —Fe3 mit der Schraubenachse als Wirkungslinie
erzeugt in jedem Punkt x(¢) der Schraubenfeder das Moment

sint
m(t) = —xxF=rF | —cost
0

Es besitzt im begleitenden Dreibein (T, N, B) die Zerlegung
m=m-T)T+ (m-N)N+ (m-B)B

Fr? Frh
=T+ —B.
R R

VIII.2. Reellwertige Funktionen mehrerer reeller
Veridnderlicher

VIIIL.2.1. Einige topologische Grundbegriffe. Der Betrag ei-
nes Vektors x € R" ist geméf Abschnitt 11.6.7 (S. 108) definiert durch

x| = /22 + ... +22.

Dementsprechend ist [x — y| der Abstand zweier Punkte x,y € R™.
Zu a € R” und r > 0 heifit die Menge

B(a)={xeR":|x—a| <r}
der (OFFENE) BALL UM a MIT RADIUS r.

BeispieL VIIL.2.1. Fiir n = 1 ist B,(a) das offene Intervall (a —
r,a+r). Fiir n = 2 ist B,(a) das Innere des Kreises mit Mittelpunkt a
und Radius r. Fiir n = 3 ist B,(a) das Innere der Kugel mit Mittelpunkt
a und Radius 7.

DEeFINITION VIIL.2.2. Sei D C R" eine nichtleere Menge.

(1) Ein Punkt a € D heifit INNERER PUNKT von D, wenn es ein
r > 0 und einen Ball B,(a) um a mit Radius r gibt, der ganz
in D liegt, d.h. B.(a) C D.

(2) Die Menge D heifit OFFEN, wenn jeder Punkt von D ein innerer
Punkt ist.

(3) Ein Punkt b € R™ heiffit RANDPUNKT von D, wenn jeder Ball
B,(b) um b mindestens einen Punkt von D und mindestens
einen nicht zu D gehorenden Punkt enthélt. Die Menge al-
ler Randpunkte von D heifit RAND von D und wird mit 9D
bezeichnet.

(4) Eine Menge D heifit ABGESCHLOSSEN, wenn sie alle ihre Rand-
punkte enthélt.

BrisPIEL VIIL.2.3. (1) Die Menge K = {(z,y) : 22 + y? < 1} ist
offen mit Rand 0K = {(z,y) : 2* + y* = 1}.
(2) Die Menge R = {(z,y) : |z] <1, |y| < 1} ist abgeschlossen. Die
Menge ihrer inneren Punkte ist {(x,y) : |z| < 1, |y| < 1}, ihr Rand ist
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OR = {(x,y) : |x| =1 oder |y| = 1}.

(3) Die Menge S = {(z,y) : 2> + y* < 1,2 > 0,y > 0} ist weder offen,
noch abgeschlossen. Thr Rand ist 05 = {(z,y) : 2> +¢y* = 1,2 > 0,y >
0}U{(z,0): 0 <2 <1}U{(0,y):0 <y <1}, die Menge ihrer inneren
Punkte ist {(z,y) : 2 + y* < 1,2 > 0,y > 0}.

DEFINITION VIII.2.4. (1) Eine Menge D C R™ heifit BESCHRANKT,
wenn es ein K > 0 gibt mit D C Bg(0), d.h. wenn fiir alle x € D gilt
x| < K.

(2) Eine Menge die beschriankt und abgeschlossen ist, nennen wir KOM-
PAKT.

BeispieL VIIL.2.5. (1) Die Menge R aus Beispiel VII1.2.3 (2) ist
kompakt.
(2) Die Mengen K und S aus Beispiel VIII.2.3 (1) und (3) sind be-
schriankt, aber nicht kompakt.
(3) Die Menge H = {(z,y) : * > 0} ist abgeschlossen, aber nicht
beschrankt.

VIIIL.2.2. Reelle Funktionen mehrerer reeller Verdnderli-
cher. Unter einer reellen Funktion von n reellen Verédnderlichen ver-
steht man eine auf einer nichtleeren Teilmenge D des R™ definierte
Abbildung f : D — R mit Werten in R. Sie ordnet jedem Punkt
x = (z1,...,2,)7 € D des Definitionsbereiches eine reelle Zahl z =
f(x) = f(x1,...,2,) zu. Fir Funktionen in 2 bzw. 3 reellen Verénder-
lichen schreibt man haufig auch f(x,y) bzw. f(z,vy, 2).

Zur Untersuchung und Darstellung einer Funktion f : R" D D — R
ist es haufig vorteilhaft, sie auf speziellen Mengen zu betrachten:

e den NIVEAUMENGEN N, = {x € D : f(x) = ¢} mit ¢ € R,
e den zu den Koordinatenachsen parallelen Geraden durch D;
man erhélt dann die Funktionen einer reellen Verédnderlichen
x; — flay,...,a;-1,%;, Git1,...a,) mit (a,...,a,) € D kon-
stant.
Im Fall n = 2 bzw. n = 3 bezeichnen die Niveaumengen Kurven in
der Ebene bzw. Flachen im Raum.

BEISPIEL VIIL.2.6. (1) Die Gerade 22+ 3y = 1 ist die Niveaumenge
der Funktion f(z,y) = 2z + 3y zum Wert ¢ = 1.
(2) Der Kreis 22 +y* = r? ist die Niveaumenge der Funktion f(z,y) =
2% + y? zum Wert ¢ = r2.
(3) Die Ebene 4z — 2y + 3z = 4 ist die Niveaumenge der Funktion
f(z,y,2) = 4z — 2y + 3z zum Wert ¢ = 4.
(4) Die Niveauflachen eines quadratischen Polynoms in drei Verédnder-
lichen sind Quadriken x” Ax + b’x + ¢ = 0 im R3.

Wie im Fall n = 1 kann man jeder Funktion f : R®™ D D — R ihren
GRAPHEN
Iy ={(x, f(x)):xe€ D} c R""



VIIL.2. FUNKTIONEN MEHRERER VERANDERLICHER 285

zuordnen. Er ist die Niveaumenge zum Wert ¢ = 0 der Funktion
F(z1, .., xns1) = Tpyr — fa1, .., 20).

VIIIL.2.3. Grenzwerte und Stetigkeit. Wir erinnern an die De-
finition der Stetigkeit einer Funktion einer reellen Verdnderlichen aus

Abschnitt I11.3.1 (S. 123).

DEeFINITION VIIL.2.7. Sei f:R* D D — Rundae€ DUJD.
(1) f hat in a den GRENZWERT ¢ € R, kurz f(x) — c fir x — a
oder lim f(x) = ¢, wenn es zu jedem noch so kleinen £ > 0
einen Ball Bs(a) um a mit Radius ¢ gibt, sodass |f(x) —c| < ¢

ist fiir alle x € D N Bs(a).
(2) f heifit STETIG in a € D, wenn lim f(x) = f(a) ist.

(3) f heiit STETIG auf D, wenn f in jedem Punkt a € D stetig
ist.

Fiir stetige Funktionen mehrerer reeller Verdnderlicher gel-
ten die gleichen Rechenregeln wie in Abschnitt I111.3.2 (S.
123).

BEIspIEL VIII.2.8. Die Projektionen p; : R” — R mit p;(x) = z;
sind stetig. Aufgrund der Rechenregeln fiir stetige Funktionen ist jedes
Polynom

p(x) = Z Ay, T ke
k;<m
in n reellen Verénderlichen stetig. Ebenso ist jede rationale Funktion

p(x)
X)=—F—=
fx) )
in allen Punkten xq stetig, in denen ¢(xq) # 0 ist.

BErISPIEL VIII.2.9. Betrachte f : R? — R mit

B % falls (z,y) # (0,0),
flzy) = {0 " falls (z,y) = (0,0).

Es ist
aljli% f(z,0)=0
= f(ov 0)
lim £(0,5) =0
- f(ov O)
aber
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=1

# f(0,0).
Daher ist f nicht stetig in O.

Analog zu Abschnitt I11.3.3 (S. 124) gilt

Jede auf einer kompakten Menge D C R"™ stetige Funktion
f D — R nimmt dort ihr Minimum und Maximum an,
d.h. es gibt ein X, € D und ein X, € D mit

f(Xmin) < (%) < f(Xmax)
fir alle x € D.

BEISPIEL VIIL.2.10. Die Funktion f(z,y) = e ist auf R? stetig.
Wegen
lim e =0 und lime' =00

t——o00 t—o00
nimmt sie auf R? weder Minimum noch Maximum an. Dagegen besitzt
sie auf der kompakten Menge R aus Beispiel VIII.2.3 (2) ein Minimum
und ein Maximum. Mit Hilfe der Methoden der AbschnittAbschnitt
VIIL.3.6 (S. 305) und VIIL.3.7 (S. 307) erhalten wir
1

I)I{léi}%(f(:t) =e, Ecneilglf(x) =e .

VIIIL.2.4. Partielle Ableitungen, der Gradient. Sei D C R"
offen, f : D — R und a € D. Existiert die Ableitung der Funktion
x;— flay,...,a_1,%; 11, ..., a,) an der Stelle x; = a;, so nennt man
sie die PARTIELLE ABLEITUNG VON f NACH z; IM PUNKT a und
bezeichnet sie mit g—aé(a) oder f,.(a):

0
oL (a) = fu(a)
o %%E[f(al, ey @i, Q; +h,ai+17---aan)
— flay, ..., a,)]
- }Lji%%[f(aqt he;) — f(a)].

BEISPIEL VIIL.2.11. Fiir f(x,y) = z%y®> + yInz auf D = {(z,y) €
R?: 2z > 0} folgt

0
L (2,9) = Fuloo) = 205 + 2,
of

By (z,y) = fyz,y) = 32%y* +Inx.
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Die Funktion f heiit PARTIELL DIFFERENZIERBAR, wenn alle par-
tiellen Ableitungen existieren. Sie heifit STETIG PARTIELL DIFFEREN-
ZIERBAR, wenn alle partiellen Ableitungen existieren und stetig sind.
Die Funktion aus Beispiel VIII.2.11 ist stetig partiell differenzierbar.

Fasst man die partiellen Ableitungen einer Funktion f zu einem
Vektor zusammen, erhilt man den GRADIENTEN von f an der Stelle
a:

grad f(a) =

aas (a)

BEISPIEL VII1.2.12. Fiir f(z,y,2) = e**% + 2%y2? erhalten wir
et 4 2y 23
grad f(x,y,2) = [ 2T + 2223
3w2y2?

Jede partielle Ableitung % ist eine reelle Funktion von n reellen
Verdnderlichen und kann ggf. erneut partiell abgeleitet werden. Dies
definiert die partiellen Ableitungen hoherer Ordnung:

_ o
TiTi T (9—.1'12
0 (of
O (33_1> ’
2
x;0x;

_ 9 (9
N aiL'j 0951 ’ W

BeispieL VIIL.2.13. (1) Fiir die Funktion aus Beispiel VIII.2.11
erhalten wir

82
fm(x,y) = @(x,y)
Y
- 2y3 - ﬁ?
82
fyy(*ray) - 3_gﬂ(x’y)
= 627y,
82
f:vy(x7y) - ax—ay('ray>
= 6xy? l
- y + 9
xr
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2
fye(w,y) = o

1
= 6ay* + —.
T
(2) Definiere f : R? — R durch
Fag) = |7V fir (@) # (0.0
7 0 fur (z,y) = (0,0).

Da fiir alle z,y € R gilt f(z,0) = 0 und f(0,y) = 0, ist f,(0,0) =
f4(0,0) = 0. Fiir (z,y) # (0,0) erhalten wir

72— y2 4x2y2
fx(x’w—y(xQ—l—y?+(J:2—|—y2)2)’
.132 o y2 4{E2y2

.Z'Q + yQ (I2 + y2)2 :

fo(@,y) =x<

Hieraus folgt

fxy((),()) = }Jli% Y

— 1 -y
= l1im —
y—0 y

und

Also ist
f2y(0,0) # f4e(0,0).
Wie Beispiel VIII.2.13 (2) zeigt, kann es bei hoheren partiellen Ab-

leitungen einen Unterschied machen, in welcher Reihenfolge man die
Variablen ,abarbeitet”. Es gilt jedoch:

VERTAUSCHBARKEITSKRITERIUM FUR PARTIELLE ABLEI-
TUNGEN: Existieren alle partiellen Ableitungen zweiter Ord-
nung und sind stetig, so ist

o (01\_ o (0f
Ox; <8xj> Oz <39€z>

fiir alle 1 < 1,7 < n. Eine analoge Aussage gilt fiir partielle
Ableitungen hoherer Ordnung.
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Wir fiithren folgende Abkiirzung ein (k > 1):

C%D,R)={f:D —R: fist stetig},
C*(D,R) = {f: D —R: alle particllen Ableitungen der
Ordnung < k existieren

und sind stetig}.

VIII.2.5. Die totale Ableitung und lineare Approximation.
Sei wieder D C R" offen, f: D — R und a € D.

Die Funktion f heifit in Punkt a TOTAL DIFFERENZIERBAR bzw.
LINEAR APPROXIMIERBAR, wenn es einen Vektor g € R™ gibt mit

lim ——{£(x) — f(a) — g - (x — a)} = 0.

x—a |x — a|
Ist f im Punkt a total differenzierbar, wird f in der Ndhe von a
durch die lineare Funktion
9a(x) = f(a) +g- (x—a)
approximiert. Fiir den Fehler
Ra(x) = f(x) = ga(x)

dieser Approximation gilt

Man sagt hierfiir auch
Ra(x) = o(|x — al).

Die Niveaumenge

{xeD: f(x)=f(a)}
wird also in der Ndhe von a durch die Menge

[x€D:ga(a) = fla)} = {x € D:g-(x—a) =0}

approximiert. Fiir n = 2 ist dies eine Gerade durch a senkrecht zu g;
fiir n = 3 handelt es sich um eine Ebene durch a senkrecht zu g.

Es gilt folgender Zusammenhang zwischen partieller und totaler
Differenzierbarkeit:

Die Funktion f seiin a € D total differenzierbar. Dann gilt:
(1) f ist in a stetig.
(2) Fiir alle v € R™ ist
1

lim = [f(a+tv) — f()] = g v.

t—
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(3) fistin a partiell differenzierbar und g = grad f(a).

Teil (3) dieses Ergebnisses besagt:

»f in a total differenzierbar = f in a partiell differen-
zierbar.“

Die Umkehrung dieser Aussage ist im allgemeinen falsch. Es gilt jedoch:

Jede Funktion f C C*(D,R) ist auf D total differenzierbar.

Hieraus ergibt sich:

TEST FUR DIE TOTALE DIFFERENZIERBARKEIT: Berechne
die partiellen Ableitungen und priife, ob sie stetig sind.

BEISPIEL VIII.2.14. Fiir die Funktion f(z,y) = z*+ 2z%y* +y und
den Punkt a = (1, 1) erhalten wir
f(L1) =4,

(42?4 62?y?
gradf($ay) - ( 4x3y+ 1 )

erad f(1,1) — (150) .

Die partiellen Ableitungen sind Polynome und somit stetig. Daher ist
f total differenzierbar. Die lineare Approximation im Punkt a = (1,1)
lautet
Ga(z,y) =4+ 10(x — 1) +5(y — 1).

Die Niveaumenge {(z,y) : f(x,y) = 4} wird in der Ndhe von (1,1)
durch die Gerade 10(z — 1) +5(y — 1) = 0, d.h. 10z + 5y = 15 approxi-
miert. Der Graph von f ist die Fliche z = 2* + 223y? 4+ y. Der Punkt
(1,1,4) liegt auf dieser Fliche. Die Gleichung der Tangentialebene an
diese Flédche in diesem Punkt ist

Z = ga(z,y)
d.h.
z=44+10(x — 1)+ 5(y — 1).

VIIIL.2.6. Einfache Anwendungen. Fiir einfache Fehler- und
Néherungsrechnungen wird eine Funktion f mehrerer Verédnderlicher
in der Néhe eines Punktes a durch ihre lineare Approximation ersetzt.

BrispiEL VIIL.2.15. f(z,y) = 2¥ = ¢V™®) wird in (1, 3) wegen
f(1,3) =1,
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vt
gradf(:t,y) = (h’yl(l')my) )
3
s - 3
durch 1+3(xz—1) linear approximiert. Damit erhélt man z.B. fiir 1.023-%!
den Naherungswert 1.06. Der genaue Wert ist 1.061418168. . ..

Werden statt der wahren Werte x = (x4, ..., x,) die Naherungswer-
te xo = (o1, - - -, Ton) gemessen, dann belasten die Messfehler |Az;| =
|z; — zo;| den Funktionswert mit dem Fehler

[AFX)] = [f(x) = f(x0)|
~ | grad f(xo) - (2 — o)

i=1 i

Sind also fiir die einzelnen Messungen Fehlerschranken |Az;| < S; be-
kannt, so erhédlt man eine ungefdhre Fehlerschranke S fiir die Funkti-

onswerte (JAf(x)| <.S) durch

n

S%Z

i=1

BEIsPIEL VIII.2.16. Fiir den Elastizitdtsmodul F eines Stabes mit
quadratischem Querschnitt a, Linge ¢, Ausbiegung h und Belastung F'
gilt

E=E(F,h,{,a) =4Fha™.

Misst man ¢ = 50 cm auf 1%, a = 2 cm auf 1%, h = 2 mm auf 3% und
F = 130 N auf 0.5% genau, so ergibt die Fehlerrechnung bei linearer
Approximation

AFE 8 OF oF
—Ah+ —Al+ —A
‘ ' |E] |0 ' "o AT
1
= W|4E3h_la_4AF — 4F€3h_2a_4Ah
a
+12FCh~ a Al — 16 FPh 20" Aa|
A Al
< — |+ 3|—

= 0.105
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und somit
N
E = 203125—2 4+ 10.5%
mm

= 203125 + 21328.125%.
mm

VIIIL.2.7. Die Richtungsableitung. Die partiellen Ableitungen
einer Funktion f geben die Anderung der Funktionswerte entlang der
Koordinatenachsen an. Es ist naheliegend, die entsprechenden Ande-
rungen entlang beliebiger Richtungen zu betrachten. Ist daher v € R"
ein beliebiger Einheitsvektor, d.h. |[v| = 1, so nennen wir den Grenzwert

0uf(@) = lim S[f(a+1v) — f(a)]

t—0

— sofern er existiert — die RICHTUNGSABTEILUNG VON f IN RICHTUNG
Vv AN DER STELLE a.

Es gilt folgender Zusammenhang mit totaler und partieller Diffe-
renzierbarkeit.

Die Funktion f : D — R sei im Punkt a total differenzier-
bar. Dann existieren alle Richtungsableitungen 0, f(a) von
fin a und es ist

Ovf(a) = grad f(a) - v =

BeispiEL VIII.2.17. (1) Ein Massenpunkt durchquere mit der kon-
stanten Geschwindigkeit v = (2,4,7)7 einen Raum mit der Tempera-
turverteilung T = f(x,y, z) = 2xy + 4yz. Er erfihrt dann im Punkt a
die momentane Temperaturdnderung

M%f@=h@mﬁ®ﬁﬁzgmﬂﬂw.

Fiir a = (1,1, 1) ergibt sich insbesondere der Wert

2 2 2
grad f(1,1,1)- (4| ={2+4 |- |4 ]| =56.
7 4 7

(2) Sei A € R™" eine symmetrische Matrix. Fiir die zugehorige qua-
dratische Form ¢ gilt

q(x) = xT Ax
grad ¢(x) = 2Ax
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Ovq(x) = 2(Ax) - v
= 2xT Av.

VIIIL.2.8. Die Kettenregel. Seien D C R” offen, f : D — R
partiell differenzierbar und x : [a,b] — D die Parameterdarstellung
eines Kurvenstiickes in D. Dann wird durch [a,b] ¢t — f(x(t)) eine
Funktion ¢ : [a,b] — R definiert. Diese Funktion ist differenzierbar und
es gilt die KETTENREGEL

%f (x(t)) = grad f(x(t)) - X(t)

BEISPIEL VIIL.2.18. Fiir die Funktion f(z,y,z) = 2?y*2z und die
Schraubenlinie x(¢) = (rcost,rsint, ht)? erhalten wir:

2x1°2
grad f(z,y,2) = | 32°y°2 |,
22y
—rsint
x(t) = | rcost |,
h

d 2r4ht cos t sin® ¢ —rsint

af(x(t)) = [ 3r*htcos®tsin®t | - [ rcost
75 cos? t sin® ¢ h

= —2r°ht costsin® t + 3r°ht cos® t sin’ t
+ rPhcos? tsin®t
= r°hcostsin®t[—2tsin’t + 3t cos® t + cos t sint].

Die Kettenregel benotigt man immer dann, wenn neue Variablen
eingefithrt werden und die partiellen Ableitungen bzgl. der neuen Va-
riablen zu berechnen sind.

BEeISpIEL VIII.2.19 (EBENE POLARKOORDINATEN). Durch z =
rcosp, y = rsin wird die Funktion f(z,y) transformiert in

F(r,p) = f(rcosp,rsing).
Falls f € C? ist, ergibt sich fiir die partiellen Ableitungen von F mit
der Kettenregel

F.=f;-cosp+ f, sinp
F, = fy-(—rsing) + f, - (rcosyp)
Frr - fx:p 'COS290+2fxy 'COS<PSin90+fyy 'Sin290
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Frp = fox - (—rsingcosp) + fo - (—7 sin? ¢ + 7 cos® )
+ fyy - (rcospsing) + f, - (—sing) + f, - (cos p)

Fop = for (r?sin® @) + fo, - (=2r% cos psing) + f,, - (r* cos® ¢)
+ fu(=rcosp) + f,(—rsiny).

Lost man diese Beziehungen nach der partiellen Ableitung von f auf,
erhélt man fiir » # 0

1
fo=F,-cosp— —F,sinyp
r

1
fy=F, -sinp+ ;Fw COS .

Hieraus ergibt sich fiir den LAPLACE-OPERATOR (vgl. Abschnitt
VIIL.4.4 (S. 319)):

Af:fxx+fyy
1 1
:FT‘T‘_‘_;F’I’_‘_T_QFQOQO

10 (oFY 1,
ror Tar r2- e

BeispieL VIII.2.20 (RAUMLICHE KUGELKOORDINATEN). Mit dem
Ansatz x = rcosypsinf, y = rsinpsing, z =rcosfmitr > 0,0 < ¢ <
27, 0 < 6 < 7 erhélt man fiir die Funktion f(x,y, z) die transformierte
Funktion

F(r,p,0) = f(rcosgsinf, rsinpsind, rcosf).
Anwenden der Kettenregel liefert
F, = f, - (cospsin®) + f, - (sinpsin®) + f, - (cos0)
F, = fy - (—rsinpsin®) + f, - (rcos¢sinf)
Fy=f,-(rcospcosf) + f, - (rsingcosf) + f, - (—rsinh).

Hieraus ergibt sich fiir den LAPLACE-OPERATOR (vgl. Abschnitt
VIIL.4.4 (S. 319)):

Af = fxx + fyy + fzz

2 1 1 1
= F7‘7‘ + ;Fr + mew + ﬁFgg + T_Z(COt 0) : Fg

—ig Qa_F _|_—1 F _|_—1 2 '@a_F
2o\ or ) T r2sin?e % 2smooe \> o8 )
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VIII.3. Anwendungen der Differentiation

VIIIL.3.1. Richtung des stirksten Anstieges. Fiir eine diffe-
renzierbare Funktion f : R” D D — R ist der Anstieg in einem Punkt
a € D in Richtung eines Einheitsvektors v € R™, |v| = 1, gemafl Ab-
schnitt VIIL.2.7 (S. 292) gegeben durch die Richtungsableitung

Oy f(a) = grad f(a) - v = | grad f(a)| cos a.

Dabei ist o der Winkel zwischen den Vektoren v und grad f(a). Also
ist der Anstieg maximal, wenn cos o maximal ist, d.h. wenn a = 0 ist.
Das bedeutet:

grad f(a) = Richtung des maximalen Anstieges der
Funktion f im Punkt a.

Da f genau dann ansteigt, wenn — f abfallt, gilt:

— grad f(a) = Richtung des maximalen Abfallens der
Funktion f im Punkt a.

Diese Beobachtung fiihrt auf das GRADIENTENVERFAHREN zur Be-
stimmung eines Maximums (bzw. Minimums) einer Funktion f:

Ausgehend von einer Startndherung xq berechne grad f(xg) und
setze x1 = Xo+hgrad f(xg) (bzw. x; = xo—h grad f (X)) mit ei-
ner problemangepassten Schrittweite A > 0. Falls f(x;) > f(xo)
(bzw. f(x1) < f(xo)) ist, setze das Verfahren mit x; an Stelle
von xq fort. Andernfalls halbiere h und probiere den entspre-
chenden neuen Wert von x; aus.

VIIIL.3.2. Tangenten und Tangentialebene. Ist f : R" D D —
R eine differenzierbare Funktion, definiert die Gleichung f(x) = ¢ mit
konstantem ¢ € R eine Hyperfldche in D. Fiir jede Kurve x(¢) auf dieser
Hyperfliache gilt f(x(t)) = c fiir alle ¢. Durch Differentiation folgt mit
der Kettenregel

grad f(x(t)) - x(t) =0 fiir alle ¢.

Wir werten diese Formel nun fiir die wichtigen Spezialfille n = 2 und
n = 3 aus.

»n = 2% In diesem Fall beschreibt f(x) = ¢ eine Kurve. Ist (zg, yo) ein
Punkt auf dieser Kurve, besagt obige Gleichung, dass grad f(zo, yo)
senkrecht ist zur Tangente an die Kurve im Punkt (zg, y9). Also lautet
die NORMALENGLEICHUNG DER TANGENTE AN DIE NIVEAUKURVE
f(z,y) = ¢ IM PUNKT (z0,o):
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fa(z0, y0) (@ — 20) + fy (20, Y0)(y — yo) = 0.

,n = 3“ In diesem Fall beschreibt f(x) = c¢ eine Fliache. Ist xq =
(20, Yo, 20) ein Punkt auf dieser Fliche, besagt obige Gleichung, dass
grad f(xg) senkrecht steht zu allen Tangenten an die Fliche im Punkt
xg. Alle diese Tangenten spannen eine Ebene auf, die sog. TANGEN-
TIALEBENE. Daher lautet die NORMALENGLEICHUNG DER TANGEN-
TIALEBENE AN DIE NIVEAUFLACHE f(z,y,2) = ¢ IM PUNKT (z0, Yo,

Zo):

fa(20, Y0, 20)(x — 20) + fy(20, Yo, 20) (¥ — vo)
+ fZ(an?JOa ZO)(Z - Zo) = 0.

BEeispiEL VIIL.3.1. (1) Betrachte einen Kreis mit Mittelpunkt (u, v)
und Radius r. Dieser entspricht der Niveaukurve

fl@,y) = (z —u)®+ (y —v)* =%

Ist daher (zg,yo) ein Punkt auf dem Kreis, lautet die Normalenglei-
chung der Tangente in diesem Punkt

2(zo — u)(z — z0) + 2(yo — u)(y — yo) = 0.
Dividieren wir diese Gleichung durch 2, schreiben
r—Top=T—U+UuU—2Xg
Y=—Y% =y —utu—1

und nutzen die Kreisgleichung fiir (zy, yo) aus, erhalten wir die bekannte
Darstellung

(w0 — u)(x —u) + (yo —u)(y —u) ="

(2) Das Paraboloid i—z—i-z—j —2pz = 0 mit p # 0 besitzt im Flachenpunkt
(20, Yo, 20) die Tangentialebene
2xo(z — x0) | 2y0(y — o)
a? * b?

Dividieren wir diese Gleichung durch 2 und nutzen die Beziehung

—2p(z — 2z) = 0.

2 2
Lo , Yo _
2 + 2 2pzg =0
aus, erhalten wir die Darstellung
ToT
Dot L Y (24 20) = 0.

a? b2
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VIIIL.3.3. Die Taylor-Formel. Sei D C R" eine offene Menge,
a ein Punkt in D, f : D — R eine hinreichend oft differenzierbare
Funktion und v € R™ mit |v| =1 ein Einheitsvektor. Dann gibt es ein
€ > 0, so dass die Funktion

p(t) = fla+tv)

auf (—e, e) definiert und differenzierbar ist. Fiir diese Funktion gilt die
Taylor-Formel aus Abschnitt VIL.3.1 (S. 267)

p(t) = 9(0) + $(0)t + ZH(O)7

1
+o+ Hga(k)(O)tk - (k1)

) k+1

® n)t

(k+1)!

mit einem geeigneten n € (0,1).

Wir wollen diese Formel durch die Funktion f und deren Ableitun-
gen ausdriicken.
Konstruktionsgeméf ist

Wegen der Kettenregel ist

p(t) = grad f(a +tv) - v,
¢(0) = grad f(a) - v
= oy f(a).

Wir wollen auch die hoheren Ableitungen ¢, ..., *) durch Richtungs-
ableitungen von f in Richtung v ausdriicken. Dazu fithren wir den
Differentialoperator

0. = i_|_ i_|_ + i
V_Ul&’zzl Uz@xg Un@xn

ein und bezeichnen mit 0% dessen k-malige Ausfiihrung. Dann ist
p=0uf, p=04f, ... 8V =05f.
BeispieL VIIL.3.2. Fiir
fla,y) =2’y

109

erhalten wir

und

1
ovf = 5(9x2y2 + 8$3y)7
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1
02 f = %{3(181@2 + 242%y) + 4(18z%y + 82°)}
1
= %{54:@2 + 1442*y + 322°}

1
RS = E{3(54y2 + 288y + 9627) + 4(108xy + 1442?)}

1
= E5{162y2 + 12962y + 86427}

Driicken wir in der Taylor-Formel fiir ¢ alle Ableitungen durch 0,
aus, erhalten wir die TAYLOR-FORMEL IN n VERANDERLICHEN:

flatv) = (@) + O f (@)t + 5ORF@)E + ..+ 0k fla
1

0T 1)!8§+1f(a + nv)t*T mit einem 7 € (0, 1).

+

Sind x und xg zwei verschiedene Punkte in D derart, dass die Stre-
cke von xy nach x ganz in D verlauft, kénnen wir in obiger Formel
a=uxy, V= \xf—lx0|(x —Xp) und t = |x — Xo| wihlen. Wir erhalten dann

F6) = o) + 0 (00) e — o] + 502 (o) —
+...+ %Oﬁf(xoﬂx — xo|"

1
5T f (%0 + m(x — x0))|x — x|

MRS

1
tv=_——(x— d 0,1).
mit v |X—X0|<X xo) und n € (0,1)

Der Ausdruck

T(F:0) () = F00) + O o) e — ol + 502300 —

1
+...+ y&’if(x())lx — xo/*

mit v = (x — xp))

Ix — Xo

ist ein Polynom vom Grade k in x und heifit k-tes TAYLOR-POLYNOM
von f mit Entwicklungspunkt xg.

BeispieL VIII.3.3. Wir wollen fiir die Funktion f aus Beispiel
VIII.3.2 das Taylor-Polynom T5(f;x0) zum Entwicklungspunkt xo =
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(1,2) bestimmen. Dazu betrachten wir zunéchst einen beliebigen Ein-
heitsvektor v. Dann ist

Ovf =v1fe+v2fy
= v132%y* + v22°y,
Oz [ = vi1[v1 fo + vafyle + va[v1 fu + v fyly
= v1[V162Y* + V262°Y] + Vo[v1627%Y + V2277

= vf6:cy2 + V109 123:23/ + v§2x3.
Damit ergibt sich

avf<X0) = 12’01 -+ 4’[}2,
0% f(x¢) = 24v? + 24v vy + 203
Sei nun x # X, ein beliebiger Punkt. Mit dem speziellen Einheitsvektor

v = m(x — Xg) erhalten wir aus obiger Formel

|x — x0|0yv f(x0) = 12(x — 1) + 4(y — 2),
|x — x0|?02 f(x0) = 24(x — 1)* + 24(z — 1)(y — 2) + 2(y — 2)*.
Wegen f(xg) = 4 ergibt sich damit
Io(fi%0)(x) =4+ 12(x — 1) + 4(y — 2)
+12(x — 1) + 12z — 1) (y — 2) + (y — 2)*.

VIII.3.4. Die Hesse-Matrix. Fir eine zweimal differenzierbare
Funktion f heifit die symmetrische Matrix

o*f
Hia) = a
(@)= (@) .
2%f 2% f 2%f
d_:c%( ) 8:618:1:2( ) Tt O0x10xn (a)
92 . 9?2 . 9?2 ‘
8a:ngzl (a) 8mngrg (a) o LB_%f(a)

die HESSE-MATRIX von f an der Stelle a.
Mit Hilfe der Hesse-Matrix konnen wir das 2-te Taylor-Polynom
von f besonders leicht darstellen

T5(f;%0)(x) = f(x0) + grad f(xo) - (x — Xo)

s s )
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BEISPIEL VIIL.3.4. Fiir die Funktion f(z,y) = 23y aus Beispiel

VIIIL.3.2 ist
_ (377
gradf(x,y) - (21’33/) 3

6xy?> 622
Hien) = (o ).

Damit ergibt sich fiir den Entwicklungspunkt xo = (1,2)7 aus Beispiel
VIIL.3.3

To(fix0)(x) = 4+ (142) ' G - ;>

+ %(;E —1,y—2) G;L 122> (g B ;)
=4+ 12(x —1)+4(y —2)
+12(z — 12 +12(x — 1)(y — 2) + (y — 2)%.
Aus der Taylor-Formel folgt

f(x) = Ta(f;%0)(x) + Ra(x;%0)

1
XIEEO mRQ(X; xg) = 0.
D.h., die Funktion f wird durch das Polynom T5(f;x¢)(x) in der Nihe
von xg mit einem Fehler o(|x — x¢|?) approximiert. Zusammen mit der
Darstellung von T5(f;x0)(x) hat dies in den Féllen n = 2 und n = 3
folgende anschauliche Deutung:
,n = 2“ Der Graph z = f(z,y) wird in der Nihe des Fliachenpunk-
tes (o, Yo, f(zo,v0)) approximiert durch die SCHMIEGEQUADRIK

z = f(xo,vy0) + fu(xo,yo)(z — z0) + fy(x0,Y0)(y — ¥o)

mit

+ %fm(xo, Yo)(z — 1’0)2 + fay (%0, Y0) (= — 20) (Y — Yo)

+ %fyy(%; Y0) (Y — Yo)*-

Falls H(zo,y0) # 0 ist, ist diese ein Paraboloid oder ein parabolischer
Zylinder. Man nennt den Flachenpunkt iiber (zg,yo) FLACH, wenn die
Schmiegequadrik eine Ebene ist, d.h. wenn Hy(zo,y0) = 0 ist. Man
nennt den Flachenpunkt ELLIPTISCH bzw. HYPERBOLISCH bzw. PARA-
BOLISCH, wenn die Schmiegequadrik ein elliptisches Paraboloid bzw.
ein hyperbolisches Paraboloid bzw. ein parabolischer Zylinder ist.

BEISPIEL VIII.3.5. Der AFFENSATTEL z = 2° — 3zy? hat im Punkt
(x,y) = (0,0) einen Flachpunkt mit der (x,y)-Ebene als Tangential-
ebene. Die Hesse-Matrix ist

[ 6z -6y
Hy= (—6y —690) '
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Thre Determinante ist —36(z% + y?) und ist auBerhalb von (0, 0) stets
negativ. Daher ist jeder Punkt der Fliache mit (z,y) # (0,0) hyperbo-
lisch.

,n = 3% Die Niveaufliche f(z,y,z) = ¢ wird in der N&he eines
Flachenpunktes (xg, yo, 20) approximiert durch die Quadrik

r — XTg
grad f(zo,v0,20) - | ¥ — Yo
zZ — 20
T
Tr — 2o T — Xo
+§ y—% | Hf(xo,y0,20) | ¥y =20 | =0.
Z— 20 Z— 20

BErispiEL VIIL.3.6. Betrachte die Niveaufldche
T Ccosy + ycosz + zcosx = 2
und den Flachenpunkt (0,0, 2). Es ist

f(z,y,z) =xcosy + ycosz+ zcosz,

cosy — zsinx

grad f(z,y,2z) = | —xsiny +cosz | ,
—ysin z + cosx
1
grad f(0,0,2) = [ cos2 |,
1
—zcosx —siny —sinz
Hy(z,y,z) = | —siny —zcosy —sinz |,
—sinx —sinz —ycosz
-2 0 0
H(0,0,2)=1| 0 0 —sin2
0 —sin2 0

Daher lautet die Schmiegequadrik
r+ycos2+z—2—2°—y(z—2)sin2 = 0.
Dies ist ein zweischaliges Hyperboloid.

VIIL.3.5. Implizite Funktionen. Sei D eine offene Teilmenge
des R? und f : D — R eine hinreichend oft differenzierbare Funktion.
Wir betrachten die Niveaukurve f(x,y) = 0 und fragen uns, ob sie
in der Ndhe eines Punktes (zg,yo) mit f(xg,y0) = 0 als Graph einer
Funktion g der Variablen x darstellbar ist. Wenn dies der Fall ist, muss
g(xo) = yo sein und fiir alle z in der Ndhe von xy muss gelten

f(, 9(x)) = 0.
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Falls g differenzierbar ist, folgt hieraus mit der Kettenregel

Je(z,9(7)) + fy(x79<x>>gl<$) = 0.

Diese Gleichung sollte zumindest fiir x = 5 nach der Steigung ¢'(xo)
auflosbar sein. Das ist aber dann der Fall, wenn

fy(z0, 9(z0)) = fy(w0,90) # 0

ist. In der Tat kann man zeigen, dass f,(zo,v0) # 0 tatséchlich die
Darstellbarkeit der Niveaukurve als Graph garantiert.

SATZ UBER IMPLIZITE FUNKTIONEN: Die Funktion f sei
auf der offenen Menge D C R? differenzierbar. Fiir (g, y9) €
D gelte

f(@o,90) =0 und  fy(zo,y0) # 0.

Dann gibt es ein offenes Intervall I mit o € I und eine
differenzierbare Funktion ¢ : I — R mit

(1) g(zo) = vo,

(2) (z,9(x)) € D fiir alle z € I,

(3) f(z,g(x)) =0 fiir alle z € 1.

(4) fy(z,g(x)) #0 fur alle z € 1.

Fiir die Ableitung von g gilt
Jal, g(x
) — _Aelaa@)
fy(@,g(x))
Falls f € C* ist, k > 2, ist g k-mal differenzierbar. Die

Ableitungen von ¢ erhélt man durch Differenzieren obiger
Gleichung.

BEeispiEL VIIL.3.7. Wir betrachten die nichtlineare Gleichung
(%) ety a4t -1=0

oder dquivalent

eV +yd=1—2%— 23

Um die Losbarkeit dieser Gleichung zu untersuchen, betrachten wir die
Funktion

h(y) = e’ +y°.
Wegen
R (y) =e’+3y> >0
ist sie monoton wachsend. Weiter ist

lim Ah(y) = —oc0, lim h(y) = oc.

y——00 y—00
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Daher ist h : R — R bijektiv und zu jedem z € R gibt es genau ein
y € R mit
1—2% -2 =h(y) = e’ +9°.
Also definiert die Gleichung (*) implizit eine Funktion g : R — R mit
eI Lgx)P + a4+ 22 —1=0 fir alle .

Alle Versuche, diese Gleichung nach g aufzultsen, scheitern. Wir konnen
aber den Satz iiber implizite Funktionen anwenden:
Es ist

flz,y)=e"+y* +2° + 2> -1,
fo(w,y) = 32* + 20,
fu(@,y) =€’ +3y* >0 fiir alle y.

Damit folgt

32?4 2z
! - .
g(x)= 0 T 3g(2)? fur alle .
Durch Differenzieren dieser Gleichung kénnen wir Ableitungen beliebi-
ger Ordnung von g berechnen, z.B.

62 + 2 32% + 2z
"(z) = — (d ()@ + 64’
9@ = =S g T @ gy W @+ 69 @)g())
6x + 2 322 + 2z o(2) /
ed(@) 4 3g(x)? * (eg(a:) + 3g(x2))? (e +69g())g'(v)
6x +2 (32% + 2x)?

= EE (o) 4 6g(a)-

e+ 34 ) (65 + 3 ()"

Fiir z = 0 erhalten wir wegen €° = 1 z.B.

9(0) =0
g'(0) =0
9"(0) = -2

und

g(x) = —2* + o(z?).

Mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen kénnen auch die
Extrema von implizit definierten Funktionen bestimmt werden:
Differenzieren wir die Identitét fiir ¢’ im Satz iiber implizite Funktionen
ein weiteres Mal, erhalten wir

vy Jea(@g(2)) + fay(z, g(2))g (2)
7(2)= (@, 9(@)

+fy(x7g(x))2(fxy< ,g( ))+fyy( 79( ))g< ))
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Insbesondere ist ¢'(z¢) = 0, wenn f,(xg,y0) = 0 ist. In diesem Fall
vereinfacht sich der Ausdruck fiir ¢”(zy) zu

_ fas(@0,90)

g (x(]) B fy(%,yo) '

Damit folgt

Die durch f(z,y) = 0 implizit definierte Funktion y = g(x)
hat an der Stelle (zo, o) eine horizontale Tangente, wenn
gilt

f(xo,y0) =0, fa(zo,90) =0, fy(xo, o) # 0.

xp ist ein lokales Maximum von g, wenn gilt
fx:r (.I'o, 3/0)
fy(x0, v0)
xo ist ein lokales Minimum von g, wenn gilt
fmx ([L'(), yO)
fy(x07 ?JO)

> 0.

< 0.

Der Satz iiber implizite Funktionen gilt allgemein fiir Funktionen
f:R" D> D — R in der Umgebung eines Punktes a = (ay,...,a,)"
mit f(a) =0 und a‘%(a) # 0. In diesem Fall gibt es eine offene Menge

U C R mit (ay,... ,an,l)T € U und eine differenzierbare Funktion
g :U — R mit

flxy, ... xp1,9(xy, ... x0—1)) =0 furalle (zq,...,2,-1) € U.
Fiir die partiellen Ableitungen von g gilt

a _ fxi($1a---axn—hg(xla---axn—l))
g(x1, . Tpq) = — )
axi fwn(xlv'"axn—hg(‘rl:'-'axn—l))

Beispier VIII.3.8. Durch
f(z,y,2) =xcosy+ycosz+ zcosx —2 =0

ist implizit eine Funktion z = g(x,y) erkldrt. Es ist ¢(0,0) = 2 und

£.(0,0,2)
~ 1.(0,0,2)

cosy — zsinx

g:c(07 0) =

—ysinz 4+ cosx ‘(0,0,2)
=1,

£,00,0,2)

1-(0,0,2)

cosz — rsiny

gy(()? O) =

—qsin 2z 4+ cos x 1(0,0,2)
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= —cos 2.

VIIIL.3.6. Lokale Extrema. Wir betrachten eine Funktion f :
D — R in n Variablen.

Ein Punkt a € D heifit ein LOKALES MAXIMUM (bzw. LOKALES
MINIMUM) von f, wenn es ein r > 0 gibt, sodass fiir alle x € B.(a)ND
gilt

f@) =z f(x) (bzw. f(a) < f(x)).

Gilt die entsprechende Ungleichung fiir alle x € D, heifft a ein GLOBA-
LES MAXIMUM bzw. (GLOBALES MINIMUM). Ein LOKALES EXTRE-
MUM ist ein lokales Minimum oder Maximum.

Eine Hauptaufgabe der angewandten Analysis ist die Bestimmung
solcher lokalen Extrema. Je nachdem, ob sie im Innern von D oder auf
dem Rand von D liegen, hat man unterschiedliche Charakterisierungen.

Wir beschéftigen uns in diesem Abschnitt mit lokalen Extrema im
Inneren von D. Sei a ein solches Extremum und v € R™ mit |v| = 1
ein beliebiger Einheitsvektor. Dann hat die Funktion ¢(t) = f(a+ tv)
in ¢ = 0 ein lokales Extremum. Gem&fi Abschnitt IV.2.1 (S. 140) muss
also gelten

0=¢'(0) =grad f(a) - v.

Da v ein beliebiger Einheitsvektor ist, muss also grad f(a) zu allen
Einheitsvektoren senkrecht sein. Das ist nur moglich, wenn grad f(a) =
0 ist. Damit haben wir folgende NOTWENDIGE CHARAKTERISIERUNG
LOKALER EXTREMA IM INNERN VON D:

a ist lokale Extremalstelle von f = grad f(a) = 0.

Punkte a mit grad f(a) = 0 nennt man auch STATIONARE PUNKTE
von f. Es gilt also:

Jede lokale Extremalstelle im Innern von D ist ein stati-
ondrer Punkt.

MERKREGEL: Zur Bestimmung der lokalen Extrema sind
zunéchst alle stationdren Punkte zu bestimmen.

Sei nun a ein stationérer Punkt von f. Dann ist in der N&he von a

1
F(x) = f(a) + 5(x —a)" Hy(a)(x — a) + of|x — af).
Daher ist a genau dann ein Minimum bzw. Maximum von f, wenn es
ein Minimum bzw. Maximum der Quadrik 5(x — a)” Hy(a)(x — a) ist.
Damit haben wir folgenden EXTREMSTELLEN-TEST:
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a sei ein stationiirer Punkt der C?-Funktion f. Dann gilt:
e Hy(a) ist positiv definit = a ist lokales Minimum.
e Hy(a) ist negativ definit = a ist lokales Maxi-
mum.
e Hy(a)ist indefinit = a ist kein lokales Extremum.

MERKREGEL: Berechne fiir jeden stationdren Punkt die
Hesse-Matrix und priife, ob sie positiv definit, negativ defi-
nit oder indefinit ist.

Im Falle von zwei Verdnderlichen, d.h. n = 2, lautet der Extrem-
werttest:

a sei stationdrer Punkt von f: R? D D — R, d.h. f,(a) =
fy(a) = 0. Dann gilt
o det He(a) > 0 und f,,(a) > 0 = a ist lokales
Minimum.
e det He(a) > 0 und f,,(a) < 0 = a ist lokales
Maximum.
e det Hf(a) < 0 = a ist kein Extremum.

BrispieL VIIL.3.9. Wir betrachten die Funktion
f(z,y) = 20* + y* — 227 — 22
Es ist
grad f(z,y) = (ijji B iz) :

Also sind die stationédren Punkte von f bestimmt durch die Losungen
des nichtlinearen Gleichungssystems

422> —1) =0

4y(y* — 1) = 0.

Da ein Produkt a3 genau dann Null ist, wenn mindestens ein Faktor
gleich Null ist, hat f neun stationéire Punkte

a; = (0,0), a; = (0,1), azg = (0,—-1),
1 1 1
a = (%7())7 a5 = (ﬁ? 1)7 A = (E? _1>7
1 1 1
ay = (—E,O), ag — (—E,l), ag — (_ﬁ’_l)
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Fiir die Hesse-Matrix erhalten wir
24x% — 4 0
Hf(l',y)— ( 0 12y2_4) )
det Hy(z,y) = 16(62° — 1)(3y* — 1).

Dies ergibt folgende Tabelle
aj A as a, | Ay | Ag ay | Ag | Ag

foz(ay) | —4| —4| —4 8| 8| 8 8| 8] 8
det Hy(a;) | 16 | —32| —32| —32 |64 |64 | —32 | 64 | 64

Also hat f bei a; ein lokales Maximum und bei as, ag, ag und ag ein
lokales Minimum; a,, a3, ay und a; sind keine Extrema.

VIIIL.3.7. Extrema unter Nebenbedingungen. Wir betrach-
ten nun Extremalpunkte auf dem Rand des Definitionsbereiches D der
Funktion f. Haufig ist der Rand lokal als Schnitt von Niveauflichen
gegeben. Diesen Fall wollen wir untersuchen. Dazu betrachten wir der
Einfachheit halber zunéchst den Fall nur einer Niveauflache. Dazu seien
f und g zwei geniigend oft differenzierbare Funktionen in n Verdnder-
lichen. Wir suchen die Extremwerte von f auf der Niveauflache

M={xeR":g(x)=0}.

1. METHODE: AUFLOSEN DER NEBENBEDINGUNG. Man 16st die
Bedingung g(x) = 0 nach einer Variablen auf, d.h. man stellt M als
Graph einer Funktion in n — 1 Variablen dar. Losen wir z.B. nach der
Variablen z,, auf, ist M von der Form {(xy,..., 2,1, h(z1,...,24-1)}
mit einer geeigneten Funktion hA. Wir konnen diese Darstellung in f
einsetzen und erhalten auf diese Weise eine Funktion in n —1 Variablen

F($1, e ,SL’n_l) = f(l’l, ey Tp_1, h(.ﬁ(}l, . ,In_l)).
Die Extremalstellen von F’ kénnen wir nun wie im vorigen Paragraphen
bestimmen.

BeispieL VIII.3.10. Wir wollen die Extrema von

fla,y) =e™
auf dem Kreisrand
2 + y2 =1
bestimmen, d.h.
g(x,y) = 2> +y* - 1.
Wegen f(—xz,—y) = f(z,y) konnen wir uns auf den oberen Halbkreis
beschranken. Dort ist

y=v1—22 mit —1<z<1.

Setzen wir dies in f ein, miissen wir die Extrema von

F(z) = e™ 1-a?
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auf [—1, 1] bestimmen. Kandidaten sind zunéchst die Randpunkte z =
+1; es ist

F(+1) = 1.

Weitere Kandidaten sind die stationédren Punkte von F'. Wegen

1
Fllx) =V 01 — g2 — g2 —
) t Vel
1

= aV1=a%(1 _ 942)

sind dies die Punkte j:\%. Wegen

®

ist - ein Maximum und —-% ein Minimum. Wegen der Symmetrie
V2 V2 & y
f(=z,—y) = f(x,y) folgt insgesamt:

f hat Maxima in (%, \/LE) und (—\/L57 —\%)

f hat Minima in (—\/Lﬁ, \/Li) und (\%, —\/Lﬁ)

[\

2. METHODE: PARAMETRISIERUNG DER NEBENBEDINGUNG. Be-
trachte als Beispiel den Spezialfall n = 2. Falls wir eine Parameter-
darstellung x(t), t € I, der Kurve M kennen, kénnen wir diese in f
einsetzen. Wir erhalten so eine Funktion einer Verdnderlichen

p(t) = f(x(1)),
deren Extrema wir in Abschnitt IV.2.1 (S. 140) bestimmen konnen.
BeispieL VIIL.3.11. In Beispiel VIII.3.10 ist
x(t) = (cost,sint), 0<t<2m,
eine Parameterdarstellung. Wir erhalten
gp(t) _ peostsint _ e%sin(2t)_

Wegen
o' (1) = cos(2t)ez (20

5m

. . . . _ 7 __ 3m _
sind die stationdren Punkte von ¢ gegeben durch t = 7, ¢ = =F, t = 2

und t = %’r, wobei 7 und %” Maxima und ?jf und %r Minima sind.

3. METHODE: LAGRANGE-MULTIPLIKATOREN. Dieser Methode
liegt folgender Satz zugrunde:
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Sei a € R" eine Extremalstelle von f unter der Neben-
bedingung ¢g(x) = 0. Dann gibt es eine Zahl A, genannt
LAGRANGE-MULTIPLIKATOR, so dass (a, \) ein stationdrer
Punkt der LAGRANGE-FUNKTION

L(x,A) = f(x) + Ag(x)
ist, d.h.
grad f(a) + Agradg(a) =0

und

g(a) =0.

MERKREGEL: Stelle die Lagrange Funktion
L(x,A) = f(x) + Ag(x)

auf und bestimme alle ihre stationdren Punkte.

BrispieL VIIL.3.12. Die Lagrange-Funktion zu Beispiel VIII.3.10
lautet

L(x,\) = e™ + \2? +y* — 1).

Die stationéren Punkte sind die Losungen des nichtlinearen Gleichungs-
systems

L.(z,y,\) =0 < ye™ + 2 x =0
L,(x,y,\) =0 < xe™ +2\y =0
Ly(z,y,\) =0 <= 2?4+ 9y —1=0.

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit x und die zweite Gleichung
mit y, addieren die beiden Ergebnisse und niitzen die dritte Gleichung
aus. So erhalten wir

0 = zye™ + 2Xz? + zye™ + 2\y?
= 2xye™ + 2 (22 + 3?)
~—

=1
= 2xye™ 4 2.

Also ist
A= —xye™.
Setzen wir dies in die ersten beiden Gleichungen ein, erhalten wir
0 = ye™ — 22%ye™ = y(1 — 22%)e™

0 = ze™ — 2zy%e™ = z(1 — 2y°)e™.
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Die Losungen dieses Gleichungssystems sind

a; = (070)7

1 1
as = (0, E), az = (07 _E)a

1 1

ay = (E,O), a5:<_ﬁvo)a
o NS
ANl e

1 1 1 1

ag=(——=,—), ag=(—,——).
Da die Punkte a;, as, a3, a; und a5 die Nebenbedingung nicht erfiillen,
bleiben nur die Kandidaten ag, ay, ag und ag. Durch Einsetzen in f
und Vergleichen der Funktionswerte sehen wir, dass ag und a; Maxima
und ag und ag Minima sind.

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall des Durchschnittes meh-
rerer Niveauflichen

g1(x) =0, ..., gr(x) =0.

In diesem Fall stellt man eine Lagrange-Funktion auf und bestimmt
deren stationédre Punkte. Die Lagrange-Funktion hat jetzt die Form

L(x, A1,y M) = f(x) + Z Xigi(x).

BeispiEL VIII.3.13. Sei S die Kugeloberflache
4 =1
und E die Ebene
r+y+z=0.
Wir suchen die Extrema von
fla,y,z) = e™*
auf SN E. Die Lagrange-Funktion lautet mit A, ;1 an Stelle von A\, Ao:
L(x,y, 2, A\, p) = € + M2 + > + 2° — 1) + p(z + y + 2).
Die Bedingungen fiir einen stationdren Punkt sind
yze™* + 2 x+pu =0
xze™* + 2 y+pu=20
xye™* + 20z +pu=0
P24y +22-1=0
r+y+2z=0.
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Multiplizieren wir die erste Gleichung mit x, die zweite mit y und die
dritte mit z, addieren die Ergebnisse und beachten die vierte und fiinfte
Gleichung, erhalten wir

0 = 3zyze™ + 2\ (2° + > + 2%) +u(z + y + 2)

=1 =0

= 3xyze™* + 2\
also
3
A= —éxyzexyz.

Setzen wir dies in die ersten drei Gleichungen ein, erhalten wir

e yz(1—32%) +pu =0
(xx) e xz(1—3y*) +pu=0

e ry(1 —32%) + u = 0.

Subtrahieren wir die erste von der zweiten und dritten Gleichung er-
halten wir

e 2(y — )1+ 3zy) =0
e y(z —z)(1 4 3zz) = 0.
Man beachte, dass die zweite Gleichung aus der ersten durch Vertau-

schen von y und z hervorgeht. Analog erhélt man durch Vertauschen
von z und z die Gleichung

e a(y — 2)(1 + 3yz) = 0.

Wir betrachten zuerst den Fall x = 0. Einsetzen in die Gleichungen
(xx) liefert p = 0 und yz = 0. Also ist auch y = 0 oder z = 0. Dies ist
aber nicht mit den beiden Nebenbedingungen vereinbar. Analog fithren
die Annahmen y = 0 und z = 0 zum Widerspruch.

Als néchstes betrachten wir den Fall + = y. Diese Annahme fiihrt
wegen der beiden Nebenbedingungen auf die Losungen

-1
a=—|1], a,=— [ —1

Vo \ s o\

Analog erhélt man fiir die Félle y = z und x = z die Losungen

1 _12 1 21
az = —= ; as=—1|-1],
V6 1 V6 1
1 1
1 1
as— — -2, ag=— [ 2

Schliefllich miissen wir noch den Fall 1+ 3xy = 0 betrachten. Da offen-
sichtlich  # 0 sein muss, kénnen wir diese Gleichung nach y auflosen.
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Setzen wir das Ergebnis in die erste Nebenbedingung ein und beriick-
sichtigen die zweite Nebenbedingung, erhalten wir

l=a2*+ > + 2

N~~~
1 =mz= Y

922 ~—~—

1 1 — 322
2 2
v 912 ( 3x )

1
=52 (18z* — 62 + 2)

also
0=182" — 152% + 2

mit den Losungen

und

Dies sind die bereits bekannten Losungen as, . ..ag. Analog sieht man
ein, dass die Fille 1 +3yz = 0 und 1+ 32z = 0 zusétzlich nur noch die
bereits bekannten Losungen a; und ay liefern.

Wegen

1

flay) = flas) = f(as) = e 5,
flas) = f(ay) = f(ag) = 03VE

sind daher a;, ag und a5 Minima und a,, a; und ag Maxima.

VIIIL.3.8. Extrema auf kompakten Mengen. Jede stetige
Funktion f : D — R auf einer kompakten Menge D C R™ nimmt
ihr Maximum und Minimum an (vgl. Abschnitt VII1.2.3 (S. 285)). Die
Extremstellen bestimmt man durch eine Kombination der Methoden
der beiden vorigen Paragraphen.

BeispiEL VIIL.3.14. Gesucht sind die Extrema von
fz,y) = 32% = 22y + ¢
auf der Kreisscheibe
D ={(r,y) e R*: 2* +y* < 1}.

Wir suchen zunéichst Extremwerte im Innern von D und gehen dazu
wie in Abschnitt VIII.3.6 vor. Die Bedingungen fiir einen stationéren
Punkt sind

6z —2y =0
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—2z 4+ 2y = 0.

6 =2
det<_2 2):8

hat dieses LGS nur die Losung x = 0, y = 0. Da
6 -2
Hf(ovo) = (_2 ) )

positiv definit ist, ist dieses ein lokales Minimum; der zugehorige Funk-
tionswert ist 0. Wir wissen aber noch nicht, ob es sich um ein globales
Minimum handelt!

Nun betrachten wir den Rand von D und gehen dazu wie in Abschnitt
VIIL.3.7 vor. Die Lagrange-Funktion lautet

L(z,y,\) =322 — 2vy + > + A2 + % — 1).

Die Bedingungen fiir einen stationdren Punkt sind

Wegen

6r — 2y + 2 x =0 d.h. —3r+y= A\
—2rx+2y+2\y=0 d.h. r—y=A\y
w2 +y2—1=0.

Also miissen wir die Eigenwerte A\ der Matrix

(34

und die zugehorigen normierten Eigenvektoren bestimmen.
Das charakteristische Polynom lautet:

det (_31_ b Z) B4 2)1+2) -1

=244z + 2
=(z+2)?2-2

und hat die Nullstellen —2 + /2. Die Gleichungssysteme fiir die Eigen-
vektoren lauten fiir A = —2 + /2

(;}l—_(l\/—ﬁ)jg;yy z 8 —y=(1+V2)z
=T = j:;
4422

und fiir A = =2 — /2

(-14+V2)z+y = 0

T+ (1+v2)y =0 =y =(1-V2e
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Also sind unsere Kandidaten fiir die Extremalstellen

Ay = —Aj

-]

Die zugehorigen Funktionswerte sind

4
flag) = f(a1) = PN

4
flay) = f(az) = =2

Also sind ag und a4 globale Maxima und (0,0) das globale Minimum
von f.

VIIIL.4. Vektorwertige Funktionen

VIII.4.1. Die Differentiation. Wir betrachten Funktionen f, die
Punkten x € D C R™ Vektoren f(x) € R™ zuordnen:

f:R">D—R"

fi(x)
fx)=1|
fm(x)
fl(Il, N ,Zl'n)
fm(z1, Cy Ty

Die Begriffe ,Grenzwert®, , Stetigkeit®, , partielle Ableitung® sind fiir
solche vektorwertigen Funktionen komponentenweise definiert:

e GRENZWERT:

lim f;(x)
X—XQ
lim f(x) = :
i lim £, (x)
X—X(

e STETIGKEIT: f ist stetig in x, <= alle Komponentenfunk-

tionen f1,..., f, sind stetig in xq.
e PARTIELLE ABLEITUNGEN:
of . (%0)
(x0) = : 1<i<n.
8.731' 8fm.
G (%o)
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Die vektorwertige Funktion f : R" D D — R™ heifit im Punkt xq € D
TOTAL DIFFERENZIERBAR oder LINEAR APPROXIMIERBAR, wenn es
eine m x n Matrix A gibt mit
1

lim ———{f(x) — f(x9) — A(x —x¢)} = 0.

x—=x%0 |X — Xq
f ist genau dann linear approximierbar, wenn alle Komponentenfunk-
tionen fi, ..., f., linear approximierbar sind. In diesem Fall ist die obige
Matrix A eindeutig bestimmt. Sie heiffit JACOBI-MATRIX von f an der
Stelle xo und wird mit Df(xg) bezeichnet. Ihre Zeilenvektoren sind die

transponierten Gradienten der Komponentenfunktionen fy, ..., f,:
(grad f1(x0))T
Df(Xo) =
(grad fm(x0))"
g—Q(X()) e %(XQ)
%(Xo) e %’:(Xo)

BEeIsPIEL VIII.4.1. Jede lineare Abbildung f : R" — R mit f(x) =
Ax und A € R™*™ ist total differenzierbar. Fiir alle x ist Df(x) = A.

BeispIEL VII1.4.2 (POLARKOORDINATEN). Der Streifen
D={(r,p):r>0,0<¢p <2}
der kartesischen (r, ¢)-Ebene wird mittels
_ [rcosep
B(r. ) = (r sin go)
auf die kartesische (z,y)-Ebene abgebildet, sodass zu jedem Punkt

(x,y) # (0,0) genau ein Punkt (r,¢) € D gehort. Die Jacobi-Matrix
dieser Abbildung ist

_ [cosp —rsing
DE(r, ) = <sing0 T COS ) ’

Fiir die Jacobi-Matrix gelten folgende Rechenregeln (v, w : R" —
R™ f:R*"—>R, a,3 € R):

= aDv(x) + fDw(x

)

(%) v(x)(grad f(x))"
(x)" Dw(x) + w(x)" Dv(x)
(%)
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AcHTUNG: Der Ausdruck v(x)(grad f(x))” in der zweiten Formel
ist kein Skalarprodukt, sondern eine m x n Matrix. Die Vektorpro-
dukte auf der rechten Seite der vierten Gleichung sind spaltenweise zu
nehmen.

BEISPIEL VIII.4.3 (QUASILINEARE ABBILDUNGEN). Wir betrach-
ten eine skalare Funktion f : R® D D — R und eine m x n Matrix
A. Mit ihnen definieren wir eine vektorwertige Funktion f : D — R™
durch f(x) = f(x)Ax. Eine solche Funktion nennt man QUASILINEAR.
Fiir die Jacobi-Matrix ergibt sich

DE(x) = f(x)A + (Ax)(grad f(x))".

VIII.4.2. Das Newtonverfahren. Das Newtonverfahren mit sei-
nen Modifikationen ist das wichtigste Verfahren zur numerischen Lo-
sung nichtlinearer Gleichungssysteme mit n Gleichungen und n Unbe-
kannten. Ein solches Gleichungssystem kann stets in die Form gebracht
werden

(%) f(x)=0

mit einer Funktion f : R® D D — R". Die Idee des Verfahrens ist
die gleiche wie bei Gleichungen in einer Unbekannten (vgl. Abschnitt
IV.2.6 (S. 150)):

Wir nehmen an, dass wir eine Niaherungslosung x, fiir (x) ,geraten®
haben. Falls f differenzierbar ist, wird f in der Ndhe von xy durch
die lineare Funktion x — f(xg) + Df(x0)(x — X¢) approximiert. Wir
ersetzen f in (%) durch diese Approximation und erhalten das lineare
Gleichungssystem

f(xo) + Df(x0)(x —x%¢) =0

fiir den unbekannten Vektor x. Es ist genau dann losbar, wenn die
Jacobi-Matrix Df(x() invertierbar ist. In diesem Fall lautet die Losung
des linearen Gleichungssystems

X1 =Xpo — Df(Xo)_lf(X(]).

Wir nehmen x; als neue, hoffentlich bessere Naherung fiir die Losung
von (*) und wiederholen das Verfahren mit x; an Stelle von xq.

BEMERKUNG VIII.4.4. Selbstversténdlich wird bei der Berechnung
x; die Matrix Df(xq) nicht invertiert. Stattdessen wird das lineare
Gleichungssystem

Df(x0)(x1 — x0) = —f(x0)

mit dem Gaufischen Eliminationsverfahren oder einem seiner Verwand-

ten gelost (vgl. Abschnitte I1.1.4 (S. 57) und I1.2.5 (S. 68)).

Zusammenfassend lautet das NEWTONVERFAHREN:



VIII.4. VEKTORWERTIGE FUNKTIONEN 317

(1) Gegeben sei eine Nidherungslosung x; fiir das Glei-
chungssystem
f(x) = 0.

(2) Fir k=0,1,... fithre folgende Schritte aus:
(a) Bestimme die Jacobi-Matrix Df(xy).
(b) Falls Df(xy) singulér ist, breche das Verfahren
ab.
(c¢) Andernfalls berechne die Losung z des linearen
Gleichungssystems

Df(xy)z = —f(xy).
(d) Setze

Xp+1 = Xk + Z.

Wie in einer Dimension, n = 1, konvergiert das Newton-Verfahren
nicht fiir jeden Startwert. Falls aber xy hinreichend nahe bei einer
Losung x* des Gleichungssystems liegt, f zweimal stetig differenzierbar
ist und Df(x*) invertierbar ist, kann man zeigen, dass das Newton-
verfahren quadratisch konvergiert. D.h., es gibt eine Konstante ¢ > 0
mit

Ix* — x| < cfx* — xi|?
fiir alle k.

BEeispieL VIIL.4.5. Zur Darstellung der Zahnflanken von Stirnrad-
getrieben verwendet man die Kreisevolvente v mit der Parameterdar-

stellung
x(t)— rsint — rtcost
~ \rcost+rtsint—1r)"

Soll v durch die Punkte (0,0) und (a, b) gehen, fithrt dies auf die beiden
folgenden nichtlinearen Gleichungen fiir » und ¢:

fi(r,t) = rsint — rtcost — a =0
fa(r,t) =rcost +rtsint —r —b =0
Die Jacobi-Matrix von f im Punkt (rg, ) lautet

sinty — tg costy roto sin tg
costy +tgsintyg — 1 rotgcosty )

Die Determinante der Matrix ist roto(sintg — o). Sie ist ungleich Null
sofern rotg # 0 ist.

Fir (a,b) = (1,1) und die Startwerte (rg,tg) = (2,1.2) liefert das
Newtonverfahren dann z.B. folgende Werte:

7”0:2 t0:12
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r1 = 2.12598 to = 1.17449
ro = 2.12891 to = 1.17504
ry = 2.12891 to = 1.17504.

VIII.4.3. Die Kettenregel. Betrachte zwei offene Mengen D C
R" und G C R™ und zwei Funktionen f : D — R™ und g : G — R*
derart, dass f(D) C G ist. Dann ist die Komposition gof : D — R*
wohldefiniert. Sind f und g differenzierbar, ist auch gof differenzierbar
und es gilt die KETTENREGEL:

D(g o f)(x0) = Dg(f(x0)) Df (o).

BEISPIEL VIII.4.6. Sei f : D € R? — R? wie in Beispiel VIII.4.2
und g : R? — R? definiert durch

22y
glz,y) = e
sin(zy)
Es ist
213 3x2y?
Dg(x,y) = [ e et

ycos(zy) xcos(zy)
Damit liefert die Kettenregel

D(gof)(r, ¢)

27 cos psin 3rd cos? psin? ¢ cos© —rsin
= er(cos p+sin ) er(cos p+sin ) ( o8 ® g )
g 5 ) sing 7cos¢

7 sin @ cos(r sin ¢ cos ) T cos ¢ cos(r? sin p cos

574 cos? psin? o r3[—2 cos psin? p+3 cos? psin? ]
= er(cos pFsin @) (cog p4-sin @) re (€08 @+sin9) (cos p—sin )
2r sin ¢ cos ¢ cos(r2 sin ¢ cos ) 12 (cos? p—sin? ) cos(r? sin ¢ cos @)

BEISPIEL VIIL4.7 (BASISWECHSEL). Wir betrachten eine Funk-
tion f : R* D D — R™. Im R” fithren wir ein neues kartesisches
Koordinatensystem (P;by,...,b,) ein und wéhlen im R™ eine neue
Basis (wq,...,w,,). Durch diesen doppelten Basiswechsel im Urbild-
und Bildraum geht f in eine andere Funktion g iiber. Wir wollen die-
se Funktion bestimmen und ihre Jacobi-Matrix Dg durch die Jacobi-
Matrix Df von f ausdriicken.

Einem Punkt x € R™ entspricht im neuen Koordinatensystem der Vek-
tor y, der durch x = By + Igestimmt ist, wobei B die orthogonale
Matrix (by,...,b,) und p = OP ist. Ein Vektor v € R™ hat beziiglich
der Basis (wy, ..., W,,) den Koordinatenvektor w, der durch v =Ww
mit der invertierbaren Matrix W = (w1, ..., w,,) bestimmt ist.

Setzt man v = f(x) und x = By + p, so ist g(y) implizit definiert
durch

v ={f(x)=f(By +p) = Ww = Wg(y).
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Losen wir diese Gleichung nach g(y) auf, erhalten wir

g(y) = W'f(By + p).

Damit folgt aus der Ketenregel

Dg(yo) = W 'Df(x0)B mit xo = Byg + p.

Mit diesen beiden Identitéten lassen sich leicht Eigenschaften einer
Funktion untersuchen, die unabhingig sind von der speziellen Wahl
des Koordinatensystems im Urbild- und Bildraum.

VIII.4.4. Raumliche Skalaren- und Vektorfelder. Der drei-
dimensionale Anschauungsraum wird nach Wahl eines kartesischen Ko-
ordinatensystem (O;ey, ey, e3) durch den R? dargestellt. Dementspre-
chend wird jeder rdumliche Bereich durch eine Menge D C R? darge-
stellt. Ein SKALARENFELD (oder Belegungsfunktion) f:R3> > D — R
ordnet jedem Punkt x € D einen Zahlenwert zu. Ein (rdumliches) VEK-
TORFELD v : R?* D D — R? ordnet jedem Punkt x € D einen Vektor
v(x) zu. Man stellt sich dabei vor, dass jedem Punkt x der entsprechen-
de Vektor v(x) angeheftet ist. Eine Kurve in D heifit FELDLINIE des
Vektorfeldes v, wenn der Vektor v(x) in jedem Kurvenpunkt x parallel
zur Kurventangente ist. Man spricht von einem C"-Skalarenfeld f bzw.
C"-Vektorfeld v, wenn f bzw. v r-mal stetig differenzierbar sind.

BEISPIEL VIII.4.8 (STARRE DREHUNG). Eine Rechtsdrehung mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit w um eine Achse durch den Null-
punkt mit Richtungsvektor a = (ay,as,a3)” mit |a|] = 1 wird darge-
stellt durch

x(t) = cos(wt)xg + (1 — cos(wt))(xp - a)a + sin(wt)a X xg.
Dabei bezeichnet x die Lage zur Zeit t = 0. Fiir die Geschwindigkeit
v(t) = x(t) ergibt sich wegen

ax (axxg) =(a-xg)a—(a-a)xg
= (a-xp)a — X
und a x a = 0 (vgl. Abschnitt 1.4.7 (S. 31)) die Beziehung
v(t) = w{—sin(wt)xq + sin(wt)(xg - a)a + cos(wt)a X Xq}
= wa X x(t).

Damit hat das Geschwindigkeitsfeld einer gleichférmigen Drehbewe-
gung die Darstellung

v(x) =wa X X.
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Das Vektorfeld v : x — wa X x ist linear und hat die konstante Jacobi-
Matrix

Dv(x) = (v(e1), v(es), v(es))

0 —as a9
= as 0 —a|w.
—a9 aq 0

Offensichtlich ist Dv schiefsymmetrisch und hat verschwindende Spur,
d.h divv(x) = 0 fiir alle x € R?® (vgl. Abschnitt VIIT.4.5).

BeispiEL VIII.4.9 (ZENTRALES KRAFTFELD). Eine Punktmasse
M im Ursprung zieht nach I. NEWTON die Punktmasse m in X =
(21, T2, x3) mit der GRAVITATIONSKRAFT

c
K(x) = @x ,x #0
—
an, wobei x = OX und ¢ = —ymM mit v > 0 ist. Das zentrale

Kraftfeld ist quasilinear. Daher ergibt sich fiir x # 0 mit der 3 x 3
Einheitsmatrix I

c c
DK(x) = x(grad(m))T + W]I
= #{X -xI — 3xxT}
c a:% + m?,) — 2:10% —3T12 —3r173
= P —3212 r? 4 13 — 222 —3x923
—3x125 —3x915 22 + 23 — 222

DK ist symmetrisch mit verschwindender Spur, d.h. div K(x) = 0 fiir
alle x # 0 (vgl. Abschnitt VIII.4.5).

BeispiEL VIIL.4.10 (LAMINARE ROHRSTROMUNG). Eine zihe
Fliissigkeit wird durch ein zur xs-Achse koaxiales Rohr vom Radius r
mit geringer Geschwindigkeit gepresst, sodass eine laminare Stromung
entsteht. Das Geschwindigkeitsfeld wurde 1850 unabhéngig voneinan-
der von dem deutschen Ingenieur G. HAGEN und dem franzosischen
Arzt J. L. M. POISEUILLE betimmt zu

0
vix)=c|r?—z}—2}| mital+a; <0 c>0.
0
Fiir die Jacobi-Matrix ergibt sich
0O 0 O
Dv(x)=1[—-2z; 0 —2z3|c.
0O 0 O

Sie ist weder symmetrisch noch schiefsymmetrisch, hat aber verschwin-

dende Spur, d.h. divv(x) = 0 fiir alle x (vgl. Abschnitt VIIL.4.5).



VIII.4. VEKTORWERTIGE FUNKTIONEN 321

VIII1.4.5. Gradient, Divergenz, Rotation und Laplace Ope-
rator. Im Folgenden ist stets D C R3 eine offene Menge und f : D —
R bzw. v : D — R? ein hinreichend oft differenzierbares Skalaren- bzw.
Vektorfeld. Hierfiir konnen wir die folgenden Differentialoperatoren de-
finieren:

GRADIENT:

of
ox

grad f = 87
il

dz3
LAPLACE-OPERATOR (skalar):
O*f  O*f  O%f
Af =
/ 03 i 13 * o3
DIVERGENZ:

. vy Ovy  Ous
divv =
vy 0, * 0s * 03

ROTATION:

Jug _ Ovg
8CE2 8903

— | Qv _ Ous
rotv = D 91

Jua _ Oun
oz Oz

LAPLACE-OPERATOR. (vektoriell):
AUl
Av = AUQ
AUg

Mittels Volumen- und Oberfléichenintegralen (vgl. Abschnitte 1X.4.5
(S. 362), IX.4.6 (S. 363) und IX.5.5 (S. 372)) kann man zeigen, dass
divv die QUELLDICHTE von v und rotv die WIRBELDICHTE von v
beschreiben.

BeispiEL VIII.4.11. Fiir die Vektorfelder der Beispiele VIII.4.8 —
VIIL.4.10 gilt:

e starre Drehung:
v(x) =wa X X
divv(x) =0
rot v(x) = 2wa.

e zentrales Kraftfeld:
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rot v(x) = 0.
e Rohrstromung:
0
v(x)=c|r*—xz?— a3
0
divv(x) =0
T3
rotv(x) =2c| 0

BEISPIEL VIII.4.12. Fir das Vektorfeld

2zy
v(x) = | 2? + 322
92>
erhalten wir
2y 2z 0
Dv(x)=|2x 0 62
0 922 18yz
divv(x) = 2y + 18yz
922 — 62
rot v(x) = 0
20 —2x
922 — 62
= 0
0

Es besteht der folgende Zusammenhang zwischen der Jacobi-Matrix
und den Operatoren Gradient, Divergenz und Rotation:

grad f(xo) = D f(xo)"
div v(x9) = Spur Dv(xo)

rot v(xg) X (x —xqg) = [DV(XQ) — Dv(xo)" | (x — x0).

BEMERKUNG VIII.4.13 (KOORDINATENINVARIANZ). Der Wert von
div v(x) ist unabhéngig vom Koordinatensystem, in dem man v dar-
stellt und die partiellen Ableitungen berechnet. Dasselbe gilt fiir die
Lénge und Richtung von grad f(x) und rot v(x).

Es gelten folgende Rechenregeln:
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rot(grad f) =0 (Gradientenfeld ist wirbelfrei)
div(rotv) =0 (Feld der Rotation ist quellfrei)
div(grad f) = Af
div(fv) = (grad f) - v + fdivv
rot(fv) = (grad f) x v+ frotv
rot(rot v) = grad(divv) — Awv.
Mit dem symbolischen Operator
)
b)
J
V=121,
i
0z

dem sog. NABLA-OPERATOR, lassen sich die vier hier betrachteten
Felder formal als Produkte schreiben:

grad f = V[,
Af=V-(V]),
divv=V_.v

rotv=YV X v.

ACHTUNG: Beim Umgang mit dem Nabla-Operator ist Vorsicht gebo-
ten, da man mit ihm nicht immer wie mit einem Vektor rechnen kann.

BEISPIEL VIII.4.14. Fiir die Vektorfelder

und

erhalten wir

und damit
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V-(fxg)=2zxz+2z+0

= 3Jxz
3y — zy
Vx(fxg)=|a*—3z?
yz —0
3y — zy

= | —222
Yz



KAPITEL IX

Integration von Funktionen in mehreren Variablen

I1X.1. Parameterintegrale

IX.1.1. Ubersicht. Viele wichtige Funktionen der Analysis ha-
ben die Form

d
F(x):/f(x,y)dy ya<x<b.

Da der Integrand von dem Parameter x abhéngt, spricht man von einem
PARAMETERINTEGRAL. Beispiele sind:

e die EULERSCHE GAMMAFUNKTION
o0
[(x) :/ t*le7tdt x>0,
0

o die BESSELFUNKTIONEN
1

In(z) = —/ cos(xsint —nt)dt n € Z,x € R,
T Jo

o die FOURIER-TRANSFORMIERTE

F(f)w) = / Y et it weR

0
Wenn alle Zahlen a, b, ¢, d endlich sind und der Integrand f auf dem
Bereich a < z < b, ¢ < y < d stetig ist, spricht man von einem
EIGENTLICHEN PARAMETERINTEGRAL, sonst von einem UNEIGENTLI-
CHEN PARAMETERINTEGRAL. Fiir beide Félle wollen wir im Folgenden
die Integration und die Differentiation bzgl. der Variablen x untersu-
chen.

IX.1.2. Eigentliche Parameterintegrale. Wir betrachten ein
abgeschlossenes und beschrianktes Rechteck D = [a, b] x [, d] = {(x,y) :
a <z <bec<y<d}inR? und eine stetige Funktion f : D — R.
Dann hat die durch

Fz) = / £, y)dy

definierte Funktion F : [a,b] — R folgende Eigenschaften:
e [ ist stetig auf [a, b].
e [ ist integrierbar und

/ab Fa)da = /ab {/Cdf(x,y)dy} dz

325
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_ /Cd {/abf(x,y)dx} dy.

o Ist f zusitzlich nach der Variablen x partiell differenzierbar
und ist f, auf D stetig, so ist I differenzierbar und

P = [ sena= [ 5

BeispieL IX.1.1. Fur

Flz) = /1 "sin(te)

t

erhalten wir
F'(z) = / cos(tx)dt,
1
F'"(z) = —/ tsin(tx)dt.
1

BEISPIEL IX.1.2. Fiir die BESSELFUNKTION

1 Ko
Jn(z) = —/ cos(zsint —nt)dt ,n€Z
T Jo
erhalten wir
1 K
J (x) = ——/ sin(t) sin(x sint — nt)dt,
T Jo
1 ™
J(z) = ——/ sin?(t) cos(z sint — nt)dt.
T Jo

Den Ausdruck fir J/, kénnen wir mittels partieller Integration umfor-
men

J (x) = % /07r (—sin(t)) sin(z sint — nt)dt

:% cos(t)
t=m
= —cos(t) sin(z sint — nt)
T t=0
1 ™
- — / cos(t) cos(x sint — nt)[z cos(t) — nldt
T Jo

1 ™
=— / cos(wsint — nt)[—x cos®(t) + n cos(t)]dt.
T Jo

Damit ergibt sich
xQJg(x) +2J! (z) + (2* — n?)J,(2)
1

=— / cos(zsint — nt)[—x?sin®t — 2% cos® t + nx cost + x> — n?]dt
T Jo
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1 ™
=— / cos(zsint — nt)n[z cost — nldt
T Jo
n t=m
= —sin(xsint — nt)
T =0

=0.
Also 16st J,, die gewohnliche Differentialgleichung
22 I+ x4+ (2* —n*)J, = 0.

Héufig hangen die Integrationsgrenzen auch von = ab:
h(x)
F(r) = fz,y)dy

g9(z)
Wenn g und h differenzierbar und f nach x partiell differenzierbar sind,
kann man die Ableitung von F' in diesem Fall wie folgt bestimmen:

Definiere ;
G@w@z/f@w@

F(z) = G(z,g(x), h(x)).
Daher folgt mit der Kettenregel
F'(z) = Go(w, 9(2), h(z)) + Gu(=, 9(x), h(x))g (z)
+ Gz, g(x), h(z))h' ()

h(x)
= folw,y)dy — f(z,9(x))g'(x) + f(x, h(z))H' (z).

g(x)

Dann ist

Also insgesamt

d [
dx g9(x)

h(x)
= fol,y)dy — f(z,9(x))g'(x) + f(x, h(z)) (z).

9(x)

fz,y)dy

BeispieL 1X.1.3. Fiir
1 t
= E/ f(u)sin(k(t — u))du
0

erhalten wir mit obiger Formel und ¢(t) =0, h(t) =t
)= 7 [ kG costhlt = )+ 110 snlh )
/ fu) cos(k(t —u))du
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(t) = / kf(u)sin(k(t — u))du + f(t) cos(k(t —t))

= —kz(t) + f(2).
Also ist = eine Losung der Schwingungsgleichung
&4 k*r = f.

I1X.1.3. Uneigentliche Parameterintegrale. Die Resultate der
vorigen Abschnittes konnen nicht ohne Weiteres auf uneigentliche Pa-
rameterintegrale, bei denen z.B. d = oo ist, {ibertragen werden. Man
bendtigt weitere Zusatzbedingungen. Der Einfachheit halber beschrén-
ken wir uns auf einen Spezialfall.

Sei d = 0o und D = [a,b] X [¢,d) = {(z,y) :a < x <bec<y<
d}. Die Funktion f sei in D stetig und nach der Variablen = partiell
differenzierbar mit stetiger Ableitung. Weiter gebe es zwei Funktionen
g,h : [c,d) — R mit den folgenden Eigenschaften:

° |f(z,y)| < g(y) fir alle (z,y) € D,
o |fo(z,y)| < h(y) fir alle (z,y) € D,
d

d
e die uneigentlichen Integrale / g(y)dy und / h(y)dy existie-

c
ren.

Dann existiert fiir jedes x € [a, b] das uneigentliche Integral

/fxy

Die dadurch definierte Funktion F' ist differenzierbar mit

= /Cd fe(z,y)dy

BEeIspIEL 1X.1.4. Wir betrachten
F(z) :/ e cos(at)dt.
0

Es ist f(x,t) = e " cos(xt) und f,(x,t) = —te " sin(xt). Daher gilt
fir alle z, t

—¢2

f(, )] < e, | fula,t)] < te

Die uneigentlichen Integrale

/ e dt / te " dt
0 0

existieren wegen Abschnitt V.4.2 (S. 195). Daher ist F' differenzierbar
und erfiillt

F'(z) = —/0 te™" sin(at)dt.
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Mittels partieller Integration folgt fiir R > 0

1 [ >
= / (—2te™"") sin(wt)dt
2 Jo ~~——~

—d —t2?
—dt
1 ro1 [
= §e’t2 sin(:z:t)’ - 5/ ez cos(wt)dt
0 0
1 B
= §e’R2 sin(xR) — g/ e cos(xt)dt
0
x
e gt )

Also erfiillt F' die gewohnliche Differentialgleichung

F=-2F
2
BEIspiEL IX.1.5. Mit obiger Vorgehensweise kénnen die Ableitun-
gen der Gammafunktion berechnet werden:

[(x) :/ e e,
0

F’(:c):/ e " tntdt,
0

I"(x) :/0 e " (Int)?dt.

IX.2. Kurvenintegrale

1X.2.1. Das Kurvenintegral einer skalaren Funktion. Wir
betrachten eine offene Menge D C R”, eine skalare Funktion f : D — R
auf D und ein stetig differenzierbares Kurvenstiick w : [a,b] — D in
D. Wir fassen f als eine Belegungsfunktion auf w auf und wollen den
Gesamtwert der Belegung von w berechnen. Dazu unterteilen wir das
Kurvenstiick, indem wir Punkte a = t) < t; < ... < t, = b im
Parameterintervall und in jedem Teilintervall [t;_1, ;] einen Punkt ;
wéhlen. Dann ist der Wert der Belegung nidherungsweise

Zf Z)_ tio1) |NZf w(n:)|W(n:)|(ti — ti-1).

N|w(77z)|(t1 ti— 1)

Bei immer feiner werdender Zerlegung strebt dies gegen

/ F(w(t)) ¥e(t) .

Daher definieren wir:
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Das KURVENINTEGRAL von f ldngs w ist

/fds—/ F(w(t) [w(t)|dt.

Die Berechnung eines Kurvenintegrals erfolgt in drei Schritten:

e Bestimme eine Parametrisierung w : [a,b] — R" des Kur-
venstiickes.

e Bestimme das Bogenelement ds = |w(t)|dt.

e Berechne das Integral

/ F(w () e (D)l

BEISPIEL I[X.2.1. Wir betrachten eine Schraubenfeder mit Radius
2, Ganghohe 7, Gesamthohe 2 und Massendichte p(z, ¥y, 2) = z?y*+22.
Zu bestimmen ist die Gesamtmasse M. Dies bedeutet die Berechnung
eines Kurvenintegrals mit p als Belegungsfunktion und der Schrauben-
feder als Kurvenstiick. Eine Parametrisierung ist

t
w(t) = (2cost,2sint, 5)T ,0 <t <dm.

Das Bogenelement ist

1 V1
ds = |(—2sint,2cost, —) |dt = 4+Zdt Tdt

Damit erhalten wir

M= /M wo(t)dt

1 V17
:/ {48111 t-4dcos’t+ ZtQ} —dt
0

2
17 47 1 47
= —{16/ sin? t cos? tdt+—/ t2dt}
2 0 4 Jo
A ~~ J/ HH
:%W —64.3

3

17 16
= or + B,

Es ist zweckméBig, den Begriff des Kurvenintegrals auch auf Kurven
auszudehnen, die aus aneinanderhdngenden Kurvenstiicken bestehen.

DEFINITION IX.2.2. (1) Unter einer KURVE w in D C R”" verste-
hen wir eine endliche Folge wy, ..., w, von stetig differenzierbaren Kur-
venstiicken w; : [a;, b;] — D mit w;(b;) = w1 (aiq) fiiri =1,... k—1.
(2) Das KURVENINTEGRAL einer Funktion f : D — R entlang einer
Kurve w, die aus den Kurvenstiicken wy, . .., w, besteht, ist die Summe
der Kurvenintegrale von f lidngs der Kurvenstiicke
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/wfds:/mfds—ir...jt/w fds.

BEeisPiEL IX.2.3. Die Kurve w fithre vom Ursprung zum Punkt
(2,1,3) entlang achsenparalleler Strecken und zwar zunéchst parallel
zur x-, dann zur y- und zuletzt zur z-Achse. Dann besteht w aus drei
Kurvenstiicken wy, wo, w3 mit

wi @ [0,1] — R3 ,t—(2t,0,0)7,
wy : [0,1] — R? e (2,6,0)7,
ws: [0,1] — R? Jt—(2,1,30)7.

Fiir die Funktion f(x) = |x|? erhalten wir dann das Kurvenintegral

/ fds = fds + fds + fds

w2 w3

1 1 1
:/ 4t2-2dt+/ (4+t2)-1dt+/(4+1+9t2)~3dt
0 0 0

8 1
=—-4+ U4+ 15+9
S+ (4t 5)+(15+9)
= 31.

Fiir Kurvenintegrale gelten die tiblichen Rechenregeln (f, g : D —

R,a € R):
/Wafds:a/wfds

/W(f—l—g)d:s:/wfds—l—/wgds

AuBlerdem gilt der MITTELWERTSATZ

Aﬂkzﬂﬂh

wobei X ein geeigneter Punkt auf der Kurve und L die Lange der Kurve
ist.

IX.2.2. Anwendungen. Stellt p(z,y,z) die Massendichte einer
Kurve w dar, so betriagt die Gesamtmasse

M:/pds.
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Man nennt
dm = p(z,y, 2)ds
daher auch das Massenelement.

Die k-ten Momente beziiglich der Koordinatenebenen eines in
(z,v, 2) befindlichen Massenpunktes der Masse dm sind xz*dm, y*dm
und z"dm. Dementsprechend sind die k-ten Momente einer Kurve w
mit der Massendichte p(x,y, z) gegeben durch

= [

My,k:/ykpdsa

Mz7k:/zkpds.

Fiir £ = 1 sind dies die STATISCHEN MOMENTE und fiir £ = 2 die
TRAGHEITSMOMENTE. Der Punkt S = (zg, ys, 25), in dem eine Punkt-
masse der Grofie M die selben statischen Momente wie die Kurve w be-
sitzt, heifit MASSENMITTELPUNKT oder SCHWERPUNKT. Damit folgt

1

Tg = M/wxpds,
1

Ys = M/Wypds,
1

zZg = M/wzpds

mit
M:/pds.

Im Falle einer homogenen Massenverteilung, d.h. p(z,y,z) = const,
stimmt der Massenmittelpunkt mit dem geometrischen Schwerpunkt
iiberein. In diesem Fall ist in obiger Formel M durch die Lénge L der
Kurve und p durch 1 zu ersetzen.

BEISPIEL 1X.2.4. Betrachte die Schraubenlinie
w(t) = (rcost,rsint,ht)’ 0 <t < 2mn.
Mit
R=Vr>+h?
ist ihre Lénge
L= / m V2 + hidt
0

= 2mnR.
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2mn 2mn
/ costdt = / sintdt =0
0 0

sind die z- und die y- Koordinate des Schwerpunktes gleich Null. Mit

Wegen

H =2mnh

ergibt sich fiir die z-Koordinate

1 2mn
25 = Z/ ht\V/r? + h2dt
0
1 1
= —hR(27n)?
gy S CULY
= mnh
H
)

Also ist (0,0, Z) der Schwerpunkt. Er liegt nicht auf w.

IX.2.3. Das Kurvenintegral eines Vektorfeldes. Wir betrach-
ten eine offene Menge D C R”, ein stetig differenzierbares Kurvenstiick
w : [a,b] — D in D und ein Vektorfeld v : D — R™ auf D. Wir wollen v
langs w integrieren. Dazu iiberlegen wir uns, dass hierfiir in einem be-
liebigen Kurvenpunkt w(¢) nur die Projektion von v auf die Kurve eine
Rolle spielt. Dies ist aber das Skalarprodukt von v(w(#)) mit dem Ein-

heitstangentenvektor M—h)lw(t). Daher entspricht die Integration von v
lings w dem Kurvenintegral der skalaren Belegung v(w(t)) W(t)m

Deshalb definieren wir:

Das KURVENINTEGRAL des Vektorfeldes v ldngs des Kur-
venstiickes w ist

‘Lvﬂzlum@ywmt

Das Integral lang einer Kurve, die aus den Kurvenstiicken wy, ...,
w;, besteht, ist analog definiert als die Summe der Integrale lings der
einzelnen Kurvenstiicke.

Es gelten die iiblichen Rechenregeln (u,v: D — R" o € R):

/au'dx—a/u-dx
/(u—l—v)-dx:/u-dx+/v-dx
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BEISPIEL [X.2.5. Wir betrachten das Vektorfeld
2 T
v(z,y,z) = (z7y,x — z,2y2)

und als Kurve den Graphen von y = 23, 0 < x < 2, in der Ebene z = 2.
Eine Parametrisierung ist

w(t) = (t,t*,2)7 ,0<t<2
Damit ergibt sich
t° 1

2
/V-dx:/ t—21 |3t dt
w 0 2t 0

2
:/[t5+3t2(t—2)]dt
0
64 3-16 6-8

6 "4 3
20
-2

BEeispieEL 1X.2.6. Wir wollen das Integral des Wirbels

Vi) = ()@ £ 00)

$2+y2 €T

langs des einmal positiv durchlaufenen Einheitskreises berechnen. Eine
Parametrisierung ist

w(t) = (cost,sint)’ 0 <t <27,
Damit ergibt sich
2 . .
1 — _
[t [ () ()
w o cos®t-+sint \ cost cost
\_v_/
=1
2T
= / cos?t + sin® t dt
ﬁ_/
0

=1
= 2.

Eine Kurve w heifit GESCHLOSSEN, wenn ihr Anfangs- und End-
punkt iibereinstimmen, d.h. w(a) = w(b) mit w : [a,b] — R". Ist w
geschlossen, schreiben wir

]{fds bzw. fv-dx
statt/fds bzw. / v - dX.
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IX.2.4. Das Potential eines Gradientenfeldes. Sei D C R"
offen. Wir nennen ein Vektorfeld v : D — R"™ ein GRADIENTENFELD,
wenn es eine skalare Funktion f : D — R” gibt mit v = grad f. In
diesem Fall heiffit f eine STAMMFUNKTION von v und U = —f ein
POTENTIAL von v.

BEMERKUNG IX.2.7. In einem konservativen Kraftfeld stellt das
Potential die potentielle Energie dar. Das Vorzeichen ist so gewéhlt,
dass v = —grad U in Richtung des starksten Potentialabfalls zeigt.

Im Mittelpunkt dieses Abschnittes steht die Frage: ,, Wann ist ein
gegebenes Vektorfeld ein Gradientenfeld und wie kann man gegebenen-
falls eine Stammfunktion bestimmen?*

Dazu iiberlegen wir uns zunéchst einige Konsequenzen aus der Fi-
genschaft, Gradientenfeld zu sein. Sei also v = grad f ein Gradienten-
feld und w ein Kurvenstiick in D. Dann folgt mit der Kettenregel

/Wv-dx: /abv(w(t))-v'v(t)dt
= [ st it

b d
| glrowna
= f(w(b) — f(w(a)).

Hieraus folgt unmittelbar:

Sei v ein Gradientenfeld und f eine Stammfunktion von v.
Dann gilt:
(1) Das Kurvenintegral hingt nur von den Werten der

Stammfunktion im Anfangs- und Endpunkt der
Kurve ab, d.h.

/ v-dx = f(w(b) — f(w(a)).

(2) Sind w; und wy zwei Wege mit gleichem Anfangs-
und Endpunkt, so ist

/ V~dX:/ v - dx,
W1 w2

d.h. das Kurvenintegral ist WEGUNABHANGIG.
(3) Ist w ein geschlossener Weg, so verschwindet das
Kurvenintegral

Y{V-dx:().




336 IX. INTEGRATION VON FUNKTIONEN IN MEHREREN VARIABLEN

BEISPIEL [X.2.8. Die ZENTRALKRAFT

c
besitzt das Potential
U c
x|

Ist w ein Kurvenstiick, das nicht durch den Ursprung geht, ist die ldngs
w geleistete Arbeit gegeben durch

A:/ K- dx
— U(w(a)) -

U(w(b))
¢ c
(w(a)| |w(b)]
BEISPIEL IX.2.9. Betrachte das elektrische Feld
2ry + 23
E(z,y,2) = | 2*+32
322z + 3y

mit dem Potential
Ula,y, 2) = —(a%y + 22" + 32).

Der Spannungsabfall zwischen den Punkten P = (1,1,1) und Q =
(3,4,5) lings eines Weges von P nach @) hidngt nich von dem Weg ab
und ist gegeben durch

/ E . dx = U(P) — U(Q) = 466.

Sei v = grad f ein Gradientenfeld. Falls v stetig differenzierbar ist,
ist f zweimal stetig differenzierbar und es gilt fy,.; = [z, fir alle
1 # j. Dies bedeutet:

Ist v ein stetig differenzierbares Gradientenfeld, so ist die
Jacobi-Matrix Dv(x) in jedem Punkt x € D symmetrisch.

Der Wirbel v aus Beispiel IX.2.6 (S. 334) ist kein Gradientenfeld,
da das Integral langs des Einheitskreises nicht verschwindet. Es ist aber

dvr 1 n 29/
3y o x2+y2 (x2—|—y2)2
y? — 22
- (22 + 42)2
Ovy 1 222

8_x::v2—|—y2 B (2% 4 y2)?
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y? — a2

(2% + y2)2’
d.h. die Jacobi-Matrix Dv ist symmetrisch. Dieses Beispiel zeigt, dass
die Umkehrung obigen Ergebnisses nicht fiir jede offene Menge D gilt.
Fiir eine moglichst einfache und gleichzeitig hinreichend allgemeine

Charakterisierung von Mengen, fiir die die Umkehrung obiger Aussage
gilt, benotigen wir folgende Definition.

DEFINITION IX.2.10. Eine offene Menge D C R™ heifit STERNFOR-
MIG, wenn es einen Punkt xy € D gibt, so dass fiir jeden Punkt x € D
die Verbindungsstrecke von xy nach x ganz in D liegt.

BEMERKUNG IX.2.11. Eine andere hiufig betrachtete Klasse von
Mengen sind die KONVEXEN Mengen. Sie sind dadurch charakterisiert,
dass fiir jedes Paar von Punkten aus der Menge auch die gesamte Ver-
bindungsstrecke in der Menge verlauft. Konvexe Mengen sind immer
sternformig, die Umkehrung gilt aber nicht (vgl. Abb. IX.2.1).

ABBILDUNG IX.2.1. Beispiele einer konvexen Menge
(links), einer sternférmigen nicht konvexen Menge (Mit-
te) und einer nicht sternformigen Menge (rechts)

BEIspIEL 1X.2.12. R™ und B,(0) C R™ mit n > 2 und r > 0 sind
sternférmig. R™\{0} und B,(0)\{0} C R™ sind nicht sternférmig.

Das Hauptergebnis dieses Abschnittes lautet:

SATZ VON POINCARE: Die Menge D C R" sei sternformig.
Dann ist ein stetig differenzierbares Vektorfeld v : D —
R"™ genau dann ein Gradientenfeld, wenn die Jacobi-Matrix
Dv(x) in jedem Punkt x € D symmetrisch ist.

Den Satz von Poincaré lautet kann man in Kurzform als Merkregel
formulieren:
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MERKREGEL: D sternférmig und Dv(x) symmetrisch fiir
alle x € D = v ist Gradientenfeld

bzw. in drei Dimensionen:

MERKREGEL: D C R3 sternférmig und rot v(x) = 0 fiir alle
x € D = v ist Gradientenfeld

IX.2.5. Die praktische Bestimmung einer Stammfunktion.
Wir beschranken uns der Ubersichtlichkeit halber auf den praktisch
wichtigen Fall von drei Dimensionen, d.h. n = 3. Es gibt hier im we-
sentlichen zwei Vorgehensweisen:

e mittels Kurvenintegralen,
e mittels Ansatz.
Die Berechnung mit Kurvenintegralen erfolgt in drei Schritten:

1. SCHRITT: Gibt es ein x € D mit rot v(x) # 0?7 Falls ja,
ist v kein Gradientenfeld, und wir sind fertig. Falls nein,
gehe zu Schritt 2.

2. SCHRITT: Ist D sternformig? Falls nein, fiihrt die Me-
thode nicht weiter. Falls ja, bestimme einen Punkt xo € D,
so dass fiir jeden Punkt x € D die Strecke von xy nach x in
D verléuft.

3. SCHRITT: Mit dem Punkt xy aus Schritt 2 berechne fiir
jedes x € D

f(x) = /0 v(xg + t(x — xq)) - (x — xq)dt.

Es ist v = grad f.

BEISPIEL IX.2.13. Wir betrachten
y? cosx
v(z,y,2) = | 2ysinz + e**
2ye??
auf D = R3. Es ist rot v = 0 auf D, und D ist sternférmig. Wir wihlen
xo = 0. Dann folgt fiir beliebiges x € R?

1 t2y? cos(tx) T
f(x) = / 2ty sin(te) +e** | - |y | dt
0 2tyets z

1
= / {t2y2 x cos(tz) +2ty* sin(tr) + ye*'* + 2tyze®” }dt
0 —_—— ——

. d
:% sin(tx) =yt 3 (e2t?)
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42,2 =t
= t“y”sin(tx)

t=0

1 1
- / 2112 sin(tx)dt + / 2ty? sin(tx)dt
0 0
t=1 1
_ / y62t2dt
t=0 0

Die Berechnung mittels Ansatz erfolgt in sechs Schritten:

1
+/ ythZdt + yte2tz
0

= y%sinx + ye**.

1. SCHRITT: Ansatz: vi = f;, v2 = fy, v3 = f..
2. SCHRITT: Unbestimmte Integration bzgl. x (bei fest ge-
haltenem y, z) der Gleichung f, = v;:

flz,y,2) = /Ul(:ﬁ,y, 2)dx + c(y, z).

3. SCHRITT. Leite die Identitéit aus Schritt 2 partiell nach
y ab und setze das Ergebnis in die Gleichung v, = f, ein.
Dies liefert eine Gleichung fiir c,:

0
gi/mmwzwx+%@zw:@=vz

Tritt in dieser Gleichung noch die Variable x auf, ist v
kein Gradientenfeld, und wir sind fertig. Andernfalls gehe
zu Schritt 4.
4. SCHRITT: Unbestimmte Integration bzgl. y der Glei-
chung fiir ¢,:

c(w:2) = [ b2y + d(2)
mit
h(y, z) = ve(z,y, 2) — / (%vl(x,y, z)dx.

5. SCHRITT: Setze ¢ aus Schritt 4 in f aus Schritt 2 ein,
leite das Ganze partiell nach z ab und setze das Ergebnis
in die Gleichung v3 = f, ein. Dies liefert eine Gleichung fiir

@ ()
0 0
5 [y ade s 5 [+ a) = =

Tritt in dieser Gleichung noch die Variable y auf, ist v
kein Gradientenfeld, und wir sind fertig. Andernfalls gehe
zu Schritt 6.

6. SCHRITT: Bestimme d(z) durch unbestimmte Integrati-
on bzgl. z der Identitét fir d'(z) aus Schritt 5 und setze das
Ergebnis in die Gleichungen fiir ¢ und f ein.
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BEispIEL IX.2.14. Wir betrachten das Vektorfeld v aus Beispiel
[X.2.13. Schritt 2 liefert

f(z,y,2) = /y2 cosxdx + c(y, 2)

= y?sinz + c(y, 2).
Die Gleichung aus Schritt 3 lautet
2y sina + e* = vy(2, v, 2)

0
= a—y[ﬁ sinz + c(y, )]

= 2ysinz + ¢,(y, 2)
= ¢y, 2) = e,

Die Gleichung héngt nicht von x ab. Die Funktion A aus Schritt 4 ist

h(y, z) = 2ysinz + e** — /Qy cos xdx

— €2z

und wir erhalten
c(y,z) = /eQZdy +d(z)
= ye** +d(2)

= f(x,y,2) = y*sinz +ye** + d(2).
Die Gleichung aus Schritt 5 lautet

2y€22 = ’Ug(l’, Y, Z)
0
= a[y2 sinz + ye** + d(2)]
= 2ye** 4 d'(2)
= d'(2) =0.

Sie héngt nicht von y ab. Schritt 6 liefert d(z) = 7 mit beliebiger
Konstante . Daher ist

f(z,y,2) = y’sinz + ye** + 7.

Man beachte, dass in Beispiel IX.2.13 v = 0 war, da wir durch die Wahl
von xq = 0 die Festlegung f(0,0,0) = 0 getroffen hatten.

BEISPIEL IX.2.15 (ZENTRALFELDER). Dies sind Vektorfelder der
Form
v(x) = p(]x —z|)(x - 2)
auf D = R3*\{z} mit einem festen Punkt z € R®. (Man beachte, dass
der Wirbel aus Beispiel IX.2.6 (S. 334) nicht unter dieses Beispiel fallt,
da er in R? definiert ist.) Da D = R3\{z} nicht sternférmig ist, kénnen
wir den Satz von Poincaré nicht anwenden. Dennoch ist ein solches
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Zentralfeld immer ein Gradientenfeld. Zur Bestimmung einer Stamm-
funktion machen wir den Ansatz

f(x) =(x —z).
Mit der Kettenregel folgt fiir x # z

grad f(x) = ¢'(]x — z|)

|x — 2|
Ein Vergleich mit v fithrt auf die Identitét

o) = [/ () firx £

bzw.
V' (s) = sp(s) fir s > 0.
Also ist
(s) :/ to(t)dt+ ¢ fiir s > 0
0
und

|x—z
v(x) = / to(t)dt + c.
0
So erhalten wir z.B. fiir n > 3 und das Feld

1
V(X):WX X #0

die Stammfunktion

x|
f(x):/o ttlndt+c

1 1 n
=———— +c
n— 2 |x|n2

IX.3. Integration iiber ebene Bereiche

1X.3.1. Der Fliacheninhalt. Wir wollen einer beschréankten Men-
ge M C R? einen Flicheninhalt F/(M) zuordnen. Falls M ein Rechteck
mit Kantenldngen ¢, und ¢, ist, ist natiirlich F(M) = £,¢,. Falls M die
Vereinigung von endlich vielen Rechtecken Ry, ..., R, ist, deren Inneres
paarweise disjunkt ist, ist natiirlich F'(M) = F(Ry) + ...+ F(R,).

Diese Beobachtung legt nun folgendes Vorgehen nahe: Fiir £ € N
zerlegen wir die Ebene durch achsenparallele Geraden z = n2~% und
y = n27% mit n € Z in Quadrate der Kantenlinge 27* und Fliche
272F Dann bezeichnen wir mit sx(M) die Summe der Flichen aller
Quadrate, die ganz in M liegen, und mit Si(M) die Summe der Flachen
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aller Quadrate, die einen nicht leeren Durchschnitt mit M haben (vgl.
Abb. IX.3.1). Offensichtlich gilt

sk(M) < Si(M),

se(M) < spa (M),

Skr1(M) < Sp(M).

Daher konvergieren die Folgen (si(M))reny und (Sk(M))ken gegen Zah-
len F;(M) bzw. F,(M):

FM) = lim s,(01),
Fo(M) = lim Sg(M).

k—o0

Es ist immer F;(M) < F,(M).

// \\ /\

/ N
\
/ \
\ /
/

\\ S/

N N

ABBILDUNG IX.3.1. Sg(M) ist die Summe der Fldchen
der Quadrate im linken Bild, s;(M) ist die Summe der
Flachen der Quadrate im rechten Bild

Wir nennen M RIEMANN-MESSBAR, wenn F;(M) = F,(M) ist. In
diesem Fall heift der gemeinsame Wert der FLACHENINHALT von M
und wird mit F'(M) bezeichnet.

Nicht jede Menge ist Riemann-messbar:

BEeIspIEL 1X.3.1. Betrachte M = {(z,y) : 0 < 2 < 1,0 < y <
l,z,y € Q}. Dann gilt fiir alle £ € N sx(M) = 0, Sp(M) = 1 und
damit Fy(M) = 0, F,(M) = 1.

Es gilt aber:

Jede beschrankte Menge, deren Rand aus endlich vielen re-
guldren Kurvenstiicken besteht, ist Riemann-messbar.

Eine messbare Menge N mit F'(N) = 0 heifit NULLMENGE.
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BEISPIEL [X.3.2. Jede einpunktige Menge ist eine Nullmenge. Jedes
regulére Kurvenstiick ist eine Nullmenge.

Ist M messbar und N eine Nullmenge, so sind M U N und M\N
ebenfalls messbar und es gilt

F(MUN) = F(M),
F(M\N) = F(M).

BEISPIEL 1X.3.3. M = {(z,y) : 2*+y* < 1}, N = {(0,0)}U{(z,y) :
?+y* =1} MUN = {(z,y) : 2> +y* < 1}, M\N = {(z,y) : 0 <
?+y*<1}und F(M)=F(MUN)=F(M\N) =n.

1X.3.2. Das Doppelintegral. Im Folgenden betrachten wir nur
Mengen M C R? mit folgender Eigenschaft: Es gibt eine Nullmenge N,
so dass gilt:

e M U N ist beschrankt und abgeschlossen.

e Je zwei Punkte im Innern von M U N koénnen durch ein re-
guldres Kurvenstiick verbunden werden, das ganz im Innern
von M U N verlauft.

e Der Rand von M U N besteht aus endlich vielen regulédren
Kurvenstiicken.

Mengen mit dieser Eigenschaft sind gemif vorigem Abschnitt Rie-
mann-messbar.

Wir wollen einer auf M stetigen Funktion f : M — R ein Integral
zuordnen. Insbesondere soll das Integral der konstanten Funktion 1 der
Fldacheninhalt von M sein. Dazu zerlegen wir die Ebene wieder in ach-
senparallele Quadrate der Kantenlinge 2% mit k& € N. Die Quadrate,
die ganz in M U N liegen, nummerieren wir von 1 bis ng. In jedem
dieser Quadrate ); wéhlen wir einen Punkt (z; 4, y; ) und setzen

Ze = f(@im vin) F(Q).

=1

Man kann zeigen, dass die Folge (Zy)xen konvergiert. Diesen Grenzwert
nennen wir das DOPPELINTEGRAL (oder GEBIETSINTEGRAL oder ein-
fach INTEGRAL) von f iiber M und bezeichnen ihn mit

//fmde oder // fdF.

Das Doppelintegral hat folgende

GEOMETRISCHE DEUTUNG:
° / / dF ist der Flacheninhalt F/(M) von M.
M
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o Ist f(x,y) > 0 fiir alle (z,y) € M, so ist // fdF

M
das Volumen des senkrecht auf der (z, y)-Ebene ste-
henden Zylinders mit Grundfliche M und Deck-
flache z = f(x,y).

Es gelten folgende

RECHENREGELN:

// @f+ﬁng—a// de+ﬁ// gdF

fira,0 €R, f,g: M
(2) f(:ﬂ y) < g(x,y) fir alle (ﬂs,y) €M
/de<// gdF'.

M

/ fdF = / fdF + / . fdF,

falls M durch ein regulares Kurvenstiick in die zwei
Bereiche M; und M zerlegt wird.

Zudem gilt der

MITTELWERTSATZ: Es gibt einen Punkt (z*,y*) € M mit

/Mfﬂ“:ﬂﬂwﬂFWU

1X.3.3. Praktische Berechnung des Doppelintegrals. Fiir
die praktische Berechnung des Doppelintegrals spielen folgende zwei

Typen von Mengen eine besondere Rolle (vgl. Abb. I1X.3.1):

Typ I: Es gibt ein Intervall [a,b] in R und zwei stetige Funktionen
g,h : ]a,b] — R mit g(x) < h(z) fir alle x € [a,b] und M =

Typ II: Es gibt ein Intervall [¢,d] in R und zwei stetige Funktionen
Cr e, d] — Rmit l(y) < r(y) fir alle y € [¢,d] und M =

{(2,y):a < <bglr) <y < hlx)).

{(z,y)re<y<dlly) <z <ry}h

Dann gilt fiir jede auf M stetige Funktion f:

M ist vom Typ I

=[] stwpar= [ { /’ff(x,y)dy}dx
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M ist vom Typ II

— //Mf(:c,y)dF:/cd{ Z;y)f(l’,y)dx}dy

- (¢

ABBILDUNG IX.3.2. Menge vom Typ I links und Menge
vom Typ II rechts

BEISPIEL IX.3.4. Sei M der Viertelkreis im ersten Quadranten mit
Mittelpunkt im Ursprung und Radius 1

M= {(z,y);x >0,y > 0,2° +y* < 1}.

Die Koordinaten (zg, ys) des Schwerpunktes von M sind gegeben durch

Z‘S:%//MQJCZF,

M ist eine Menge vom Typ I und II:
M={(z,y):0<z<1,0<y<vV1-—22}

Die erste Darstellung ist giinstig fiir die Berechnung von yg, die zweite
fiir diejenige von xg:

1 V1—x2
Ys = —/ / ydy ¢ dx
™ 0

1
1
4 0
4 1

:—/ —(1 —2%)dx
T Jo 2

2 1

=Z(1-=
7T( 3)
4
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1 1 1—y2
Tg = - / xdx p dy
2T Jo 0

4 (1

=—/ S(1—y*)dy
T Jo 2
4

Kompliziertere Mengen zerlegt man durch achsenparallele Schnitte
in endlich viele Mengen M, ..., M, vom Typ I oder II. Dann ist

//]wde:/ledF+...+/Mnde

und jedes einzelne Integal kann wie in Beispiel 1X.3.4 berechnet werden.

A

ABBILDUNG IX.3.3. Menge M aus Beispiel 1X.3.5

BEISPIEL [X.3.5. Gesucht ist

J[ sar

flzy) = 2%y

mit

und
M={(z,y):x>-1,0<y<1+uz}
N{(z,y): —1<z<1l,y<1-—2°}
(vgl. Abb. 1X.3.3). Offensichtlich ist M = M; U My mit

My ={(z,y): =1 <x<0,0<y <14z},
M2:{(x>y)30§$§1,0Sy§1—x2},
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1+a 1 1—22
/ xzydy} dx —i—/ / *ydy ¢ dx
0 0 0

Damit folgt

J[ sar

0

I I
DS
| = A

1 1
(2% + 22° + a)dw + 3 / (z° — 22" + 2%)dx
1 0

11+1+112+1
3 2 5 2\3 o5 T

Il
N = DN -
/le\c
|
|

1 N 4
60 105
23
4207

BEISPIEL [X.3.6. Der MASSENMITTELPUNKT (oder auch SCHWER-
PUNKT) (zg,ys) eines Flachenstiickes M mit der Massendichte pu(z,y)

ist gegeben durch
1
vs = [ ante.gpar,
m.JJm

1
ys = —// yp(x,y)dF,
m M

m://M,u(x,y)dF.

Fir M = {(z,y) : 1 <2 <21 <y < 2% und p(z,y) = 2° + 9°
erhalten wir z.B.

m = /12 {/1362(:62 +y2)dy} da

1 4 v==*
:/ (yz? + =°) dx
1

3 y=1
a1y o 1
:/1(;E +§$ —x —g)d:v
LI I A O T N
AR TR
_32+128 8 2 1 1 1+1
5 21 3 3 5 21 3 3
31 127 8
5 21 3
31 71
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Zs

Ys

IX.3.4. Der Satz von Green. Wir betrachten eine beschrink-
te und abgeschlossene Menge M in R?, deren Rand aus endlich vielen
reguléren Kurvenstiicken besteht. Die Kurvenstiicke seien so parame-
trisiert, dass M immer links zur Durchlaufrichtung liegt (positiver Um-

_ 105 (7 /
1006 J, |,

1006
105

s 2~ .,
— dy b d
1006 /, {/1 (2" +y) y} ’

105 (2 4 1, =2
1006 J,
105 [? 1. 4 1
—_— x —

1006 J,
05 1, 1 4 1 1
10066 T23° 1% "6
105 63 255 15 _3,

10066 24 4 6

105 165

=2 1o 4+ =22
100610+ 57
105 80+ 55

1006 8
14175

8048

2

2

y(a® + y2)dy} dx

105 (21 ,, 1 ,v=
006 /, 5TV 1

105 (%1 1 1 1
o/, 7 I T T
05 1 , 1, 1, 1
006\ 12" 367 "% 1
105(127+511_7_1)
14 36 6 4

1006

105 (127 n 460)
1006 14 36
105 1143 + 1610
1006 126
289065

126756

lauf). Ist v : M — R? ein Vektorfeld, so verstehen wir unter

/ v - dx
oM
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die Summe der Kurvenintegrale iiber die Kurvenstiicke, die den Rand
OM von M bilden. Ist das Vektorfeld v stetig differenzierbar, gilt der

SATZ VON GREEN:
6’02 E)vl
V~dX:// (———) dF.
/8M M Ox 0y

BEISPIEL [X.3.7. Wihlen wir v = (0,2)7 oder v = (—y,0)T, ergibt
sich jeweils der Fldcheninhalt von M:

F(M)://MdF:/adey:—/aMydx.

Ist z.B. M der Bereich, der durch die Zykloide

_ 2m —t+sint
Wl(t)—a( 1 — cost ) 0 <t<2m

und die Strecke
wo(t) = <é> ,0 <t <2ma

begrenzt wird, ergibt sich

F(M)= —/ ydx

oM

/yda:—/ ydx

~——
=0

2w
= —/ a(l — cost)a(—1+ cost)dt
0
2w
:/ a®(1 — cost)?dt
0

2m
= az/ (1 —2cost+cos’t)dt
S~
0 J..=0 [o=n

= 31a’.

BEISPIEL 1X.3.8. Wihlen wir v = (0, 222)” oder v = (—142,0)7,
erhalten wir fiir die Komponenten des Schwerpunktes von M:
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Fiir die Menge M aus Beispiel 1X.3.7 ergibt sich so z.B.

1 2
=— d
Ys 6mal /aMy Z

1 ) 1
= — dr — 2d
6ma? /W1 yax 6ma? /W2 yar

—
=0

1 27
= / a?(1 — cost)*a(—1 4 cost)dt
0

6ma?
2T

S (1 — cost)®dt
67 J,
a 2
= — (1 — 3cost+3cos®t — cos® t)dt
67 Jo e S O~
[o=0  [.=3x  [.=0
a
=25
6
5
=—a
6

und wegen der Symmetrie der Integranden

1 2
= d
5= a2 /8 M oy

1 , 1
= d 2d
6ma? /W1 Tyt 6ra’ /W2 v

=0
1 27
=3 2/ a®(2m — t + sint)?a sin tdt t=s+m
ma? J,
a [T RO
=& (m — s — sin s)” sin sds
a ™

=—— [ (a’sins+s*sins+sin’s
6m ) S~ —=— =~
fo=0  [u=0  [.=0
— 27 ssin s —27 sin® s +2 s sin® 5)ds
<~ S~ = —
J[..=2m Jo.=m J..=0

= 7Ta.
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BEISPIEL IX.3.9 (SATZ VON GAUSS IN DER EBENE). Ist u: M —
R zweimal stetig differenzierbar, kénnen wir

V= (_Uyaux>T

wéhlen. Dann ist
%—%—Z:um+uyy:Au
und
v - dx = grad u - nds,
wenn n der nach auflen zeigende Einheitsnormalenvektor von dM ist.
Damit ergibt sich der Satz von Gauf in der Ebene

// AudF :/ grad u - nds.
M oM

IX.4. Integration iiber Flichen im Raum

1X.4.1. Parameterdarstellungen. Neben der Darstellung von
Fldchen als Graphen z = h(x,y) oder Niveauflichen F(x,y, z) = const
von Funktionen gibt es die Parameterdarstellung. Sie ist fiir die Inte-
gration von auf Fliachen definierten Funktionen besonders vorteilhaft.
Ihr liegt die Vorstellung zugrunde, dass die Flidche durch Verformung
eines Stiickes der Ebene entstanden ist (vgl. Abb. IX.4.1).

L= 7

ABBILDUNG IX.4.1. Parameterdarstellung einer Fliche
mit Parameterlinien

DEFINITION [X.4.1. Eine PARAMETERDARSTELLUNG eines REGU-
LAREN FLACHENSTUCKES S im Raum ist gegeben durch eine nicht
leere, offene Menge G C R?, eine nicht leere, abgeschlossene Menge

D C G und die Einschrinkung auf D einer stetig differenzierbaren
Abbildung

x:G—R?
(u,v) = x(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v))"

mit folgenden Eigenschaften:
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(1) x ist injektiv auf D, d.h. x(u,v) # x(u/,v") fur alle (u,v) #
(u/;v") in D.
(2) xy(u,v) X x,(u,v) # 0 fur alle (u,v) € D.

Die Bedingung (2) besagt, dass die Jacobi-Matrix
Dx(u,v) = (x4(u,v),x,(u,v))

fiir alle (u,v) € D den Rang 2 hat.

Variiert man nur einen der beiden Parameter v und v und halt
den anderen fest, erhélt man Kurven auf S, die sog. PARAMETERLINI-
EN. Die entsprechenden partiellen Ableitungen von x sind die Tangen-
tenvektoren an die Parameterlinien. Bedingung (2) besagt, dass diese
Tangentenvektoren in jedem Punkt von S linear unabhéingig sind. Sie
spannen daher eine Ebene auf, die sog. TANGENTIALEBENE. Der Vek-
tor x, X x, steht senkrecht auf der Tangentialebene. Der normierte

Vektor
1

n=——
Xy X X,

X, X X,

heifit daher der NORMALENVEKTOR zu S in dem entsprechenden Fli-
chenpunkt.
Aus der Identitét

la x b[* = |af*|b]* — (a- b)*
(vgl. Abschnitt 1.4.7 (S. 31)) folgt

Ix, X %,|* = EG — F?
mit
E:Xu'xlm
G =X, Xy,

F=x, x,.

Die Groflen E, F', G heilen die METRISCHEN FUNDAMENTALGROSSEN
von S. Insbesondere ist F' genau dann gleich Null, wenn sich die Para-
meterlinien in einem rechten Winkel schneiden.

Der RAND 0S5 des Flachenstiickes S ist das Bild des Randes 0D
von D unter x:

0S = {x(u,v) : (u,v) € OD}.

Die Oberfldche der in den technischen Anwendungen auftretenden Kor-
per kann in der Regel nicht durch ein einziges regulires Fléchenstiick
dargestellt werden. Man denke etwa an einen Wiirfel oder eine Kon-
servendose. Vielmehr ist die Oberfliche die Vereinigung von endlich



IX.4. INTEGRATION UBER FLACHEN IM RAUM 353

vielen regulidren Flachenstiicken, von denen je zwei an einem oder meh-
reren Randstiicken zusammenstoflen, aber sonst keinen Punkt gemein-
sam haben. Wir nennen eine solche Flidche S eine STUCKWEISE RE-
GULARE FLACHE. Ihr RAND besteht aus allen Randstiicken, die nur
zu einem Flachenstiick gehdren. Die Flédche heiflit GESCHLOSSEN, wenn
dieser Rand leer ist.

BEISPIEL 1X.4.2 (EBENEN). Fiir a,b € R® mit a x b # 0 ist
x(u,v) = %9 + ua+vb

eine Parameterdarstellung der Ebene durch den Punkt x,, die von a
und b aufgespannt wird. Es ist

Xy = &, X, = b,
E = |a]?, G = |b]?, F=a-b.

BEISPIEL 1X.4.3 (GRAPHEN). Fiir den Graphen z = h(x,y) mit
h : D — R erhélt man die Parameterdarstellung

Die Parameterlinien sind die Schnitte mit den Ebenen z = const bzw.
y = const. Es ist

X, =101, X, =111, Xy XXy = | —hy |,
hg h, 1
E=1+h2 G=1+h, F = h;h,.

BEISPIEL 1X.4.4 (DREHFLACHEN). Aus einem reguldren Kurven-
stiick
x(t)

t— 0 y to S t S tl,
2(t)
mit x(t) > 0 fiir alle ¢ entsteht durch Drehung um die z-Achse um den
Winkel ¢g, 0 < g < 27, ein regulédres Fléchenstiick. Eine Parameter-
darstellung ist
x(t) cos ¢
x(t,p) = | x(t)sinyp
2(t)

Die Parameterlinien ¢ = const sind die Breitenkreise, die ¢ = const die
Meridiane. Es ist

(t) cos p
(t)sing |,
£(t)

T
Xt = T
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—x(t)2(t) cos ¢
X X Xp = | —x(t)2(t)sing
w(t)i(t)
B = it + (1)
G =u(t)?,
F=0.

Da stets F' = 0 ist, bilden die Parameterlinien ein orthogonales Netz.
Da bei einer vollen Drehung, die Meriadiane ¢ = 0 und ¢ = 27 auf-
einanderfallen, ist die gesamte Drehfliche nur stiickweise regulér; man
nehme z.B, die beiden zu 0 < ¢ < 7 und © < ¢ < 27 gehoérenden
Fléchenstiicke.

BEISPIEL IX.4.5 (SPHARE). Eine Parameterdarstellung der Sphére
(Kugeloberfliche) mit Mittelpunkt im Ursprung und Radius r ist

7 cos  cos 6 - .
x(p,0) = | rsinpcosé ,0 < <2, —§§9§§
rsin 6
Es ist
—7rsin @ cos 6
X, = | rcospcost |,
0
—7rcos @sin f
xg = | —rsingsinf |,
rcos 6
r? cos ¢ cos? §
X, X X9 = | r*sinpcos?d |,
r?sin 0 cos 6
E =1r?cos?#,
G =r?
F=0.

In den Polen 6 = £7 ist x, X xp = 0; lings des Halbkreises ¢ = 0
ist die Darstellung nicht eindeutig. Die Ausnahmemengen spielen aber
als Nullmengen fiir die Integration in den folgenden Abschnitten keine
Rolle.
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BEISPIEL 1X.4.6 (Torus). Ein Torus entsteht durch Drehung um
die z-Achse eines Kreises in der (z, z)-Ebene mit Radius r und Mittel-
punkt (R,0) mit 0 < r < R. Eine Parameterdarstellung ist

(R4 rsiny)cos ¢
x(0,¢) = | (R+rsing)sing | 0<, <o
r cos Y
Es ist
7 COS Y oS P
Xy = | rcost¢sing |,
—7rsiny
—(R + rsiny)sing
(R4 rsiny)cosy |,
0
(R4 rsinty)rsiny cos¢
Xy X Xp = | (R+rsiny)rsinysing
r(R 4+ rsint) cos
E =12
G = (R +rsiny)?,
F=0.

BEISPIEL IX.4.7 (WENDELFLACHE). Eine Parameterdarstellung ei-
ner Wendelfldche ist

7 COS
x(r,p) = | rsinp | ro<r<r 90 <p <
ayp
mit a > 0. Es ist
cos ¢ —rsinp asin ¢
X, = |sinp |, x,=1|rcosy |, xX Xx,=|—acosp
0 a r
E =1, G =1r*+d, F=0.

1X.4.2. Der Fliacheninhalt. Wir wollen den Flacheninhalt eines
reguliiren Flichenstiickes S mit der Parameterdarstellung x : D — R3
berechnen. Dazu unterteilen wir die (u,v)-Ebene durch Gitterlinien
u=mn2"% v=n2"%mit n € Z, k € N in Quadrate der Kantenlinge
27% (vgl. Abb. IX.4.1 (S. 351)). Betrachte ein Quadrat @, das ganz in D
liegt. Der Mittelpunkt von @) habe die Koordinaten (ug, vg). Das Stiick
x(Q) von S, das @ entspricht, wird approximiert durch den Ausschnitt

x (g, vo) + X4 (o, Vo) + 1%, (ug, vo) , —27FF < st <27F

der Tangentialebene. Der Fliacheninhalt dieses Ebenenstiickes ist geméafl
Abschnitt 1.4.7 (S. 31) gegeben durch |x,, (ug, vo) XX, (g, v0)|272F, wobei
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272k der Flicheninhalt von @ ist. Summieren wir iiber alle Quadrate,
die in D liegen, erhalten wir eine Naherung fiir den Fldcheninhalt von
S. Wenn die Gitterweite gegen Null strebt, d.h. & — oo, konvergieren

diese Niaherungswerte gegen den Fldcheninhalt von S. Damit erhalten
wir:

Der FLACHENINHALT eines reguldren Fldchenstiickes x :
D — R3 ist
0(S) = // X, X X,|dudv.
D

Mit den metrischen Fundamentalgrofien ergibt sich

O(S)://Dmdudv.

BeispIEL 1X.4.8. Fiir die Sphére aus Beispiel 1X.4.5 (S. 354) erhal-
ten wir

2w 5
0(S) = / / V12 cos2(0) - r2 — 0 dfdy
0 _

2
:/ / 2 cos 0dfdy
0 —

—271'7’2/ cos 8do

oy o N oy

[ME]

= 4712,

BEISPIEL IX.4.9. Fiir den Torus aus Beispiel IX.4.6 (S. 354) ergibt
sich

2m 2m
0(9) = /0 /o V2R + rsine)? — 0 dipdy
= /27T /2WT(R+ rsin)dipde
o Jo

= 2mr /%(R + rsin)dy
=27r - %ﬂ'R
= 47*rR.
IX.4.3. Das Oberflichenintegral einer skalaren Funktion.

Wir betrachten ein regulédres Flachenstiick S mit der Parameterdarstel-
lung x : D — R3 und eine stetige Funktion f : S — R auf S. Wir fassen
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diese Funktion als eine Belegung auf S auf und wollen ihr dementspre-
chend ein Integral zuordnen. Dazu kénnen wir wie im vorigen Abschnitt
vorgehen. Wir miissen nur den Flidcheninhalt des Fléchenstiickes iiber
dem dortigen Quadrat ¢ mit dem Wert f(x(ug, vo)) gewichten. Die ent-
sprechende Summation und der Grenziibergang k — oo liefern dann:

Das OBERFLACHENINTEGRAL der Funktion f iiber dem
Flichenstiick S mit der Parameterdarstellung x : D — R3
ist gegeben durch

//S Jdo = //D Fx(u, ) 3¢ (1, v) % %, (u,v) | dudv.

BeispieL [X.4.10. Wir wollen das axiale Drehmoment bzgl. der
2-Achse einer Kugelschale mit Radius 7, homogener Dichte und Ge-
samtmasse m berechnen. Dieses ist gegeben durch

1 2, 2
—S)/Sm(a: +y°)dO

wobei O(S) die Kugeloberfliche ist. Mit Beispiel 1X.4.5 (S. 354) und
IX.4.8 (S. 356) ergibt sich

2m
471'7’2 /‘7T
2

2
4 — / r* cos® Odfdy
r

2

Er cos” ¢ cos® § + r? sin® ¢ cos® ) - 12 cos § dfdp

~
=224y2 =[x, xXXg|

3
m 3
= 2t / cos® 0do
2
47‘(’7’ _%
m 4
= omrt =
42 o 3
2
= ng

BEeIspIEL 1X.4.11. Wir wollen den Schwerpunkt (zg,ys,zs) des
Teils der Flache
2
z= 3(
berechnen, der von den Ebenen x = 0, y = 0 und = + y = 1 ausge-
schnitten wird.
Die Parameterdarstellung wird gegeben durch Beispiel 1X.4.3 (S. 353)
mit

1113/2 + y3/2)

D ={(u,v):u>0,v>0,u+v <1}
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(Dreieck) und

h(u,v) = ;(u3/2 +0%/2).
Mit Beispiel IX.4.3 ergibt sich
VEG — F2 = /(1 +u)(1+v) —uw=V1+u+v.
Also ist der Flicheninhalt von S

0(S) = /01{ Olu\/mdv}du

2 2 5 u=1
- darwtT)
= %(\/5+ 1)

Fiir die xz-Koordinate des Schwerpunktes ergibt sich damit

//de
(\/_+1 / {/ umdv}
(\/£5+1)/12 {\/__(1 >%}du

(\f+1 f/ udu — llu(1+u)3du !

u=1

7
—%(1+u>21|u:0

= %(26 —15V/2).

Aus Symmetriegriinden ist yg = xg.
Fiir die z-Koordinate erhalten wir

Zg = %// zdO
0<15 [ 5eta0 [ Fviao)

1 {// u2\/1+u+vdudv

O

()



IX.4. INTEGRATION UBER FLACHEN IM RAUM 359
2 3
+ —v2vV1+u+vdudv ;.
n3
Da D invariant ist unter der Vertauschung von u und v, stimmen die

beiden Integrale in der letzten Zeile iiberein. Damit ergibt sich

so /),
—_— u2v/1 4+ v+ v dudv
0(5) J.Jp

1 1-u
L/ { u3\/1+u+vdv}du
4v2+1) Jo o

:\/§5+1/01§ %[\/g—(l#—u)%}du

5 2) [f oo ! 5
= V8uzdu— | {u(l+ u)}2du}.
\/§+13{/o /0

zZs =

Wl = Wl

Fiir das zweite Integral erhalten wir
! 3
/ {u(l+u)}2du
0 1 ,
1 9 2
:/0 {Z [(2u+1) —1]} du |t=2u+1

1 3

=1 (t* — 1)2dt
1

1 3 3 o
= — [t =17 -t — 12+ SIn(t+VE - 1)

64 2 2 .

1 3 9 13

=(1+v2)?

3

_ 6—4[16\/_ — V2 +In(1+V2)].

Damit ergibt sich insgesamt
5 2 (4 3
= R S -
ST V241 3 {5\/_ 61
_31vV2—15In(1 +v/2)
96(1 + v/2) '

15v2 + In(1 + \/5)]}
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1X.4.4. Transformationsformel fiir Gebietsintegrale. Die
Parameterdarstellung eines reguldaren Flachenstiickes in der Ebene z =
0 hat die Form
x(u,v)
x(u,v) = | y(u,v)
0

Die Bedingung |x, x x,| # 0 ist dann dquivalent zu

det (x“ ") £ 0.

Da wir die Ebene z = 0 mit dem R? identifizieren kénnen (d.h. wir
ignorieren die z-Koordinate), nennen wir eine solche Abbildung eine
KOORDINATENTRANSFORMATION des ebenen Bereiches D : (u,v) +—
(x(u,v),y(u,v)). Aus dem vorigen Abschnitt folgt dann:

|xuyv xvyu| -

TRANSFORMATIONSFORMEL: Wird die Menge D C R? un-
ter der injektiven Abbildung (u,v) — (z(u,v),y(u,v)) in
die Menge S C R? abgebildet und gilt |z,y, — Ty.| # 0 fiir
alle (u,v) € D, so ist fiir jede stetige Funktion f auf §

/ f(z,y)dzdy

:/memwww

|z (1, 0)yy (1, v) — 2y (u, )y (u, v)|dudv.

BEISPIEL 1X.4.12 (AFFINE KOORDINATEN). Fiir
r = T+ au + bv,
Yy = 1o+ cu+ dv
mit ad — be # 0 erhalten wir

/ f(x,y)dedy
S

:/ f(zo+ au+ bv,yo + cu + dv)|ad — be|dudv.
D

So wird z.B. durch die Transformation x = au, y = bv mit a > 0, b > 0
die Ellipse

E={(z.y): >+ <1}

auf den Kreis

K = {(u,v) : u* +0v* <1}
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abgebildet. Daher gilt fiir die Fliache der Ellipse

BEISPIEL 1X.4.13 (POLARKOORDINATEN). Fiir

erhalten wir

//s f(z,y)dzdy = //D f(rcos,rsinp)rdrde.

Fiir das Tréagheitsmoment bzgl. der y-Achse der Kreisscheibe
K ={(z,y): 2 +y* < 1}
erhalten wir so z.B. bei konstanter Dichte p mit

D={(r,p):0<r<1,0<¢<2r}

den Wert

M =

1 2
= p/ {/ 3 cos? gpdgo} dr
0 0

F(F) = //E dxdy
://Kabdudv

= abF (K)

p

= mab.

T =1TCoS,

Yy =rsinp

/ / w2 dxdy
K

,0// r? cos? prdrdy
D

1
= 7Tp/ r3dr
0

1

= —Tp.

4

361

BEISPIEL [X.4.14 (ELLIPTISCHE KOORDINATEN). Sie haben die

Form

mit a > 0. Es ist

TulYov

x = acoshucosv,

Y

— Tyl

a sinh u sin v

a?[sinh? u cos? v + cosh? u sin

a?[cosh? u —

COS2 (%

].

2

v]
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IX.4.5. Der Fluss eines Vektorfeldes. Wir betrachten ein re-
guliires Flichenstiick S mit der Parameterdarstellung x : D — R? und
ein Vektorfeld v : S — R3 auf S. Wenn wir v als Geschwindigkeitsfeld
einer stationdren Fliissigkeitsstromung interpretieren, stellt das Spat-
produkt

[V, X du, x,dv] = [V, X, X,|dudv
das Volumen der Fliissigkeitsmenge dar, die pro Zeiteinheit durch das
Oberflachenelement
dO = |x, X x,|dudv
stromt. Da geméafl Abschnitt [.4.8 (S. 32)
[V, Xy, Xy = V- (X4 X X))

=V n|x, X X,|

mit der Flachennormalen

1

n=——
X, X X,

Xy X Xy

aus Abschnitt 1X.4.1 ist, ist dieses Fliissigkeitsvolumen gleich v - ndO.
Daher beschreibt das Integral / / v -ndO das Fliissigkeitsvolumen,

S
das pro Zeiteinheit durch das gesamte Flachenstiick stromt.
Diese Beobachtung motiviert folgende Definition:

Der FrLuss des Vektorfeldes v durch das Flachenstiick .S mit
der Parameterdarstellung x : D — R? ist gegeben durch

//Sv.d()://sv-nd()
://D[v,xu,xv]dudv.

BEISPIEL [X.4.15. Wir wollen den Fluss des Vektorfeldes
2z

viz,y,z)=z+y
0

durch die Sphére
S={(z,y,2): 2> +y* + 2* =r?}

(von innen nach auflen!) berechnen. Die Parameterdarstellung ist ge-
méf Beispiel 1X.4.5 (S. 354)

7 cOS  cos 6
x(¢,0) = [ rsingpcosf
rsin 6
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Die Normale ist

cos  cos 6
n= | sinpcosf
sin 6

Sie zeigt in die richtige Richtung, ndmlich nach aulen. (Sonst miissten
wir das Vorzeichen umkehren!) Gemé&f Beispiel 1X.4.5 ist

X, X Xy| = VEG — F?

= r2 cosb.

Damit erhalten wir fiir den gesuchten Fluss

2 z 2rsin 6
//v-ndO:/ / 7 cos B(cos ¢ + sin p)
S 0 - 0

us
2

cos p cos 6
sin pcos 6 | r* cos Odf } dy
sin

27 5
= / / 2r® sinf cos? 6 cos ¢
0 = —_—

[...d6=0

+ 73 cos® f sin p(cos @ + sin gp)d@}dgp
[..do=%

_ 43 / . -
=—_r sin ¢ cos ¢ + sin” ¢ dp
3 0 ——— =

J...dp=0 J.do=m
4
= .
3

IX.4.6. Der Satz von Stokes. Der Satz von Green besitzt eine
Verallgemeinerung fiir rdumliche ZWEISEITIGE FLACHEN, bei denen
man eindeutig von einer unteren und oberen (bzw. inneren und &ufle-
ren) Seite reden kann.

Jedes regulidre Fliachenstiick S ist zweiseitig. Wahlt man das Vor-

zeichen von
1
n=+—x, X X,
|xy X X,
einheitlich fiir alle Punkte von S, so wird die Oberseite von S durch
die Vorschrift bestimmt:

,n weist im Flachenpunkt aufgetragen aus der Oberseite
heraus.*
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Eine stiickweise regulére Fléiche ist dann ZWEISEITIG oder ORIEN-
TIERBAR, wenn sich die einzelnen Flédchenstiicke so wahlen lassen, dass
sich der Umlaufsinn iiber gemeinsame Kanten stetig fortsetzen lésst.

Die Sphére und der Zylinder sind Beispiele fiir solche orientierbaren
Fldachen. Das Mobiusband ist ein Beispiel fiir eine Flache, die nicht
orientierbar ist.

SATZ VON STOKES: Sei S eine orientierbare, stiickweise re-
gulére Flache mit iberschneidungsfreier Randkurve 95, die
so durchlaufen wird, dass S links liegt und der Umlaufsinn
zusammen mit der Normalen von S eine Rechtsschraubung
ergibt. Weiter sei U C R? eine offene Menge, die S enthiilt,
und v : U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld.

Dann ist
7{ v-dx = //(rotv) -ndO.
oS S

Aus dem Satz von Stokes folgt, dass fiir je zwei gleich orientierte
Flachen S, So mit gleicher Randkurve gilt

//Sl(rotv)-ndO://52(rotv)«nd0.

Auflerdem ergibt sich folgende Interpretation der Rotation:

(rot v(x))-n gibt im Punkt x die Zirkulation des Vektor-
feldes v pro Fliacheneinheit an, fiir jedes zu n senkrechte
reguldre Flachenstiick durch x.

BEISPIEL 1X.4.16. S entstehe durch den Schnitt des Zylinders
Z={(z.y,2) : 2 +y* =1}
mit der Ebene
E={(z,y,2):x+y+2z=1}

die Normale weise in den ersten Oktanten. Wir wollen

7{ v -dx
a8

fiir das Vektorfeld
viz,y,z)=| =

berechnen.
Fiir den direkten Weg bendétigen wir eine Parametrisierung von 0.5.
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Diese lautet

cost
x(t) = sint .0 <t <2m.
1 —cost—sint

Damit ergibt sich
o —sin® ¢t —sint
j{ v.dx = / cos? t : cost dt
85 0 \—(1—cost—sint)? sint — cost
2T
= / sin® ¢ 4 cos* t + (cost — sint)(1 — cost — sint)3dt.
0

Die Berechnung dieses Integrals ist nicht schwierig, aber miihselig.
Mit dem Satz von Stokes folgt

jgsvwlx: //S(rotv)-ndO.

Fir die Rotation erhalten wir

0
rotv = 0
3z% + 3y?
Eine Parameterdarstellung von S ist
U
x(u,v) = v
l—u—w

mit (u,v) € K und der Einheitskreisscheibe K. Es ist

1
Xy = 0 )
—1
0
X, = 1],
—1
1
Xy XX, = |1
1

Die Normale weist also in die richtige Richtung. Damit ergibt sich

]gsv-dx://s(rotv)-ndO

0
— / / 0 - 1] dudv
K\ 3u? + 30 1
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:// 3(u? + v?)dudv ‘u:rcoscp, v=rsing
K

1 2
= / { / 3r2rdg0} dr
0 0

IX.5. Integration iiber dreidimensionale Bereiche

IX.5.1. Das Volumen. Wir wollen einer beschrankten Menge M
C R3 ein Volumen zuordnen. Falls M ein Quader ist, soll dies das
Produkt der Kantenldngen sein. Dazu gehen wir analog zu den ebenen
Bereichen in Abschnitt IX.3.1 (S. 341) vor und unterteilen den Raum
durch Koordinatenebenen parallel zu den Ebenen z = n27%, y = n27*,
2z =n27% mit n € Z, k € N in Wiirfel mit der Kantenlinge 2~* und
dem Volumen 273%. Dann bezeichne sj,(M) und Si(M) die Summe der
Volumina aller Wiirfel, die ganz in M enthalten sind, und diejenige
aller Wiirfel, die mindestens einen Punkt mit M gemeinsam haben.

Offensichtlich gilt

si(M) < Sp(M),
sp(M) < sp1(M),
Skr1(M) < Si(M)

fur alle & € N. Daher besitzen die beiden Folgen (sx(M))gen und
(Sk(M))ken jeweils einen Grenzwert V(M) bzw. V,(M). Falls beide
iibereinstimmen, nennen wir M/ RIEMANN-MESSBAR und den gemein-
samen Grenzwert das VOLUMEN V(M) von M:

V(M) = ]}ggo se(M) = ]}1_{210 Sk(M).

Besteht eine Menge N nur aus endlich vielen Punkten, regulédren Kur-
venstiicken und reguldren Fléchenstiicken, so ist V/(/N) = 0. Man nennt
N daher eine NULLMENGE.

Ist M messbar und N eine Nullmenge, so sind M U N und M\N auch
messbar und es gilt

V(MUN) =V(M), V(M\N) = V(M).

Fiir unsere Zwecke kénnen wir uns auf sog. REGULARE Bereiche M
beschréanken, die folgende Eigenschaften haben:

e M ist abgeschlossen und beschrénkt.

e Der Rand OM von M besteht aus endlich vielen regulidren
Flachenstiicken.

e Das Innere M\OM von M ist eine nicht leere, offene Menge.
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Man kann zeigen:

Jeder im obigen Sinne regulire Bereich M ist Riemann-
messbar mit positivem Volumen V(M) > 0.

IX.5.2. Das Dreifachintegral. Sei M ein reguldrer Bereich in
R3 und f : M — R eine stetige Funktion. Wie im vorigen Abschnitt
unterteilen wir den Raum in Wiirfel der Kantenlinge 27%. Diejenigen
Wiirfel, die ganz in M liegen, nummerieren wir von 1 bis n,. Fiir den
i-ten Wiirfel bezeichnet x; den Mittelpunkt. Mit diesen Bezeichnungen
kénnen wir die Riemann-Summe

Iy = i Flxi)27*

betrachten. Man kann zeigen, dass die Folge (Zy)ren konvergiert. Den
Grenzwert nennen wir das DREIFACH- oder VOLUMENINTEGRAL von
f iiber M und bezeichnen es mit

/ / | fdV oder / / | fdadydz.

Fiir das Dreifachintegral gelten die gleichen Rechenregeln wie fiir Dop-
pelintegrale und Integrale in R.

IX.5.3. Praktische Berechnung des Dreifachintegrales. Fiir
die praktische Rechnung wichtige Mengen M C R3 lassen sich hiufig
als ,Zylinder“ iiber einem ebenen Grundbereich D in einer der Koor-
dinatenebenen darstellen. Liegt z.B. D in der (x,y)-Ebene, bedeutet
dies, dass es zwei stetige Funktionen ¢ und h auf D gibt, sodass M die
Form hat

M ={(z,y,2): (z,y) € D, g(z,y) < z < h(z,y)}.
Ist f eine stetige Funktion auf M, gilt dann fiir das Dreifachintegral

von f iiber M
// Mfdv - //D {/g(f::/) f($7y7Z)dz} dzdy.

Damit ist die Berechnung des Dreifachintegrals auf diejenige eines Inte-
grals in R und eines Doppelintegrals zuriickgefithrt. Ahnliche Formeln
gelten, wenn D in der (z, 2)- oder (y, z)-Ebene liegt.

BEispIEL [X.5.1. Wir wollen das Volumen der Menge M berechnen,
die von dem Ellipsoid

xQ y2 22
E:{(%%Z)i;*'b—g*'c—z:l}
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und dem Kegel
22 2 2
K= {(l‘,yvz) : ngb—gzc—Q}

berandet wird und in dem Bereich z > 0 liegt. Da sich Ellipsoid und

Kegel in der Ellipse

2 2
.
2
schneiden, ldsst sich M darstellen als

M:{(a:y, Sz, y) ED\/

mit

R T |
p-{wn:L+L <1}

Damit erhalten wir fiir das Volumen von M

:// {/ dz}dxdy
D /oy
2 22 42
= {\/ “‘ﬁ‘\/@*ﬁ}dmy

Zur Berechnung des Doppelintegrals fithren wir die Koordinatentrans-
formation

| I

vy
a? b2

T = ar cos

y = brsiny
mit 0 < r < \/Li und 0 < ¢ < 27 aus. Die Determinante der Jacobi-
Matrix ist
9z Sz acosy —arsiny
or Oy | _ -
det % g—i det (bsingp br cos ¢ >

= abr.

Damit erhalten wir
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1 1, =

= 27Tabc[—§(1 — TZ)% - v
0

1.3

2 3
= gﬂabc[l — (5)2 —(

= %ﬂabc(Q —V2).

IX.5.4. Die Transformationsformel fiir Volumenintegrale.
Wir betrachten zwei reguliére Bereiche U und M in R3. Unter einer
KOORDINATENTRANSFORMATION von U auf M verstehen wir eine ste-
tig differenzierbare Abbildung x : U 3 (u, v, w)" — x(u,v,w) € M mit
den Eigenschaften:

e X ist injektiv.
e Die Vektoren x,(u,v,w), x,(u, v, w), X,(u,v,w) sind fiir alle
(u,v,w)T € U linear unabhingig.

Ein Quader ug < u < ug+ Au, vg < v < vg + Av, wyg < w <
wo+ Aw in U wird durch x in erster Approximation abgebildet auf ein
Spat ausgehend vom Punkt x(ug, vg, wg) aufgespannt von den Vektoren
Xy (Uo, Vo, Wo) Au, X, (U, Vo, wo) Av und X, (ug, vo, we) Aw. Das Volumen
dieses Spates ist geméfl Abschnitt 1.4.8 (S. 32)

AV = |[Xy, Xy, Xy | AuAvAw
= | det(xy, Xy, Xy ) |[AuAvAw.

Die Determinante

Tu To Tw
det (Xua Xus Xw) = det Yu Yo Yw
Zu P Zw

heifit JACOBI-DETERMINANTE oder FUNKTIONALDETERMINANTE der
Transformation. Setzt man obige Formel fiir AV in die entsprechenden
Riemannschen Summen ein, erhélt man:

TRANSFORMATIONSFORMEL FUR VOLUMENINTEGRALE:
Entsteht der regulire Bereich M C R3 durch die Koor-
dinatentransformation x : (u,v,w)? — x(u,v,w) aus dem
reguldren Bereich U, so gilt fiir jede stetige Funktion f :
M — R auf M die Transformationsformel

// /M f(@,y, )ddyd:

_ ///U Flx(u, v, w))] det (%0, %0, %o )| dudvdio.
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BEISPIEL 1X.5.2 (AFFINE KOORDINATEN). Fiir die Transformati-
on x = Au + xo mit A € R**® und det A # 0 erhalten wir

///M f(x)dxdydz = ///U f(Au + xq)| det A|dudvdw.

Das Ellipsoid

2 2 2
M:{(x,y,z):¥+b—2+c—2§r2}

mit a > 0, b > 0, ¢ > 0 ist das Bild der Kugel
K ={(u,v,w) : v* + v* + w* <7r?}
unter der Transformation
T

X : (u,v,w)" — (au,bv, cw)’.

Dies entspricht

XQZO,
a 0 0
A=10 b 0
0 0 ¢
Wegen
det A = abce

ergibt sich

V(M) = ///M dxdydz
= ///K abe dudvdw

= —mriabe.

3

BEISPIEL IX.5.3 (ZYLINDERKOORDINATEN). Dies ist die Transfor-
mation

T =T COSp,
Yy = rsin p,
z = z.

Die Funktionaldeterminante ist
cosp —rsing 0
det [ sinp rcosp O] =7
0 0 1
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// fdxdydz = // f(rcoso,rsinp, z)r drdedz.
M U

Der Zylinder

Also ist

M={(z,y,2): 2> +y* <1,0< 2 <2}
habe z.B. die Massenverteilung
f(z,y, 2) = 22(2® + ).
Dann ist die Gesamtmasse

M= / 1/ /M f:la:dydj
:/0 {/OW{/O z2r2rdz} dgp} dr

1
:§27r/ r3dr
3 Jo

4
= —.
3
BEIsPIEL IX.5.4 (KUGELKOORDINATEN). Dies ist die Transforma-
tion
X = 1 oS pcosb,
Yy = rsin g cos b,
z =rsinf.
Die Funktionaldeterminante ist

cospcosf) —rsinpcosf —rcospsinf
det | singpcosf rcosgcosf —rsinpsing | =r’cosé.
sin ¢ 0 r cos 0

/ / y fdxdydz

= /// f(rcos @ cos @, rsinpcosf, rsin §)r? cos § drdpdd.
U
Fiir die Massenverteilung

fla,y,z) = 2(2" +y°)
in der Einheitskugel ergibt sich so z.B. die Gesamtmasse

M:/// f dxdydz
/ / / r? sin 97" cos? §r? COSQdG}dgp}
% +y2

Also ist
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1 3
= 27r/ 7“6d7‘/ sin? @ cos® 6de
OH,_/ _
R

(VB

J/

-~

Gl

8
~ 105

1X.5.5. Der Satz von Gaufl. Wir betrachten einen reguliren
Bereich M C R3?, dessen Rand OM aus endlich vielen reguliren Fli-
chenstiicken besteht, eine offene Menge O, die M enthélt, und ein auf
O stetig differenzierbares Vektorfeld v : O — R3. In jedem Punkt von
OM bezeichne n den nach auflen weisenden Einheitsnormalenvektor.
Dann gilt:

(GAUSSSCHER INTEGRALSATZ:
/// divvdV:// v - ndO.
M oM

BEISPIEL IX.5.5. Der Fluss des Vektorfeldes
2z
vix)=[z+y
0

durch die Oberfliche der Kugel
K ={(x,y,z): a* +y° + 22 <1}

betragt
// V-ndO:/// div vdV
oK K
_ / / / 14V
K
4
= —T.
3
BEISPIEL [X.5.6. Der Fluss des Vektorfeldes
xy?
v(x) = | 2%y
Yy

durch die Oberflache des Zylinders
M =A{(,y,2) 2" +y* < 1|2 <1}

betrégt

//an-ndO:///MdivvdV
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= / / / 2 + y*drdydz (Zylinderkoordinaten)
M

1 2 1
:/ {/ {/ r2rdz}d<p}dr
0 0 -1
1
:47T/ r3dr
0

= T.

BEeispIEL [X.5.7 (KONTINUITATSGLEICHUNG DER STROMUNGS-
MECHANIK). Sei v das Geschwindigkeitsfeld einer stromenden Fliissig-
keit mit der rdumlich und zeitlich variablen Dichte p. Wir betrachten
einen beliebigen raumlichen Bereich M im Stréomungsgebiet. Durch die
Oberfliche von M tritt pro Zeiteinheit die Masse

// pv - ndO
oM

aus. Wegen der Massenerhaltung muss dies gleich der zeitlichen Ande-
rung der Masse sein. Dieses ist

ol

(Minuszeichen, da der Fluss aus M heraus betrachtet wird!) Damit

ergibt sich
d
O:// pv-nd0+d—/// pdV
oM at M

-~

Il IV = Gpav

:///M{%—Fdiv(pv)}d‘/.

Da diese Identitét fiir jeden noch so kleinen Bereich M gilt, kann man
aus ihr punktweise die Kontinuitétsgleichung der Strémungsmechanik

dp . -
n + div(pv) =0

folgern.

Setzen wir im Gauflschen Integralsatz fiir v den Gradienten einer
zweimal stetig differenzierbaren Funktion f ein, erhalten wir wegen

div(grad f) = Af = fow + fyy + [2z
die Identitat

JJ[ asav=[[ wads-nio- [[ Lo
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Ist f eine skalare Funktion und v ein Vektorfeld, ergibt sich aus der
Produktregel
div(fv) = fdivv + (grad f) - v.
Setzen wir fv an Stelle von v im Gauflschen Integralsatz ein, erhalten
wir hieraus ein mehrdimensionales Analogon zur partiellen Integration:

[ raievav = [ peenio— [[[ v-graagav




KAPITEL X

Gewdhnliche Differentialgleichungen 11
Systeme

X.1. Existenz- und Eindeutigkeitssitze

X.1.1. Grundbegriffe. Wir erweitern die Begriffe aus Abschnitt
VI.1.1 (S. 217) auf Systeme von gewohnlichen Differentialgleichun-
gen, d.h. gDglen bei denen die Losung eine vektorwertige Funktion
y : R — R¥ ist. Dazu seien I C R ein Intervall, k und n positi-
ve natiirliche Zahlen und f : I x R™ — R* eine gegebene Funktion.
Ein SYSTEM GEWOEHNLICHER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN n-TER
ORDNUNG kurz GDGL n-TER ORDNUNG ist ein Ausdruck der Form

y™ =f(z,y,...,y"),

bei dem die gesuchte Losung y ihre Werte im R* hat. Offensichtlich
entsprechen die gDglen aus Kapitel VI dem Spezialfall £ = 1.

Eine Funktion y : J — R* heifit eine LOSUNG der gDgl, wenn das
Intervall J im Intervall I enthalten ist und wenn fiir alle z € J gilt

y"(z) = f(z,y(z),....y" "V (2)).

Unter einem ANFANGSWERTPROBLEM kurz AWP verstehen wir
eine gDgl n-ter Ordnung wie oben angegeben zusammen mit n Bedin-
gungen der Form

y(ro) = Yo

vy V(zg) = ya

Dabei sind zg € I und yo,...,yn,—1 € R¥ ein gegebener Anfangspunkt
und gegebene Anfangswerte.

Eine Funktion y heifit eine LOSUNG des AWP, wenn es positive Zah-
len & und &5 gibt, so dass y auf (xg — &1, g + €2) n-mal differenzierbar
ist, dort die gDgl 16st und die Anfangsbedingungen erfiillt.

BeispiEL X.1.1. Wir betrachten eine Population bestehend aus ei-
ner Beute und einem Rauber. Die Grofle der Beute- bzw. Rauberpo-
pulation zur Zeit ¢ sei x(t) bzw. y(t). Die Beute habe eine konstante
Vermehrungsrate und eine Sterberate, die proportional zur Grofie der
Réuberpopulation ist. Die Rauber haben eine konstante Sterberate und
eine Wachstumsrate, die proportional zur Grofle der Beutepopulation

375
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ist. Dann geniigen z,y der gDgl
T =ar — Bzy
y=—vy+ory

mit positiven Konstanten «, 3,7,d. Zur Zeit t = 0 erfiillen sie die An-
fangsbedingung

x(0) = xo,
y(0) = vo.

X.1.2. Reduktion der Ordnung. Ein System gewohnlicher Dif-
ferentialgleichungen der Ordnung n im R* kann stets auf ein System
erster Ordnung im R reduziert werden. Dazu definiert man fiir

vy =f(z,y,...,y")

die vektorwertige Funktion z : I — R™ durch

y
y/
7 = )
()
und die Funktion F : I x R™ — R™ durch
7z
F(x,z) =
Zp 1
f(z,2z)

Dabei bezeichnet z; die Komponenten jk+1,...,(j+1)k von z. Dann
ist y : J — R* genau dann eine Losung der gDgl
y" =f(z,y, ...y,
wenn z : J — R™ eine Losung der gDgl
7z =F(v,2)

ist.

Wegen dieser Reduktion der Ordnung kénnen wir uns bei den theo-
retischen Ergebnissen der folgenden Abschnitte auf gDglen erster Ord-
nung beschranken. Fiir die praktische Rechnung ist es aber nicht immer
empfehlenswert eine gDgl n-ter Ordnung auf ein entsprechendes Sys-
tem 1-ter Ordnung zu transformieren.

BEIsPIEL X.1.2. Die Schwingungsgleichung
&+ ri 4wt = f(t)

=)

geht mit
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in das System erster Ordnung

uber.

X.1.3. Lipschitz-stetige Funktionen. Fiir den Existenz- und
Eindeutigkeitssatz des néchsten Abschnittes benotigen wir den Begriff
der Lipschitz-Stetigkeit. Dazu bezeichnen I C R ein offenes Intervall,
U C R"” eine offene Menge und f : I x U — R" eine Funktion.

DEFINITION X.1.3. (1) Die Funktion f : / xU — R" heit GLEICH-
MASSIG LIPSCHITZ-STETIG (bzgl. U) auf I xU, wenn es eine Zahl L > 0
gibt mit

f(z,y) —f(x,2)|| < L|ly —z|| firallexel,y,zeU.

Dabei bezeichnet ||-|| irgendeine Norm auf R™. Die kleinst mogliche
Zahl L > 0, fiir die die obige Abschétzung gilt, heilit die LipScHITZ-
KONSTANTE von f.

(2) Die Funktion f : [ x U — R" heift LiPSCHITZ-STETICG (bzgl. U)
auf I x U, wenn es zu jedem y, € U eine offene Menge V' C U gibt mit
vo € V, so dass f auf I x V gleichméBig Lipschitz-stetig ist.

Eine Lipschitz-stetige Funktion ist immer stetig. Die Umkehrung
gilt nicht, wie das folgende Beispiel zeigt.

BEISPIEL X.1.4. Die Funktion f : R — R mit

fy) =yl

ist stetig, aber nicht Lipschitz-stetig. Denn andernfalls, miisste es ein
€ > 0 und ein L > 0 geben mit

|f(y) — f(0)] < Lly — 0| furalley € R mit |y| <e.

Dies ist aber dquivalent dazu, dass der Differenzenquotient

|f(y) = f(0)]
ly — 0

in einer Umgebung der Null beschréinkt ist. Aber die Folge

1 1

ORI

1 - 1
n 0l n

ist unbeschrankst.
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Die Beobachtung aus obigem Beispiel gilt allgemein: Fine Funktion
f I — R ist Lipschitz-stetig, wenn der Differenzenquotient

[f(z) = f(y)
|z -y
fir alle z,y € I, x # y beschrédnkt ist. Dies ist sicher dann der Fall,
wenn [ auf [ differenzierbar ist. Allgemein gilt:

Ist £: 1 x U — R" bzgl. der zweiten Variablen differenzier-
bar, so ist f Lipschitz-stetig.

X.1.4. Der Satz von Picard-Lindel6f. Wie Beispiel VI.1.6 (S.
220) zeigt, gibt es AWP mit mehreren Losungen. Dies liegt an der feh-
lenden Lipschitz-Stetigkeit der dortigen Funktion f (vgl. BeispielX.1.4).

SATZ VON PICARD-LINDELOF: Seien I C R ein offenes
Intervall, U C R" eine offene Menge und f : I x U — R"
Lipschitz-stetig. Dann gibt es zu jedem zy € [ und jedem
yo € U ein € > 0, so dass das AWP

y' =f(x,y(z)) firalle z € (xg—¢,20+¢)
y(zo) = ¥o
eine eindeutige Losung besitzt.

BEWEISIDEE. Offensichtlich ist y : I — R” genau dann ein Lésung
des AWP, wenn fiir alle z € I gilt

y(z) —yo = y(x) — y(xo)

= /ﬂ: y'(t)dt

_ / £ty (1)) dt.
zo

Durch geeignete Wahl von € > 0 und einer offenen Menge V' C U mit
yo € V kann man erreichen, dass f auf [xg — e, xg + €] x V gleichmé&Big
Lipschitz-stetig ist mit Lipschitz-Konstante L und dass Le < % gilt.
Bezeichne mit X die Menge aller stetigen Funktionen auf [xg—e, xo+¢]
mit Werten in V. X ist ein normierter Vektorraum mit der Norm

[yllx = max |y(z)l,
|z—z0|<e

wobei |-| die Euklidische Norm auf R™ ist. Auf X definiert man eine
Abbildung ® durch

P(y)(z) =yo + /m £(t,y(t))dt.

o



X.1. EXISTENZ- UND EINDEUTIGKEITSSATZE 379

Dann ist y genau dann eine Losung des AWP, wenn y ein Fixpunkt
von P ist, d.h.

d(y) =y.

Wegen der Lipschitz-Stetigkeit von f erhélt man fiir je zwei Funktionen
y,z € X die Abschéitzung

|®(y) — ®(z)||x = max

|z—zol|<e

| ey 0) s 20y

zo

< max / £ty (6)) — £(t,2(¢) |dt

= Jo—aol<e -~ 4
<Lly(t)—z(t)|
< max /L!y(t)—z(t)|dt
ol <e | Sy e
<|ly—zllx

< Llz = wollly — zllx
< Lelly — = x

\4 z .
=9 X

Dies besagt, dass ® eine KONTRAKTION ist. Wir bezeichnen nun mit
zo die Funktion, die konstant gleich yq ist, und definieren die Folge
(Zn )nen durch

ZZ‘+1:(I)(Z1') /L:O,l,
Da & eine Kontraktion ist, kann man zeigen, dass die Folge (z,)nen

gegen ein y € X konvergiert und dass diese Funktion der eindeutige
Fixpunkt von ® und damit die eindeutige Losung des AWP ist. U

Aus der Lipschitz-Stetigkeit folgt auch die stetige Abhéingigkeit der
Losung einer AWP von den Anfangswerten:

STETIGE ABHANGIGKEIT VON DEN ANFANGSWERTEN:
Die Funktion f : I xU — R" sei gleichméfig Lipschitz-stetig
mit Lipschitz-Konstante L. Dann gilt fiir jedes xq C I und
je zwei Losungen yq,ys der gDgl

y =f(z.y)
die Abschétzung

L|z—x0|

ly1(z) — y2(2)| < |y1(zo) — y2(wo)le
fiir alle x € 1.




380 X. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN II

X.2. Differentialgleichungen 1. Ordnung

X.2.1. Exakte Differentialgleichungen. Wir betrachten Diffe-
rentialgleichungen der Form

a(z,y) +b(z,y)y = 0.
Dabei sind a,b : G — R zwei stetige Funktionen auf einer offenen,
sternférmigen Menge G' C R2. Diese gDgl heiit EXAKT, wenn das Vek-
torfeld
viG =R (2,y) = (alz,y), b(z,y))"
ein Gradientenfeld ist, d.h. wenn es eine Stammfunktion U : G — R
gibt mit
a = Uy, b="U,.
Da G sternformig ist, ist gemafl Abschnitt 1X.2.4 (S. 335) die gDgl
exakt, wenn gilt
ay = by.
Falls die gDgl exakt und U eine Stammfunktion ist, ist die gDgl wegen
der Kettenregel dquivalent zu

d
0= %U(m, y(x) =U.+ U,y

Also ist jede Losung der gDgl eine Niveaulinie
{(z,9) : U(z,y) = ¢}
der Stammfunktion. Fiir eine gegebene Anfangsbedingung
y(ro) = Yo
ist die Konstante ¢ durch
U(o,y0) = ¢

bestimmt. Falls Uy (o, yo) # 0 ist, kann wegen des Satzes iiber implizite
Funktionen (vgl. Abschnitt VIIL.3.5 (S. 301)) die Gleichung

U(z,y) = U(xo, Yo)

in einer Umgebung von xy nach y aufgelost werden.
Insgesamt erhalten wir somit:

Losung der gDgl
a(z,y) + b(z,y)y' = 0.
(1) Teste auf Exaktheit, d.h. gilt
ay = by?

(2) Falls die gDgl exakt ist, bestimme eine Stammfunk-
tion U, d.h. eine Funktion U mit

a=U, b=U,
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(3) Fiir ¢ € R 16se die Gleichung
U(z,y) =c
nach y auf.
(4) Bei vorgegebenen Anfangsbedingungen y(zo) = yo
1st
¢ = Ul(zo,0)-

BEISPIEL X.2.1. Betrachte das AWP
2xy + (2y + %)y =0

y(0) = 1.
Es ist
a(x,y) = 2xy,
b(z,y) = 2y + *
und

ay = 2x = b,.

Also ist die gDgl exakt. Zur Bestimmung einer Stammfunktion U gehen
wir wie in Abschnitt IX.2.5 (S. 338) vor. Unbestimmte Integration von
a liefert

U(z,y) = 2y + c(y).
Einsetzen in die Bedingung U, = b ergibt
2+ (y) =2y + 2

— d(y) =2y

= cly) =y +7.
Also ist

Ulz,y) = 2y +y°

eine Stammfunktion. Wegen U(0,1) = 1 ist die Losung des AWP gege-
ben durch die Gleichung

2?y(z) +y(2)* = 1.
Die quadratische Gleichung (fiir y!)
Y+ a2ty =1
hat die Losungen
1

1
Y12 = —§$2 =gy Zx‘* + 1.

y12(z) = %(—f +Vat 4+ 4)

Also sind
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Kandidaten fiir die Losung des AWP. Wegen der Anfangsbedingung
y(0) = 1 kommt nur die Losung

y(o) = SV T A - a?)

in Frage.

X.2.2. Der integrierende Faktor. Wir betrachten wieder eine
gDgl der Form
CL(.I‘7 y) + b(ZL’, y)y/ =0,
interessieren uns aber fiir den Fall, dass die gDgl nicht exakt ist, d.h.
ay # b,. Manchmal gibt es eine Funktion M : G — R, so dass die gDgl
M(z,y)a(z,y) + M(z, y)b(z,y)y =0
exakt ist. Falls M (z,y) # 0 ist fiir alle (x,y) € G, hat diese exakte gDgl
die gleiche Losungsmenge wie die urspriingliche gDgl, und wir kénnen
die Methoden des vorigen Abschnittes anwenden. Eine Funktion M der
beschriebenen Art heifit INTEGRIERENDER FAKTOR.

Aus der Bedingung, dass die neue gDgl exakt sein soll, ergibt sich
eine partielle Differentialgleichung fiir M:

(M), = (bM),
— ayM + aM, = by M + DM,
= bM, —aM, = (a, — b,) M.
Diese partielle Differentialgleichung fiir M ist im allgemeinen schwerer
zu losen als die urspriingliche gDgl. Manchmal hat man aber Gliick

und kann eine Losung M ,raten®.  Bewihrte“ Kandidaten hierfiir sind
von der Form

m(z), m(y),
m(z +y), m(z —y),
m(z® +y?), m(z® — y?),
m(z - y)

mit einer Funktion m : R — R.
BEISPIEL X.2.2. Betrachte die gDgl
22 +y + (2%y* — x)y = 0.
Es ist
a(z,y) =2y’ +y,
b(x,y) = 2%y* — .
Wegen
Ay = 3r%y* + 1,
b, = 32%y* — 1
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ist die gDgl nicht exakt. Auf der Suche nach einem integrierenden Fak-
tor machen wir den Ansatz M (x,y) = m(xy). Die partielle Differenti-
algleichung fiir M hat dann die Form
2m = (ay — by) M
= bM, — aM,
= (2°y* — x)ym’ — (2°y’ + y)em’
= —2xym’.
Mit u = xy geht dies iiber in die gDgl
1 /
——m=m
u

mit der Losung (Trennung der Variablen!)

1
m(u) = "
Also ist
1
M = —
(z,y) p”
ein integrierender Faktor. Die neue gDgl lautet
1 1

vy’ + = + (2%y — ~)y = 0.
z Yy
Fiir die Stammfunktion U erhalten wir

Uwy) = [(a? + D)o+ ely)

T

1
— ~%? + In(x) + cfy).

2
Einsetzen in die Gleichung
1
U, =2y — -
! y
ergibt
2y + d(y)=U,
1
)
— dy) =
)
— c(y) = —In(y) +¢
Also ist
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und die allgemeine Losung y unserer gDgl ist implizit gegeben durch

die Gleichung
1
—2?y? +In <£) =c.
2 y

BEISPIEL X.2.3. Wir betrachten das Rauber-Beute Modell aus Bei-
spiel X.1.1 (S. 375)

T = ax — [Bxy Beute
Y= —yy+oxy Réauber.

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit y(—~ + dx) und die zweite
Gleichung mit z(« — fy) und subtrahieren die Ergebnisse. Das liefert

(= +éx)yt — (a — By)xy = 0.

o= (40 5)

Viy = —7+0r# —a+ By = v,
kein Gradientenfeld. Fiir das Vektorfeld

Das Vektorfeld

ist wegen

1
M%MZ@W%@
erhalten wir dagegen
9, 7
Wiy = a_y(_g +0)
=0
0 (_oz
AT
= W .

+ 3)

Also ist w ein Gradientenfeld. Eine Stammfunktion ist

Ua) = (6= Dz + cly)
=o0x —yIlnz + c(y).

Einsetzen in

U,=—=+5
Y
ergibt
o)
dly)=—+p0
(y) y
— c(y) = —alny + By.

Also sind die Losungen (z(t),y(t)) des Réduber-Beute Modells Niveau-
linien der Form

U(z,y) =dx —ylnzx —alny + fy = c.
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Da die Exponentialfunktion bijektiv ist, konnen wir statt U auch die
Funktion F' = exp o(—U) betrachten und erhalten die Niveaulinien
AT

— - — =c
6696 eﬁy

Dies sind eiférmige Kurven im ersten Quadranten. Ist

so ist die Losung (z(t),y(t)) konstant. Andernfalls liegt sie auf der
Niveaulinie mit passendem c.

Man kann zeigen, dass die Losung periodisch ist, d.h. es gibt ein 7" > 0
mit

fiir alle t € R.
Die mittlere Populationsgrofie iiber eine Periode T ist

1 /7

T = T/o x(t)dt Beute
1 /7

Y= —/ y(t)dt Réuber.
T Jo

Man kann diese Gréfen bestimmen, ohne die Periode T" und die Losung
(x(t),y(t)) explizit zu kennen. Dazu dividiert man die Beutegleichung
durch z und integriert von 0 bis T'. Dies liefert

0=Inz(T) —Inz(0) ‘Wegen z(T) = z(0)

= /OTa — By(t)dt

=aol —p | y(t)dt
0

= ol — pBT7y.
Also ist
o«
y=—
g
Verfahrt man analog mit der Raubergleichung, erhélt man
Y
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Die mittlere Populationsgrofie der Beute (des Réubers) hingt also nur
vom Verhéltnis der Wachstums- zur Sterberate des Réubers (der Beu-
te) ab.

Dies hat interessante Konsequenzen. Wollen wir z.B. die Beute durch
ein Gift, das auch fiir den Rauber schédlich ist, reduzieren, miissen wir
a durch a — € und v durch v + ¢ ersetzen. Fiir die mittlere Populati-
onsgrofe erhalten wir dann

T_7+6
)
__04—8

vy=75

Unsere Mafinahme ist also kontraproduktiv: die mittlere Grofle der
Beutepopulation nimmt sogar zu.

X.3. Systeme linearer Differentialgleichungen

X.3.1. Grundlegende Eigenschaften. Wir betrachten Systeme
gDglen der Form

y' = Ala)y + £(2).

Dabei sind A : I — R™" eine matrixwertige und f : I — R" eine
vektorwertige Funktion auf einem Intervall I C R. Obige gDgl heifit
HOMOGEN, falls f = 0 ist, andernfalls heifit sie INHOMOGEN.

Da die Zuordnung y — y’ — A(z)y linear ist, gelten die gleichen
Beobachtungen wie in Abschnitt VI.3.1 (S. 233):

e Sind y; und yy zwei Losungen der inhomogenen gDgl, so ist
y = y1 — ¥ eine Losung der homogenen gDgl.

e Ist y, eine partikuldre Losung der inhomogenen gDgl und yy,
die allgemeine Losung der homogenen gDgl, so ist y, +y; die
allgemeine Losung der inhomogenen gDgl.

e Sind y; und y, zwei Losungen der homogenen gDgl und oy,
as reelle Zahlen, so ist ajy; + asys auch eine Losung der ho-
mogenen gDgl.

Wegen dieser Beobachtungen gehen wir bei der Losung obiger gDgl
wie in Abschnitt VI1.3:

Wir bestimmen separat die allgemeine Losung der ho-
mogenen gDgl und eine partikuldre Losung der inhomo-
genen gDgl und setzen daraus die allgemeine Losung der
inhomogenen gDgl zusammen.

X.3.2. Fundamentalsysteme. Wir betrachten die homogene li-
neare gDgl

y = A(z)y
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mit A : I — R™". Wie im vorigen Abschnitt bemerkt, ist die Losungs-
menge dieser gDgl ein Vektorraum. Wir behaupten, dass dieser Vek-
torraum die Dimension n hat. Zum Nachweis dieser Behauptung gehen

wir wie folgt vor.
Die Abbildung F': I x R" — R"™ mit

F(z,z) = A(x)z
ist linear und damit Lipschitz-stetig. Daher besitzt das AWP

y = A(z)y
y(To) = yo
zu jedem zy € I und jedem y, € R" eine eindeutige Losung. Wir halten
im Folgenden xg fest. Zu den Anfangswerten yq, = ey,...,yg = €,
erhalten wir dann jeweils eine eindeutige Losung yy,...,y,, d.h.
yi = A(z)y
yi(z) = e
fir ¢« = 1,...,n. Dabei sind ey, ..., e, die kanonischen Einheitsvekto-

ren des R™. Offensichtlich sind die Vektoren yi(zo), ..., yn(x) linear
unabhéngig.

Wir nehmen nun an, dass sie fiir ein z; # xo linear abhéngig seien.
Dann gibt es Zahlen aq, ..., a, mit

a2+ +a2#0

und

ary1(z1) + ...+ apya(xr) = 0.

Setze
u=o1y;1+...+ o, ¥Yn
Dann 16st u das AWP
u' = A(z)u
u(zy) =0.
Da dieses AWP die eindeutige Losung 0 hat, folgt u(z) = 0 fiir alle
x € I. Insbesondere folgt
u(zg) =0 = 0=ay1(zo) + ... + @, yn(z0)
=oer + ...+ aye,.

Also ist ay = ... = a,, = 0. Dies ist ein Widerspruch. Daher sind die
Vektoren yi(x),...,y,(x) fir alle 2 € I linear unabhéngig.

Hieraus folgt, dass der Losungsraum mindestens die Dimension n
hat.
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Um zu zeigen, dass die Dimension gleich n ist, miissen wir jede
beliebige Losung y der gDgl als Linearkombination von yy, ..., y, dar-
stellen kénnen. Sei also y irgendeine Losung der gDgl. Da eq,...,e,
eine Basis des R" ist, gibt es dann Zahlen fy,..., (3, mit

Y(J?()) = 6181 4+ ...+ ﬂnen
= 61Yl(x0) +..F ﬂnYn(xO)

Setze
v=705y1 4+ Buyn
und
W=vV-—-y
Dann folgt
w = Aw
w(zg) =0

Da dieses AWP die eindeutige Losung w = 0 hat, folgt

y=0y1+...+5Byn

Das war zu zeigen.
Wir fassen zusammen:

Die Losungsmenge der gDgl
y' = A(z)y

ist ein n-dimensionaler Vektorraum. Eine Basis wird von
den Losungen yy,...,y, der AWPe

y; = A(2)y;
yi(wo) = €
mit ¢ = 1,...,n gebildet.

Jede Basis des Losungsraumes nennt man ein FUNDAMENTALSYS-
TEM fiir die homogene gDgl. Obige Uberlegungen zeigen, wie man ein
Fundamentalsystem konstruieren kann.

Ist yi(x),...,yn(x) ein Fundamentalsystem fiir die homogene gDgl,
so ist die Determinante

W(z) = det(yi(2),...,ya(z))

fiir alle x € I von Null verschieden. W heifit die WRONSKI-DETERMI-
NANTE des Fundamentalsystems. Man kann die Wronski-Determinante
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bestimmen, ohne das Fundamentalsystem explizit zu kennen. Man kann
nédmlich zeigen, dass fiir beliebiges xy € I gilt

W(x) = W(xg) exp </$ Spur A(s)ds)
mit
Spur A(s) = A11(s) + Aga(s) + ... + Ann(s).

X.3.3. Variation der Konstanten. Wir wollen eine partikulére
Losung der inhomogenen gDgl

y' = Alz)y +1(z)

bestimmen. Dazu gehen wir dhnlich wie in Abschnitt VI.2.2 (S. 225)
vor. Seiyi(x), ..., y,(x) ein Fundamentalsystem fiir die homogene Glei-
chung. Die Matrix

Y(z) = (y1(x),...,yn(x))

ist dann fiir alle z € I regulér. Wir machen nun den Ansatz

yp(x) = c1(?)y1(x) + ...+ cu(®)yn()
=Y (z)c(z)

mit unbestimmten Funktionen ¢q,...,¢, : I — R und

c(z) = (ci(2),...,culx))".

Setzen wir diesen Ansatz in die inhomogene gDgl ein und beachten,
dass y1,...,y, die homogene gDgl l6sen, erhalten wir die Bedingung

0=y§,—A( v)yp — f(x)

—Z{cz ¥ile) +e@yi(a)}

7A(x)yb(x)

- Z ci(x)A(x)yi(z) — £(z)

=3 i) @)
=Y (x)c(x) — f(z).
Da Y (x) regulér ist, folgt
c(z) = Y(x) H(x).

Diese gDgl fiir ¢ kann durch komponentenweise Integration gelost wer-
den. Dies liefert die gesuchte partikulidre Losung.
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BEISPIEL X.3.1. Wir betrachten die gDgl
3 -1 x
=5 ) ()
GeméB Beispiel X.3.2 (S. 392) in Abschnitt X.3.4 (s.u.) ist
1 2x 1

r)=——e :
)= 5 (1)
1 4x 1

o= 5 ()

ein Fundamentalsystem fiir die homogene gDgl. (Priift man hier durch
Einsetzen nach!) Es ist

— Y(z)™! =

¢l = L <eij§x+x2)).

e 1 (z — 2?)

In einer Nebenrechnung erhalten wir durch partielle Integration fiir
a € R\ {0} und k € N*

1 k _
/e”xkd:c = 2k — 2| ek,
a a

Damit ergibt sich

(@) 1 € 1 2 1
c(r)=—
\/§ e‘“[—ix %]_6—495[_%:62 éx—é]
1 efzx[—%xQ T — %]
\/§ 6_4$[}1$2 . %x B %]
Als partikulédre Losung erhalten wir somit
yp(z) = Y(z)c(z)
1 9 17
N Attt
T2 3.2 1T 15
it Tt T 3

1 /82% +36x+ 17
T4 \ 2422 +28x + 15/
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X.3.4. Homogene Systeme mit konstanter Matrix: Der
symmetrische Fall. Wir betrachten die gDgl

y' = Ay

mit einer symmetrischen Matrix A, d.h. AT = A. Gem#f Abschnitt
[1.4.8 (S. 91) besitzt A genau n reelle Eigenwerte Aq,...,\,, wobei
Eigenwerte geméfl ihrer Vielfachheit gezéihlt werden, mit zugehorigen

Eigenvektoren uy, ..., u,, die normiert und paarweise orthogonal sind,
d.h.

u/u; =1
firs=1,...,n, und

uju; =0

fiir i # j. Setze

U= (uy,...,u,).
U ist orthogonal, d.h.

U'v =00 =1.
Zur Bestimmung einer Losung y der gDgl setzen wir

z=U"y.
Dann folgt
Z/ _ UTy/
=UT Ay
=UTAUUT y
=1

=UT AUz

mit

A 0

0 An
Die gDgl fiir z besitzt offensichtlich das Fundamentalsystem

7, = eM%e

Zyo — (3)\2:662

z, = e*"Te,.

Wegen
Ue;=u; firi=1,...,n
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ergibt sich hieraus das Fundamentalsystem

y1 = My

Yn=2¢ u,

fiir die urspriingliche gDgl.
Wir fassen zusammen:

Bestimmung eines Fundamentalsystems fiir die gDgl
y = Ay
mit einer symmetrischen Matrix A:

(1) Bestimme alle Eigenwerte Aj,..., A, von A (mit
Beriicksichtigung der Vielfachheit) und dazu geho-
rige normierte, paarweise orthogonale Eigenvekto-
ren ug, ..., U,.

(2) Das Fundamentalsystem ist

BEISPIEL X.3.2. Wir betrachten die gDgl

, (3 -1
Das charakteristische Polynom von A lautet
3= -1\ 9
det( 1 3_/\) =(A—=3)—-1
=A=-3-1)(A—3+1)
=A=4)(A—2).

Also hat A die Eigenwerte 2 und 4. Die Bestimmungsgleichung fiir einen
Eigenvektor zum Eigenwert 2 lautet

(7)o == 0)

Die Bestimmungsgleichung fiir einen Eigenvektor zum Eigenwert 4 ist

(j j)v:o . V:%(_ﬂ).
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Das Fundamentalsystem lautet daher (vgl. Beispiel X.3.1 (S. 390))

o) = e (1),
ya(z) = %64”“’ (_11) :

X.3.5. Homogene Systeme mit konstanter Matrix: Der all-
gemeine Fall. Wir betrachten die gDgl

y' = Ay

mit einer nicht symmetrischen Matrix A.
Im Vergleich zum vorigen Abschnitt treten jetzt zwei Probleme auf:

e Die Matrix A hat i.a. komplexe Eigenwerte.

e Die Matrix A ist u.U. nicht diagonalisierbar, d.h. sie besitzt
Eigenwerte, deren algebraische Vielfachheit grofler ist als ihre
geometrische Vielfachheit.

Das erste Problem losen wir, indem wir wie in Abschnitt VI.3.2 (S.
233) auch komplexe Losungen betrachten. Bei dem zweiten Problem
hilft uns das Konzept der Hauptvektoren aus Abschnitt 11.4.10 (S. 93).

Sei dazu A € C ein Eigenwert von A und v € C" ein zugehoriger
Hauptvektor der Stufe ¢, £ > 1, d.h.

(A—M)'v =0,
(A= AD)"v #£0.
Wegen

_6>\x — )\6)\:5
dx
liefert Einsetzen von
2

y(t) = v + (A — M)v + %(A )+

:L,E—l

-1
+(£_1)!(A—)\I) v]
in die gDgl
201
y — Ay = )xekx[V—i-&U(A—)\[)V—i—...—l— (ﬁ——l)l(A_ )\I)é—lv]
+eM[(A =NV + ...+ 2 (A — A)*1V]
T (e—-2)
-1
— M[AV+ 2 AA =NV + ...+ (;_ 1>‘A(A )Y
= MM — A)v + 2 (M — A)(A = \)v+
201

S+ (M — A)(A =AY

¢ —1)
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-2
Az _ z _ -1
+ eM[(A )\I)V—i—...—i-(g_Q)!(A A
-1
__a r _ ¢
=—e (6—1)!(/1 A)v

=0.

Also ist y eine Losung der gDgl.

Da geméfl Abschnitt 11.4.10 (S. 93) eine Basis des C™ existiert, die
aus lauter Hauptvektoren von A besteht, erhalten wir ein Fundamental-
system komplexer Losungen, wenn wir zu jedem dieser Hauptvektoren
und dem entsprechenden Eigenwert obige Konstruktion durchfiihren.

Das charakteristische Polynom det(A — AI) hat lauter reelle Koeffi-
zienten. Damit ist mit A € C\R auch X ein Eigenwert und beide haben
die gleiche algebraische Vielfachheit. Bezeichne mit m die algebraische
Vielfachheit des Eigenwertes A und mit

Yi,-- -5 ¥m
und

5’17 s 7S’m
die mit obiger Konstruktion gewonnenen Losungen der gDgl zu den
Eigenwerten A und X\ und den zugehérigen Hauptvektoren. Dann kann
man zeigen, dass

R‘ey17ImY17 s 7Reym71mym

und
Reyi,Imyy,...,Rey,, Imy,,
die gleichen Vektorrdume erzeugen. Daher erhalten wir ein Fundamen-
talsystem reeller Losungen, wenn wir bei jedem Paar A, X von komple-
xen Figenwerten die Real- und Imaginérteile der komplexen Losungen
zu A betrachten.
Zusammenfassend erhalten wir folgende Vorschrift:

Bestimmung eines Fundamentalsystems der gDgl
y = Ay
mit einer nicht symmetrischen Matrix A:

(1) Bestimme alle Eigenwerte von A.

(2) Bestimme eine Basis vy, ..., v, des C" aus Haupt-
vektoren von A.

(3) Fiir jeden Vektor v; und zugehorigen Eigenwert A
setze

y(z) = eM[vi+ ...

(A= X)),
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wobei ¢ die Stufe von v; ist.

(4) Fiir jedes Paar A\, A komplexer Eigenwerte bestim-
me Rey und Imy fiir alle Losungen y zum Eigen-
wert A aus Teil (3).

BErispIEL X.3.3. Wir betrachten die gDgl

0 1 -1
y=|-2 3 —-1]y.
-1 1 1

Das charakteristische Polynom lautet

- 1 -1
det | =2 33—\ —1
—1 1 1—A
== 2AA=3)(A=-D+1+24+A=3)—A—=-2(A—-1)
=-AA=3)(A—=1)=2(A—1)
—A=DRAA=3)+2|
—~(A=1[N\ =31 +2]
—A=-DA -1 -2)
=—-A-1*N-2).
Die Bestimmungsgleichung fiir einen Eigenvektor zum Eigenwert 2 ist
-2 1 -1
-2 1 =1|u=0
-1 1 -1
2 -1 1
1 0 0
0
e u = 1
1

Die Bestimmungsgleichung fiir einen Eigenvektor zum Eigenwert 1 lau-
tet

-1 1 -1
-2 2 —-1)v=0
-1 1 0
1 -1 1
— 0 0 1|v=0
0 0 1
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Insbesondere hat der Eigenwert 1 die algebraische Vielfachheit 2 und
die geometrische Vielfachheit 1. Die Bestimmungsgleichung fiir einen
Hauptvektor der Stufe 2 zum Eigenwert 1 lautet

-1 1 -1 -1 1 -1
-2 2 -1 -2 2 —-1|w=0
-1 1 0 -1 1 0
0 00
— -1 1 0]lw=0
-1 10
1
= W = ].
1
Wegen
1 -1 1
(I-Aw=12 -2 1|w
1 -1 0
1
=11
0

erhalten wir das Fundamentalsystem

yi1(r) = e*u
0
=e> 1],
1
ya(z) = €°v
1
=e" 1],
0

y3(x) = e*lw+ z(A — I)w]
=elw—z(l — A)w|
1—=x

=e 1—=x
1
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BEISPIEL X.3.4. Wir betrachten die gDgl

0 20
y=10 0 2]y.
-1 10
Das charakteristische Polynom lautet
-2 2 0
det [ O —X\ 2
-1 1 =X
= -\ —4+2)

=—(A+2)(\* =21 +2)
= —(A+2)[(A—1)?+1]
=—A+2)A-14+)A-1—1).

Die Bestimmungsgleichung fiir einen Eigenvektor zum Eigenwert —2
ist

2 20

0 2 2lu=0
-1 1 2
2 20
0 2 2

1
— u= | -1
1
Fiir den Eigenwert 1 + ¢ ergibt sich die Bestimmungsgleichung
—1—1 2 0
0 —1—1 2 v=0
-1 1 —1—1
—1 1 —1—q
—= 0 —1—1 2 v=0
0 1—z1 2i
4
21
Damit erhalten wir das Fundamentalsystem
yi(z) = e *u
1
=e | -1
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ya(a) = Re [e0v]

4
= Re |e®[cosx +isinx] [ 2+ 2¢
24
4coszx
2cosx — 2sinzx |,
—2sinx
Im[€1+z)x
4
=Im |e*[cosz +isinz]| | 2+ 2¢
24
4s8in x
=e¥ | 2cosz +2sinz
2cosx

X.3.6. Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten. Wir betrachten gDglen der Form

y™ a1y 4+ agy = f(z).

GeméB Abschnitt X.1.2 (S. 376) konnen wir die gDgl auch als System
1. Ordnung schreiben. Dazu definieren wir

Y
/
|
y(n_l)
z geniigt dann der gDgl
7 = Az +F
mit
0 1 0 0
0 0 1 0
A= s ,
0 0 0 1
—Qp —a1 —az —Qn—1
0
F=|:
0
f

Auf diese gDgl kénnen wir die Ergebnisse der vorigen Abschnitte an-
wenden. Das charakteristische Polynom von A lautet

p(A) =det(Al — A) = X"+ a, 1 A"+ Far )+ ap.
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Fiir eine k-fache Nullstelle A von p erhalten wir daher fiir die homogene
gDgl n-ter Ordnung die Losungen

yi(r) = e
yo(z) = ze”
yr(x) = et

Diese sind fiir A € R reell.
Falls A komplex ist, ist A auch eine Nullstelle gleicher Vielfachheit, und
die reellen Losungen lauten mit A = a + w

y1(z) = e** cos(wz), y2(x) = e* sin(wx),
y3(x) = xe®” cos(wx), ya(x) = ze®* sin(wr),
Yor—1 () = 2" 1€ cos(wx), Yor(x) = 2" 71 sin(wz).

Fiir die Bestimmung einer partikuldren Losung der inhomogenen gDgl
n-ter Ordnung gehen wir wie in Abschnitt X.3.3 (S. 389) vor. Die Ma-
trix Y hat jetzt die Form

y1E$; y2237) yngiﬁg
yi(@ Yo () Yn(@
Yo =| . e
n—1 n—1 n—1
W) @) e @)
wobei y1,...,y, ein Fundamentalsystem fiir die homogene gDgl n-ter
Ordnung ist. Die Koeffizienten ¢y, ..., ¢, in dem Ansatz

Yp(x) = c1(2)y1(z) + ... + cpyn()

sind wegen

gegeben durch

o) = (-1 [ (jji—ifggf(w)dx,

wobei die Matrix Y; durch Streichen der i-ten Spalte und der n-ten
Zeile der Matrix Y entsteht.

BEISPIEL X.3.5. Betrachte die gDgl
v =y =y +y=uz
Das charakteristische Polynom lautet
M- A+1l=A-1AN\-1)
=(A—12*N+1).
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Also ist
yl(x) = em’
ya(x) = xe®,
ys(x) ="

ein Fundamentalsystem fiir die homogene Gleichung. Fiir die Matrizen
Y und Y7, Y5, Y3 erhalten wir

—X

e
Y()=[e" (z+1)e* —e*
er (r+2)e” e *

1 T 1
= detY(z) =e®det [1 2+1 —1
1 z+2 1
= 4"
re” e ”
¥i(z) ((:v +1)e” —e‘””)
= detYi(z) = 22 —1
Y(x) = (Zm _ee_w)
= det Yso(z) = —2
er xe*
Ys(z) = (ex (x + l)ex)
— det Y3(z) = *".

Damit ergibt sich die partikuldre Losung der inhomogenen gDgl

1
yp(z) = €° / Zeﬂ(—Qx — Dadz

2
—xez/—ze_wxdx

1 2
—T - —X X d
+e /46 e“‘xdx

2 1
= _Z(_Iz — 2z —2)— Z(—x - 1)
2
+Z$(—IB— 1)
1
=x+1.

Die allgemeine Lésung der inhomogenen gDgl lautet dementsprechend

y(x) =2+ 1+ ae® + bre® +ce™®
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mit a,b,c € R.

X.4. Stabilitat

X.4.1. Motivation. Wir betrachten das AWP
y' = Ay

y(0) = yo

mit einer symmetrischen n x n Matrix A.

GeméaB Abschnitt X.1.4 (S. 378) besitzt dieses AWP zu jedem An-
fangswert yq eine eindeutige Losung, die stetig von dem Anfangswert
abhéngt. Um die Abhéngigkeit von dem Anfangswert zu betonen, be-
zeichnen wir diese Losung mit y(¢;yo).

Geméf Abschnitt X.1.4 folgt fiir alle ¢ > 0 und zwei beliebige An-
fangswerte ug, v

(X.4.2) Iy (£ 10) =y (t: vo) || < e™[[uo — vo

(X.4.1)

mit
L = max{|A| : A ist EW von A}.

Diese Abschitzung besagt, dass die Losung des AWP (X.4.1) zwar ste-
tig von den Anfangswerten abhéngt, dass aber Losungen zu verschie-
denen Anfangswerten exponentiell schnell auseinander laufen koénnen.
Die folgenden Beispiele zeigen, dass diese Abschétzung den allgemei-
nen Fall zwar korrekt widerspiegelt, dass sie aber in Spezialfillen viel
zu pessimistisch ist.

BEISPIEL X.4.1. Wir betrachten das AWP (X.4.1) mit
01
A (1 O) |
Fiir den Anfangswert y, = 0 erhalten wir natiirlich die Losung

y(t;yo) =0 fiir alle £ > 0.

Die Eigenwerte von A sind offensichtlich +1. Damit ergibt sich in
Abschétzung (X.4.2) L = 1, und wir erhalten fiir einen beliebigen An-
fangswert ug # 0 die Abschétzung

(X.4.3) [y (£ uo)|| < €'[Juo-

Wir wahlen nun den Anfangswert
(1
Vo = 1)

AVO =V
ist, lautet die Losung des AWP (X.4.1)

Da

y(t;vo) = e'vy  fiir alle t > 0.
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Fiir diesen Anfangswert ist also die Abschétzung (X.4.3) scharf.
Wir betrachten nun den Anfangswert

we (1),

AWO = —Wy
ist, lautet die Losung des AWP (X.4.1)

Da

y(t; wo) = e 'wq fiir alle ¢ > 0.
Insbesondere ist
ltlim y(t; wo) = 0.
Die Abschétzung (X.4.3) ist also in diesem Fall viel zu pessimistisch.

BEISPIEL X.4.2. Wir betrachten jetzt das AWP (X.4.1) mit

-3 1
(7 1)
Fiir yo = 0 ist wieder y(¢;yo) = 0 fiir alle ¢t > 0.

Eine leichte Rechnung zeigt, dass

G) ein Eigenvektor zum Eigenwert — 2 und

(_11) ein Eigenvektor zum Eigenwert — 4 ist.

Daher ergibt die Abschitzung (X.4.2) fiir einen beliebigen Anfangswert
Up 7& 0

(X.4.4) Iy (t:w) || < €*[|uo]l.

Andererseits folgt aus Abschnitt X.3.5 (S. 393)

y(t;ug) = ae™ <1> + Be <_11> ,

wobei die Zahlen «, 3 eindeutig bestimmt sind durch die Bedingung

() ()

Daher gilt fiir alle Anfangswerte ug
tlim y(t;up) = 0.
Die Abschiitzung (X.4.4) ist also in jedem Fall viel zu pessimistisch.

Ziel der folgenden Abschnitte ist es, die in den Beispielen X.4.1 und
X.4.2 beobachteten Phénomene genauer zu beschreiben.
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X.4.2. Stabilitatsbegriffe. Sei U C R", eine offene, nicht leere
Menge und f : R x U — R" auf R x U Lipschitz-stetig bzgl. U. Fiir
beliebiges t; € R und yo € U betrachten wir das AWP

y =f(t,y(t))
y(to) = Yo

GeméB dem Satz von Picard-Lindelof aus Abschnitt X.1.4 (S. 378)
besitzt das AWP (X.4.5) eine eindeutige Losung. Wir bezeichnen diese
mit y(t; o, yo) und setzen voraus, dass sie fiir alle Zeiten ¢ > ¢, existiert.
Ist speziell ty = 0, so lassen wir im folgenden das Argument t, weg.

(X.4.5)

DEFINITION X.4.3. (1) Die Losung y(t;to,yo) von (X.4.5) heifit
LJAPUNOV-STABIL oder kurz STABIL, wenn es ein R > 0 und C > 0
gibt, so dass fiir alle y; mit ||y, — yo|| < R und alle t >t gilt

|y (t: 20, y0) — ¥ (i to, Y1)l < Cllyo — y1ll-

Andernfalls heifit die Losung y(¢;to, yo) INSTABIL.
(2) Die Losung y(t;to,yo) heiit ASYMPTOTISCH STABIL, wenn es ein
R > 0 und eine stetige, nicht negative Funktion = : [tg,00) — R mit

tlim v(t) =0
gibt, so dass fiir alle y; mit ||y; — yo|| < R und alle t > ¢, gilt

ly (£ to, yo) — ¥ (E to, y1)l| < v(®)]lyo — y1ll-

BEMERKUNG X.4.4. Ljapunov-Stabilitit der Losung y (¢; to, yo) be-
deutet, dass fiir alle Anfangswerte y; nahe bei y, die Losungen
y(t;to,yo) und y(t;to,y1) fur ¢ — oo nicht auseinander laufen. Asym-
ptotische Stabilitdt bedeutet, dass diese Losungen fiir t — oo sogar
ineinander laufen (vgl. Abb. X.4.1).

/\/
%

{

ABBILDUNG X.4.1. Stabile (links) und asymptotisch
stabile (rechts) Losungen einer Differentialgleichung

BEISPIEL X.4.5. Die Nulllésung y(¢;0) aus Beispiel X.4.1 ist nicht
stabil. Die Nulllosung aus Beispiel X.4.2 ist asymptotisch stabil.
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X.4.3. Stabilitatskriterien. Wir betrachten zunéchst lineare
AWP mit konstanten Koeffizienten. Aus den Abschnitten X.3.4 (S. 391)
und X.3.5 (S. 393) folgt:

STABILITATSKRITERIUM FUR LINEARE AWP MIT KON-
STANTEN KOEFFIZIENTEN: Sei A eine reelle, nicht notwen-
dig symmetrische n x n Matrix. Fiir yo € R" bezeichne

y(t;yo) die Losung des AWP

y' = Ay
y(0) = yo.
(1) Die Realteile der Eigenwerte von A seien alle nicht posi-
tiv. Zusétzlich sei fiir alle Eigenwerte mit verschwindendem
Realteil die algebraische gleich der geometrischen Vielfach-
heit. Dann ist jede Losung von (X.4.6) Ljapunov-stabil.
(2) Die Realteile der Eigenwerte A seien alle negativ. Dann
ist jede Losung von (X.4.6) asymptotisch stabil.
(3) A habe einen Eigenwert mit positivem Realteil. Dann
ist jede Losung von (X.4.6) instabil.

(X.4.6)

BEISPIEL X.4.6. Die Matrix aus Beispiel X.4.1 hat die Eigenwerte
+1. Daher ist fiir jeden Anfangswert y, die Losung y(t;yo) des AWP
nicht stabil. Die Matrix aus Beispiel X.4.2 dagegen hat lauter negative
Eigenwerte. Daher ist fiir jeden Anfangswert yo die Losung y(¢;yo) des
AWP asymptotisch stabil.

Die folgenden beiden Ergebnisse sagen etwas aus iiber das Stabi-
litdtsverhalten der Losungen von (X.4.5), wenn (X.4.5) eine ,kleine
Storung® einer linearen gDgl mit konstanten Koeffizienten ist. Diese
Ergebnisse werden typischerweise genutzt, um das Stabilitédtsverhalten
einer Linearisierung einer allgemeinen gDgl um eine Losung zu unter-
suchen.

STABILITAT BELIEBIGER LOSUNGEN FUR STORUNGEN LI-
NEARER AWDP MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN: Seien
A eine reelle n x n Matrix, g : R x R — R” eine stetige
Funktion und ¢y € R. Es gelte:

e Alle Eigenwerte von A haben negativen Realteil.
e Es gibt eine stetige, nicht negative Funktion k :
R — R mit
tlim k(t) =0

und
lg(t,u) —g(t, v)|| < k(t)[lu—v]|
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fiir alle t > ¢y, u,v € R™
Dann ist jede Losung des AWP (X.4.5) mit

f(t,x) = Ax + g(t,x)
asymptotisch stabil.

STABILITAT DER NULLLOSUNG FUR STORUNGEN LINEA-
RER AWP MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN: Seien A
eine reelle n x n Matrix, g : R x R® — R" eine stetige
Funktion und ¢, € R. Es gelte:

e Alle Eigenwerte von A haben negativen Realteil.
e Es gibt eine stetige, nicht negative Funktion k :
R — R mit £(0) = 0 und

gt wl < k(flull)|lull

fiir alle t > ¢y, u € R™.
Dann ist die Losung des AWP (X.4.5) mit

f(t,x) = Ax + g(t,x)
und yo = 0 asymptotisch stabil.

X.4.4. Autonome Systeme. Die Stabilitdtskriterien des vorigen
Abschnittes lassen sich besonders leicht auf autonome AWP anwenden.
Wir betrachten daher in diesem Abschnitt speziell AWP der Form

y' =F(y)
y(0) =yo

mit stetig differenzierbarer Funktion F : R" — R™.
Ist yg eine Nullstelle von F, d.h.

F(yO) = OJ
so folgt sofort, dass die Losung von (X.4.7) konstant ist:

(X.4.7)

y(t;y0) =yo fiir alle t € R.
Ist umgekehrt y(¢;yo) eine stationdre Losung von (X.4.7), d.h., gibt es
ein t; € R mit
y/<t1; YO) - 07
so gilt
F(y(ti;y0)) =0,
und aus dem Eindeutigkeitssatz folgt
y(t;y0) = y(t1;y0) furallet e R.

Stationdre Losungen von (X.4.7) sind also genau diejenigen Losungen,
die zu einem Anfangswert yo mit F(yo) = 0 gehoren. Daher heiflen die
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Nullstellen von F auch RUHEPUNKTE des AWP (X.4.7). Der folgende
Satz charakterisiert die Stabilitét solcher Ruhepunkte. Er folgt aus der
Stabilitdt der Nulllosung von Storungen linearer AWP mit konstanten
Koeffizienten.

STABILITAT VON RUHEPUNKTEN AUTONOMER AWP: Sei
yo ein Ruhepunkt von (X.4.7).

(1) Die Jacobi Matrix DF(y,) habe lauter Eigenwerte mit
negativem Realteil. Dann ist die stationdre Losung y(¢;yo)
= yo von (X.4.7) asymptotisch stabil.

(2) Die Jacobi Matrix DF(y,) habe einen Eigenwert mit po-
sitivem Realteil. Dann ist die stationdre Losung y(¢;yo) =
yo von (X.4.7) instabil.

BEISPIEL X.4.7. Betrachte das geddmpfte mathematische Pendel
I+ 20z + Asinz =0
mit o > 0, A > 0. Die zugehorige gDgl 1. Ordnung ist
T =0
U = —2av — Asinz.

Diese ist von der Form (X.4.7) mit

F(z,v) = (—)\ sin; — 2av) '
Die Nullstellen sind genau die Punkte

(xg,v;) = (km,0), keN.
Die Jacobi Matrix ist

0 1
DF(z,vy) = (—)\COSCL‘k _204)

- (—(—01)’0\ —éa)

und hat die Eigenwerte —a £ y/a? — A\(—1)*. Fiir gerades k sind beide
Eigenwerte negativ; fiir ungerades £ ist ein Eigenwert positiv und einer
negativ. Mithin sind die Ruhepunkte zu geradem k asymptotisch stabil
und die zu ungeradem £k instabil.

BEISPIEL X.4.8. Betrachte (X.4.7) mit n = 2 und

F(z,y) =

Aus
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folgt

und

0=—y'~y
= —y(y’ +1).
Also sind die Nullstellen
(0,0) und (1,-1).
Fiir die Jacobi Matrix ergibt sich

DF(z,y) = (__2156 _1)

2y

DF(0,0) = (_01 _01)

—> Eigenwerte + 1,

pro-y- (5 )

—> Eigenwerte — 3, —1.
Also ist (0,0) instabil und (1, —1) asymptotisch stabil.

und somit

Das folgende Beispiel zeigt, dass im Fall von rein imaginéren Ki-
genwerten keine Aussage iiber die Stabilitdt von Ruhepunkten méglich
ist.

BEISPIEL X.4.9. Betrachte (X.4.7) mit n = 2 und

—y+a?

Der einzige Ruhepunkt ist yo = (0,0), und

pF) = (] )
hat die Eigenwerte +i. Sei u(t) eine Losung von (X.4.7) zu einem An-
fangswert uy # (0,0). Fur
r(t)* = u@®)]* = ui(t)* + ua(t)*
folgt dann
TT = Uity + Uslo
= uy(—uy +u3) + ug(uy + uj)
= u‘f + u;l
> 0.
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Also ist 7(t) > 0 und die Losung lduft von yo = (0,0) weg, d.h., yq ist
instabil.
Betrachte nun (X.4.7) mit n = 2 und

B
Wieder ist yo = (0,0) der einzige Ruhepunkt, und

oo = (1 )

hat wieder die Eigenwerte £i. Fiir u(¢) und r(¢) wie oben folgt jetzt
T = Ul + UgUs
= i (—uy — uj) + ug(uy — u)
it
< 0.

Also ist 7(t) < 0 und die Losung lauft in yq hinein, d.h., y ist stabil.



KAPITEL XI

Stochastik 1
Diskrete Modelle

XI.1. Modelle fiir Zufallsexperimente

XI.1.1. Endliche Wahrscheinlichkeitsraume. Wir betrachten
Zufallsexperimente mit endlich vielen méglichen Ausgéngen. Diese wer-
den beschrieben durch eine endliche, nicht leere Menge €2, deren Ele-
mente w die Versuchsausgénge bezeichnen. Sie heilen ERGEBNISSE
oder ELEMENTAREREIGNISSE. {2 heifit ERGEBNISMENGE.

Die Teilmengen von () sind die EREIGNISSE, die in dem Modell in
Betracht gezogen werden. Genauer:

Wir identifizieren A C 2 mit dem Ereignis, dass ein w €
A der beobachtete Versuchsausgang ist.

Dementsprechend bezeichnen A N B bzw. A U B die Ereignisse, dass
A und B bzw. A oder B eintreten. Die leere Menge () heifit auch das
UNMOGLICHE EREIGNIS; € ist das SICHERE EREIGNIS.

Jedem Ereignis ordnen wir eine Wahrscheinlichkeit zu. Die Men-
ge aller moglichen Ereignisse ist die POTENZMENGE P(£2), d.h. die
Menge aller Teilmengen von ). Eine Abbildung P : P(Q) — [0,1]
heifit WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNG oder WAHRSCHEINLICH-
KEITSMASS, wenn sie folgende Eigenschaften hat:

P(Q)=1 (NORMIERUNG)
P(A) >0 fiir alle A
(POSITIVITAT)
P(AUB)=P(A)+ P(B) fiir alle disjunkten A, B
(ADDITIVITAT)

P(A) heifit die WAHRSCHEINLICHKEIT des Ereignisses A. Das Paar
(Q, P) heifit der dem Zufallsexperiment zugeordnete WAHRSCHEIN-
LICHKEITSRAUM.

BeispieL XI.1.1. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit bestimmen,
dass die Summe der bei zwei Wiirfen eines Wiirfels erhaltenen Au-
genzahlen mindestens 10 ist. Wir konnen die Ergebnisse des Zufallsex-
perimentes ,, Zweimaliges Werfen eines Wiirfels“ durch die Paare (i, k)

409
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der beobachteten Augenzahlen beschreiben. Daher ist
Q={@i,k):1<ik<6}.

) hat 36 Elemente. Aus Symmetriegriinden ist es naheliegend, sie alle

als gleich wahrscheinlich zu betrachten. Jedes (i, k) hat also die Wahr-

scheinlichkeit -, Die Menge der Ergebnisse, fiir die die Summe i + k

36
mindestens 10 ist, ist

A ={(6,6),(6.5). (5,6). (6,4), (4,6), (5,5)}.

Da A genau 6 Elemente hat, ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit % =z

Aus den obigen Eigenschaften eines Wahrscheinlichkeitsmafles fol-
gen leicht weitere Eigenschaften. Fiir A, B, A; € P(Q) gilt

P(O\A) =1 — P(A)
P®) =0

AC B = P(A) < P(B)

P(A\B) = P(A) — P(B)

und

n

P(U A;) = Z P(A;) falls Aq,..., A, paarweise disjunkt
i=1

i=1
P(U A;) < Z P(A;) fiir beliebige Ay, ..., A,
i=1 i=1

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)

Aus diesen Eigenschaften folgt insbesondere

P(A) = 3 P},
weA

Die Wahrscheinlichkeit von A ist also die Summe der Wahrschein-
lichkeiten der Ergebnisse, bei denen A eintritt. P ist also eindeutig
bestimmt durch die Werte aller P({w}) mit w € Q. Man schreibt
auch P(w) statt P({w}). Die Abbildung w +— P(w) heifit WAHR-
SCHEINLICHKEITSFUNKTION. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung kann
also auch durch Angabe der zugehorigen Wahrscheinlichkeitsfunktion
beschrieben werden. Offensichtlich gilt fiir jede Wahrscheinlichkeits-
funktion:

P(w) >0 fiir alle w €

> Plw)=1

wef)
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Ein besonders wichtiger Spezialfall einer Wahrscheinlichkeitsfunktion
ist die GLEICHVERTEILUNG auf €2, bei der alle Ergebnisse w € €) gleich
wahrscheinlich sind. In diesem Fall wird (2, P) als LAPLACESCHER
WAHRSCHEINLICHKEITSRAUM bezeichnet; das zugehorige Zufallsexpe-
riment heifit LAPLACE-EXPERIMENT. Offensichtlich gilt dann:

1
P(w) = fiir all Q
(w) card(Q) iir alle w € €,
card(A) -
P(A) = fiir alle A C Q.
(A) card(Q) iir alle A C

XI.1.2. Urnenmodelle. Viele Laplace-Experimente lassen sich
durch Urnenmodelle beschreiben. Dabei stellen wir uns vor, dass wir
aus einer Urne mit N Kugeln, die von 1 bis N nummeriert sind, suk-
zessive n Kugeln zufillig ziehen.

Offensichtlich sind zwei Arten des Ziehens zu unterscheiden:

(1) MiT RUCKLEGEN: Nach jedem Zug wird die gerade gezoge-
ne Kugel wieder in die Urne zuriickgelegt; jede Kugel kann
mehrmals gezogen werden.

(2) OHNE RUCKLEGEN: eine gezogene Kugel wird nicht zuriickge-
legt; jede Kugel kann nur einmal gezogen werden.

Ein Beispiel fiir (1) ist das mehrmalige Werfen eines Wiirfels; ein Bei-
spiel fiir (2) ist die Ziehung der Lottozahlen.

Man kann das Ergebnis der Folge der Ziehungen dadurch beschrei-
ben, dass man das n-Tupel (w1, ...,w,) angibt, in dem w; die Nummer
der im ¢-ten Zug gezogenen Kugel ist. Offensichtlich kann man hier
wiederum zwei Arten von Ziehen unterscheiden:

(i) MIT REIHENFOLGE: Es kommt auf die Reihenfolge des Er-
scheinens an; (1,2) und (2, 1) bezeichnen verschiedene Ergeb-
nisse.

(ii) OHNE REIHENFOLGE: Es kommt nicht auf die Reihenfolge des
Erscheinens an; (1, 2) und (2, 1) bezeichnen gleiche Ergebnisse.

Ein Beispiel fiir (i) ist das Bestimmen einer Losnummer durch sukzes-
sives Ziehen ihrer Ziffern; ein Beispiel fiir (ii) ist wieder die Ziehung der
Lottozahlen.

Durch diese Unterscheidungen ergeben sich insgesamt vier verschie-
dene Ergebnismengen. Zu ihrer Beschreibung setzen wir

A={1,2,...,N}.
(I) STICHPROBEN IN REIHENFOLGE MIT RUCKLEGEN (1i):
Qr =A",
card(€);) = N™.
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(II) STICHPROBEN IN REIHENFOLGE OHNE RUCKLEGEN (2i):
Qrr ={(wr,...,w,) € A" 1 w; # wj filr i # j}
N!
(N —n)!
=N-(N—-1)-...-(N—=n+1).

(III) STICHPROBEN OHNE REIHENFOLGE OHNE RUCKLEGEN (2ii):

card(Qy) =

anz{(wl,...,wn)EA":w1<w2<...<wn}
N
C&I‘d(Q][}) = ( )
n
N!
(N —n)n!’

(IV) STICHPROBEN OHNE REIHENFOLGE MIT RUCKLEGEN (1ii):
Qry ={(w1,...,wp) EA" tw; <wy < ... <wy}

card(Qy) = (N - 1>.

n
Man kann diese Urnenmodelle auch alternativ wie folgt interpretieren:

Gefragt ist nach der Anzahl der Moglichkeiten, n Mur-
meln auf N Plidtze zu verteilen. Dabei entspricht die
Nummer der Ziehung der Nummer der Murmel und die
Nummer der Kugel der Nummer des Platzes.

XI.1.3. Anwendungsbeispiele.

BeispiEL XI.1.2. Es werden vier vollig gleich aussehende Wiirfel
gleichzeitig geworfen. Welches ist die Wahrscheinlichkeit p, dass die
vier erscheinenden Augenzahlen verschieden sind?

Da ein gleichzeitiger Wurf von vier Wiirfeln dem viermaligen Werfen
eines Wiirfels entspricht, handelt es sich um ein Experiment mit Riick-
legen. Da die Wiirfel nicht unterscheidbar sind, kénnte man versucht
sein, ein Modell ohne Reihenfolge zu betrachten. Dies ist aber falsch:
Dem Resultat, dass die Augenzahlen 1, 2, 3 und 4 auftreten, entspricht
in diesem Modell nur ein Ergeignis, da es nicht auf die Reihenfolge
ankommt. Tatséchlich entsprechen diesem Resultat jedoch die 4! = 24
Permutationen der Menge {1, 2, 3,4}. Das richtige Modell ist also das-
jenige mit Beriicksichtigung der Reihenfolge. Daher sind alle moglichen
Félle ©; mit N = 6 und n = 4. Die giinstigen Félle (alle Augenzahlen
verschieden) sind Q;; mit N = 6 und n = 4. Daher ist die gesuchte
Wahrscheinlichkeit
6!
|
P=ii
3-4-5-6
= —i
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5
IRT)

BEisPIEL XI.1.3. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit p, dass min-

destens 2 von 25 Schiilern einer Klasse am gleichen Tag Geburtstag
haben?
Als Ereignisraum kénnen wir €; mit n = 25 und N = 365 wéihlen.
Das Ergebnis (w1, ...,wss) bedeutet, dass Schiiler Nummer 1 am w;q-
ten Tag Geburtstag hat, Schiiler Nummer 2 am ws-ten Tag usw. Das
interessierende Ereignis ist das Komplement des Ereignisses €1;;, das
alle Schiiler an verschiedenen Tagen Geburtstag haben. Also ist

pzl—P(QII)
Fiir P(§;;) erhalten wir
N
—n)!
P(QH)_(]?VH)
N N-1 N-2  N-n+1
N N N N
1 2 n—1
—1(1— ) (1— 2. -
(1-3) -2y

Wenn wir jeden Ausdruck (1 — £) durch exp(—£) approximieren, er-
halten wir

Damit ergibt sich p &~ 0.56. Der exakte Wert ohne diese Approximation
ist p = 0.568.

BEISPIEL XI1.1.4. Beim Zahlenlotto ,,6 aus 49 werden n = 6 Kugeln
aus N = 49 Kugeln ohne Riicklegen gezogen. Dabei kommt es nicht auf
die Reihenfolge an. Also ist die Ereignismenge €2;;; mit

card(Qpyp) = (469>

= 13983816.
Daher ist die Wahrscheinlichkeit pg fiir ,,6 Richtige*®
B 1
Pe = card(Qy;7)

~ 7.1511-1078.
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Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit py fiir ,,genau 4 Richtige“?

Seien @y, ...wg die gezogenen Zahlen. Dann kénnen wir die Menge
aller gesuchten Ergebnisse wie folgt erzeugen: Wir ziehen zunéchst 4
Kugeln aus {@y,...,ws} und dann zwei Kugeln aus den 43 Kugeln
{1,...,49}\{@1, ...,ws}. Fiir das erste Ziechen haben wir

(-

Moglichkeiten, fiir das zweite Ziehen
4
( 3) =21-43 =903
2
Moglichkeiten. Daher ist
15-903

13983816

0 3-5-43

7444647

~ 9.68619 - 107"
Analog kann man die Wahrscheinlichkeit ps fiir ,,genau 5 Richtige*
berechnen. Die Wahrscheinlichkeit fiir ,,mindestens 4 Richtige* ist dann

pa + ps + pe ~ 9.8714 - 1072,

Pa =

BEISPIEL XI.1.5. Auf wie viele Arten kénnen sich zwei nicht unter-
scheidbare Spatzen auf vier Telegraphenleitungen verteilen?
Dies ist Q2 mit N =4 und n = 2. Dementsprechend gibt es

)-»

XI.1.4. Die hypergeometrische Verteilung. In Beispiel XI.1.4
haben wir einen Spezialfall dieser wichtigen Verteilung kennen gelernt.
Fiir den allgemeinen Fall betrachten wir eine Urne, die S schwarze und
W weifle Kugeln enthélt, insgesamt N = S + W Kugeln. Es werden
n < S+ W Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen. Die Wahrscheinlichkeit,
dass dabei s schwarze und w = n — s weifle Kugeln gezogen werden,
betragt

Moglichkeiten.

h(s;n,N,S) =

Diese Verteilung heifit HYPERGEOMETRISCHE VERTEILUNG.

BEisPIEL XI.1.6. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass beim
Skatspiel ein Spieler genau 3 Asse erhélt?
Dies entspricht obiger Situation mit S = 4 (Zahl aller Asse), W =
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28 (Zahler aller anderen Karten), s = 3 (Zahl der Asse des Spielers)
und n = 10 (Zahl der Karten des Spielers). Daher ist die gesuchte
Wabhrscheinlichkeit
4y (28
_BE)

T

10
4-22-8-9-10
- 32-31-30-29
66
899
~ 7.34%.

Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Spieler 3 Asse erhélt, ist
dreimal so grof}, da keine zwei Spieler gleichzeitig drei Asse erhalten
konnen.

XI.1.5. Multinomialkoeffizienten. Die Binomialkoeffizienten
(Z) beschreiben, auf wie viele Arten man eine Menge von n num-
merierten Kugeln so in zwei Gruppen einteilen kann, dass die erste
Gruppe k Kugeln enthélt. Wie viele Moglichkeiten gibt es, die Zahlen
1,...,n so in r Gruppen einzuteilen, dass die erste Gruppe k; Ele-
mente hat, die zweite ko Elemente usw.? Dabei muss man natiirlich

k14 ...+ k, = n voraussetzen. Man kann zuerst auf ( :1 ) Arten die ers-
n—=kq

ko ) Arten die zweite Gruppe usw.

te Gruppe auswéhlen, dann auf (
Insgesamt erhélt man

n n — ky n—=k —ky n—Fk —...—k_1
kq ko ks k,
n!
koK)

Moéglichkeiten. Diesen Ausdruck bezeichnet man als MULTINOMIALKO-

EFFIZIENTEN und kiirzt ihn mit (1Cl - ) ab:

i S mit k; +...+ k. =n
ki, ko,... Kk, Cklks! K 1+ . =n.

BeispiEL XI.1.7. 26 Schulkinder haben einen Fuflball, vier Tennis-
schldger, ein Fuflballfeld und einen Tennisplatz. Die Zahl der Eintei-
lungen in zwei Fuflballmannschaften mit je 11 Spielern und in zwei
Tennisteams mit je 2 Spielern betrigt

26 26!
11,11,2,2) 1111112121

=2.5-12-13-14-15-17-19-23-26
~ 6.327 - 10'°,
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XI.1.6. Identitaten fiir Binomialkoeffizienten. Aus der Bino-
mischen Formel (vgl. Abschnitt 1.2.8 (S. 23))

(z+y)" = i <Z> hy"

k=0
ergibt sich durch Einsetzen von z =1, y =1 bzw. x = —1, y = 1 bzw.
durch Ableiten nach x und anschlieSendes Einsetzen von xz =1, y = 1:

£0)--
> or(}) -
kZ: k (Z) — 2L,

In Abschnitt 1.2.8 (S. 23) haben wir bereits die folgenden Iden-

titdten kennen gelernt:
n\ n
k)] \n-£k)’
n\ (n-—1 . n—1
k) \ k k—1)

Da die Summe der Wahrscheinlichkeiten h(s;n, N, S) aus Abschnitt
XI.1.4 (S. 414) gleich 1 ist, ergibt sich schlieBlich

SO0 menssin

s=0

XI.2. Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhéingigkeit

XI.2.1. Definition bedingter Wahrscheinlichkeiten. Héaufig
steht, bevor das Ergebnis eines Zufallsexperimentes bekannt ist, schon
die Information zur Verfiigung, dass das Ergebnis zu einer gewissen
Teilmenge des Ereignisraumes gehort. Z.B. sieht ein Spieler beim Skat
seine eigenen Karten. Interessiert sich Spieler 1 fiir das Ereignis A, dass
Spieler 2 zwei Asse hat, so wird er zunédchst seine eigenen Asse zdhlen.
Hat er selbst drei oder vier Asse, so ist fiir ihn die Wahrscheinlichkeit
von A natiirlich 0; hat er maximal zwei Asse, so ist die Wahrschein-
lichkeit von A fiir ihn positiv.
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Fiir Laplace-Experimente ist der Ansatz fiir die Definition beding-
ter Wahrscheinlichkeiten sehr nahe liegend. Waren urspriinglich alle
Ergebnisse w € € gleich wahrscheinlich und erhélt man nun die Infor-
mation, dass w € B liegt, so ordnen wir den Ergebnissen in Q\B die
bedingte Wahrscheinlichkeit 0 zu und betrachten die Ergebnisse aus B
als gleich wahrscheinlich unter der bedingten Wahrscheinlichkeit. Dies
bedeutet, dass fiir A C Q die bedingte Wahrscheinlichkeit von A bei
gegebenem B den Wert

_ card(AN B)
P(AIB) = card(B)
erhalt. Aus
card(AN B)
P(ANB)= ———=
(AN B) card(92)
und
P(B) = card(B)
~ card(9Q)
ergibt sich daher in diesem Fall
P(ANB)

Wir definieren nun auch fiir beliebige Wahrscheinlichkeitsraume (£2, P)
und fiir beliebige Ereignisse B mit P(B) > 0 die BEDINGTE WAHR-
SCHEINLICHKEIT P(A|B) von A bei gegebenem B durch diese Formel.

BEISPIEL XI.2.1. Aus einer Urne, die zwei schwarze und drei weifle
Kugeln enthélt, werden nacheinander zwei Kugeln ohne Zuriicklegen
gezogen. Wir interessieren uns fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses A, dass die zweite gezogene Kugel schwarz ist, bei gegebe-
nem FEreignis B, dass die erste gezogene Kugel weifl ist. Da nach dem
ersten Ziehen drei von vier Kugeln schwarz sind, sollte diese Wahr-
scheinlichkeit % betragen. Um die Richtigkeit unserer Definition nach-
zupriifen, nummerieren wir die weilen Kugeln mit 1 und 2 und die
schwarzen Kugeln mit 3, 4 und 5. Dann haben die interessierenden
Ereignisse die Form

ANB=1{(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5)},
B =1{(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,1),(2,3),(2,4),(2,5) }.

Es ergibt sich

_card(ANB) 6 3
P(A|B) = card(B) 8 4’
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XI.2.2. Eigenschaften. In der Praxis wird héufig nicht P(A|B)
aus P(AN B) und P(B) berechnet, sondern umgekehrt P(A N B) aus
P(A|B) und P(B). Aus der Definition von P(A|B) ergibt sich namlich
die PRODUKTFORMEL FUR WAHRSCHEINLICHKEITEN

P(ANB) = P(B)P(A|B).

BeispiEL XI1.2.2. In Beispiel XI.2.1 kénnen wir zur Berechnung von
P(AN B) wie folgt argumentieren: Da zu Beginn 2 von 5 Kugeln weif3

sind, ist P(B) = 2. Da nach Eintreten von B 3 von 4 Kugeln schwarz

g.
sind, ist P(A|B) = 2. Also muss

P(ANB) =

ot Do
1w
|

sein.

Die obige Produktformel lasst sich wie folgt verallgemeinern: Sind
Ay, ..., Ay Ereignisse mit P(A; N ... N Ag) > 0, so ist

P(AiN...NAg) = P(A1)-P(As|Ay)-.. - P(Ag]A1N. . .NAL_1).

BEeispieL XI1.2.3. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit bestimmen,
dass beim Skat jeder der drei Spieler genau ein Ass hat. Bezeichne
dazu mit A; das Ereignis, dass Spieler ¢ genau ein Ass erhélt. Aus
Symmetriegriinden konnen wir annehmen, dass Spieler 1 die ersten 10
ausgeteilten Karten erhélt, Spieler 2 die néchsten 10, dann Spieler 3
zehn, und die letzten 2 Karten in den Stock kommen. Dann ist die
gesuchte Wahrscheinlichkeit

P(Al ﬁ A2 ﬁ Ag) - P(Al)P(AQ‘Al)P(Ay,’Al ﬂ AQ)
Es ist

4y (28
peay - )
10
Da nach Austeilen der Karten an Spieler 1 noch 22 Karten incl. 3 Asse
zu verteilen sind, ist

P(A2’A1> — G) (199) )

Analog ist
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Damit ergibt sich

50

899
~ 5.56%.

(Al N A2 N A3)

Folgende Eigenschaften bedingter Wahrscheinlichkeiten sind sehr
niitzlich:

(1) Sei P(B) > 0. Durch Pg(A) = P(A|B) wird ein
Wahrscheinlichkeitsmaf auf 2 definiert. Ist A C
O\ B oder P(A) =0, so ist P(A|B) = 0.

(2) (FORMEL VON DER TOTALEN WAHRSCHEINLICH-
KEIT) Sind By, By, ... paarweise disjunkte Teilmen-
gen von 2, deren Vereinigung () ist, so gilt fiir jedes
Ereignis A

ZP By,)P(A|By).

(3) (FORMEL VON BAYES) Ist P(A) > 0 und gelten
die Voraussetzungen von (2), so gilt fir jedes i
P(B;)P(A|B;)
> P(Br)P(A|By)
(4) Ist C die Vereinigung der paarweise disjunkten Er-

eignisse C, Csy, ... mit P(C;) > 0 fiir alle ¢ und sind
die P(A|C;) alle gleich, so ist P(A|C) = P(A|CY).

P(Bi|A) =

BEISpPIEL XI1.2.4. Wir greifen Beispiel X1.2.1 (S. 417) auf. Wie gro8

ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis C', dass beide ohne Zuriick-
legen gezogenen Kugeln die gleiche Farbe haben?
Sei B; das FEreignis, dass die erste gezogene Kugel weif} ist, und B,
das Ereignis, dass sie schwarz ist. Wenn die erste gezogene Kugel weifl
ist, ist beim zweiten Zug nur eine von vier Kugeln weifs. Damit ist
P(C|By) = 5. Analog ergibt sich P(C|B,) = 5. Wegen P(B;) = 2 und
P(B,) = 2 ergibt sich mit der Formel von der totalen Wahrschelnhch—
keit

P(C) = P(B1)P(C|By) + P(B2) P(C|B,)
3
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BEISPIEL XI.2.5. Eine Krankheit komme bei ca. 0.5% der Bevolke-
rung vor. Ein Test zur Erkennung der Krankheit fithrt bei 99% der
Kranken zu einer Reaktion, aber auch bei 2% der Gesunden. Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person, bei der die Reaktion auf-
tritt, tatsdchlich krank ist?

Zur Losung denken wir uns die Bevolkerung von 1 bis N nummeriert.
By sei die Menge der Kranken und B, diejenige der Gesunden. Al-
so ist card(B;) =~ 0.005N und card(Bs) ~ 0.995N. A bezeichne die
Menge der Personen, bei denen der Test zur Reaktion fithrt. Dann ist
card(A N By) =~ 0.99 card(B;) und card(A N By) ~ 0.02 card(Bs). Ge-
sucht ist P(B;|A).

Wir wenden die Formel von Bayes an und ordnen jeder Person bei
zufilliger Auswahl die Wahrscheinlichkeit % zu. Dann ist

P(By) = 0.005,

P(B,) = 0.995,
P(AN By) = 0.99 - 0.005,
P(AN By) = 0.02 - 0.995.

Damit ergibt sich mit der Formel von Bayes

P(AN By)
P(A)
0.99 - 0.005

= 0.99-0.005+ 0.02 - 0.995
495

2485
~ 0.2.

P(B1|A) =

Von allen Personen, bei denen der Test eine Reaktion zeigt, sind also
nur 20% tatséichlich erkrankt.

XI.2.3. Unabhingigkeit. Zwei Ereignisse A und B heiflen UN-
ABHANGIG, wenn P(AN B) = P(A)P(B) ist. Ist P(B) > 0, ist dies
dquivalent zu P(A) = P(A|B).

Unabhéngigkeit von A und B driickt aus, dass A und B wahrschein-
lichkeitstheoretisch in dem Sinn keinerlei Einfluss aufeinander haben,
dass die Information ,, B tritt ein“ keinen Einfluss auf die Wahrschein-
lichkeit von A hat. Dies muss man deutlich von der realen Beeinflussung
unterscheiden.

BEISPIEL XI1.2.6. Wir werfen einen Wiirfel zweimal. Sei A das Er-
eignis, dass die Summe der beiden Augenzahlen gerade ist, und B das
Ereignis, dass die zweite Augenzahl gerade ist. Offensichtlich ist
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und
P(ANB) = i = P(A)P(B).

Also sind die beiden Ereignisse unabhéngig, obwohl B mitbestimmt,
ob A eintritt.

Wir miissen den Begriff der Unabhéingigkeit auf Familien von Er-
eignissen iibertragen. Dazu sagen wir, dass fiir die endliche Familie
{A; :i € J} von Ereignissen die PRODUKTFORMEL gilt, wenn

P(()4) =[] P4
ieJ ieJ
ist. Eine beliebige Familie {A; : ¢ € J} von Ereignissen heiit UN-

ABHANGIG, wenn fiir jede endliche Teilfamilie die Produktformel gilt.
Damit ergeben sich folgende Eigenschaften:

(1) Jede Teilfamilie einer unabhéngigen Familie von
Ereignissen ist unabhéngig. Eine Familie ist genau
dann unabhéngig, wenn jede endliche Teilfamilie
unabhéngig ist.

(2) Ist {A; : i € J} eine Familie unabhéngiger Er-
eignisse, k ein nicht zu J gehdrender Index und
P(Ag) = 0 oder P(Ag) = 1, so ist auch {4; : i €
J U{k}} unabhéngig.

(3) Ist {A; : i € J} unabhéngig und B; fur jedes 7 eines
der Ereignisse A;, Q\A;, 0 oder 2, so ist {B; : i €
J} unabhingig.

(4) Ist J = {1,...,n} endlich, so ist {A4; : i € J}
genau dann unabhingig, wenn fiir jede Wahl von
B; € {A;,Q\A,} die Produktformel fiir By,..., B,
gilt.

XI.2.4. Produktexperimente. Wir nehmen an, dass wir schon
Modelle (24, Py), ..., (Q,, P,) fiir gewisse Zufallsexperimente kennen,
und wollen nun ein Modell fiir das Experiment konstruieren, das in der
unabhéngigen Hintereinanderausfithrung aller dieser Teilexperimente
besteht. Dazu liegt es nahe, als Ereignisraum das kartesische Produkt

U x...xQ,={w=(w1,...,wp) 1w; €Y, 1 <i<n}
zu wahlen und als Wahrscheinlichkeitsfunktion
P(w) = Pi(wy) ...  Py(wn).

Man bezeichnet (€2, P) als PRODUKT DER WAHRSCHEINLICHKEITS-
RAUME (€;, P;) und schreibt

Q=0 xX...xQ,,
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P=P x...xP,.

Ist A; ein Ereignis im i-ten Experiment, so bezeichnet das kartesische
Produkt A; x ... x A,, das Ereignis in €2, dass fiir alle ¢ im i-ten Teil-
experiment A; eintritt. Die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis ist

P(A; % ... x A,) = P(A)) - ... P(A,).

XI.2.5. Binomialverteilung. Wir betrachten ein Experiment,
das in der unabhingigen n-fachen Wiederholung eines Einzelexperi-
mentes mit nur zwei verschiedenen moglichen Ausgédngen besteht. Wir
bezeichnen diese beiden Ausgénge mit 0 und 1. Dann ist ©; = {0,1}
und Q = {0, 1}". Da die Teilexperimente Wiederholungen des gleichen
Experimentes sind, sollen in allen Teilexperimenten die gleichen Wahr-
scheinlichkeiten auftreten. p = P;(1) soll also nicht von i abhédngen. p
heiBlt oft ERFOLGSWAHRSCHEINLICHKEIT. Natiirlich ist dann P;(0) =
1 — p. Dann ist im Produktmodell P(w) = p*(1 — p)"*, wenn k die
Anzahl der Einsen in w ist. Ein Experiment dieser Form nennt man
BERNOULLI-EXPERIMENT und P heifit BERNOULLI-VERTEILUNG.

Das Ereignis, dass insgesamt k£ Einsen auftreten wird durch

Ek:{wEQ:Zwi:k}
i=1

beschrieben. Die Zahl der Elemente von Fj ist gleich der Zahl der
Méoglichkeiten, die k Zeitpunkte in {1,...,n} festzulegen, an denen die
Einsen auftreten, also (Z) Es folgt

P(E}) = <Z)pk(1 —p)"*

Die Terme

bup(k) = (Z)pk(l —p)"" mit0<k<n

bestimmen die Wahrscheinlichkeitsverteilung. Sie sind nicht negativ
und haben die Summe 1. Man nennt sie BINOMIALVERTEILUNG mit
Parametern n und p oder kurz b, ,-Verteilung.

BEeispiEL XI1.2.7. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, bei 10 Wiir-
fen eines Wiirfels 3 Sechsen zu erhalten?
Wir kénnen die gewofenen Sechsen als Erfolge auffassen und ihnen den
Wert 1 zuordnen; die anderen Ergebnisse sind Misserfolge und erhalten
den Wert 0. Dann ist p = %. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist

() () -
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BEISPIEL XI1.2.8. Die Wahrscheinlichkeit fiir die Geburt eines Jun-
gen sei p = 0.51. Aufeinanderfolgende Geburten seien unabhéngig.
Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Familie mit 4 Kindern 2
Jungen und 2 Méadchen vorkommen, gleich

4
(2) 0.51%20.49% ~ 37.47%.

XI1.2.6. Multinomialverteilung. Hier hat man wieder n unab-
héngige, identische Teilversuche, aber jeder Teilversuch hat nun r mog-
liche Ausginge. Die Teilexperimente sind beschreibbar durch P;(j) =
pj, j = 1,...,r, wobei die Wahrscheinlichkeiten py, ..., p, beliebig vor-
gegeben sind mit p; > 0, j = 1,...,r, und p; +... + p, = 1. Die
Wabhrscheinlichkeit, in den n Teilversuchen k;-mal das Ergebnis 1, k-
mal das Ergebnis 2 usw. zu erreichen, ist

n kl. . k'r
<k1,...,kr>p1 P

XI.2.7. Geometrische Verteilung. Die Wahrscheinlichkeit,
dass in einem Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p der
erste Erfolg genau im k-ten Versuch eintritt, ist p(1—p)*~1, k > 1. Man
k als Ergebnis eines Experimentes auffassen, das darin besteht, zu be-
obachten, wann in einer Folge von Bernoulli-Experimenten der erste
Erfolg eintritt. Die zugehorige Ereignismenge ist dann € = N\{0}. Die
zugehorige Wahrscheinlichkeitsfunktion ist P(k) = p(1 — p)¥~!. Die
hierdurch definierte Verteilung heifft GEOMETRISCHE VERTEILUNG.
Man beachte, dass im Gegensatz zu allen bisherigen Beispielen der
Ereignisraum jetzt nicht mehr endlich ist.

XI.2.8. Negative Binomialverteilung. Dies ist eine Verallge-
meinerung der geometrischen Verteilung. Sei f(k;r, p) die Wahrschein-
lichkeit, dass bei n > r + k Bernoulli-Experimenten mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit p genau k Misserfolge dem r-ten Erfolg vorangehen. Man
kann nachrechnen, dass

E+r—1

f(k;r,p)z( L )p’"(l—p)’“

ist. Die hierdurch bei festem r auf 2 = N definierte Verteilung nennt
man NEGATIVE BINOMIALVERTEILUNG oder PASCAL-VERTEILUNG.

XI1.3. Zufallsvariable, Erwartungswert, Varianz

XI1.3.1. Zufallsvariable. Sei (€2, P) ein endlicher Wahrscheinlich-
keitsraum und X eine beliebige Menge. Eine Abbildung X : Q@ — X
heifit (X-wertige) ZUFALLSVARIABLE.

BEMERKUNG XI.3.1. Da Q endlich ist, ist die Bildmenge X () =
{X(w) : w € Q} einer Zufallsvariablen X auf 2 stets endlich.



424 XI. STOCHASTIK I

BEISpIEL XI1.3.2. Vor einer Wahl werden zufillig ausgewéhlte Biir-
ger gefragt, welche Partei sie wiahlen wollen. Hier ist €2 die Menge der
Biirger, P die Gleichverteilung auf €2, X die Menge der wiahlbaren Par-
teien vereinigt mit der ,Partei“ der Nichtwihler und X (w) die Partei,
die Biirger w angeblich wihlen will.

BEISPIEL XI1.3.3. Wir interessieren uns fiir die Summe der Augen-
zahlen beim Wiirfeln mit zwei Wiirfeln. Hier ist Q = {(¢,7) : 1 <14,j <
6}, P die Gleichverteilung auf Q, X = {2,...,12} und X ((7,5)) = i+J.

An Zufallsvariablen interessiert uns vor allem ihre Verteilungsfunk-
tion. Diese gibt an, wie wahrscheinlich die einzelnen Ergebnisse von
X sind. Genauer versteht man unter der VERTEILUNGSFUNKTION von
X : Q — X das Wahrscheinlichkeitsmafl Py auf Xy = X(Q), das
definiert ist durch

Px(x) = P{w e Q: X(w) =z}) mitx € Xx.

Px(x) ist also die Wahrscheinlichkeit, dass X den Wert x annimmt.

Die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen X kann durch ein
STABDIAGRAMM veranschaulicht werden. Dazu erstellt man zunéchst
eine Liste der moglichen Werte z, € X von X, berechnet fiir jedes xy
die Wahrscheinlichkeit Px(xj) und zeichnet dann senkrecht iiber den
Punkten ), der z-Achse Striche der Lénge Px(xzy).

BEISPIEL XI.3.4. Die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen aus
Beispiel X1.3.3 ist durch Tabelle XI.3.1 bestimmt. Das zugehorige Stab-
diagramm ist in Abbildung XI.3.1 wiedergegeben.

TABELLE XI.3.1. Verteilungsfunktion der Zufallsvaria-
blen aus Beispiel XI1.3.3

| 20 3| 40 5] 6] 7| 8] 9100|1112

Pe(we) | & | 2|2 4 2|8 214224

XI.3.2. Gemeinsame Verteilung mehrerer Zufallsvariabler.
Sind auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) mehrere Zufallsvaria-
ble Xi,..., X, mit evtl. verschiedenen Wertebereichen X,..., &, de-
finiert, kann man sie zu einer einzigen Zufallsvariablen X mit Werte-
bereich

X=X x...x4X,
zusammenfassen, indem man

X(w)=(X1(w),..., X, (w))

setzt. Die Verteilungsfunktion von X nennt man die GEMEINSAME
VERTEILUNGSFUNKTION von Xi,...,X,.
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ABBILDUNG XI.3.1. Stabdiagramm der Zufallsvaria-
blen aus Beispiel XI1.3.3

BeispiEL XI.3.5. Wir betrachten die Bernoulli-Verteilung P zu
p € (0,1) auf Q = {0,1}" (vgl. Abschnitt X1.2.5 (S. 422)). Fiir w € Q
sel

S(w)=w; + ...+ wy,
die Zahl der Erfolge. Fiir w mit S(w) > 1 setzen wir
N(w) =min{j > 1:w; = 1}.

Dies ist die Wartezeit bis zum ersten Erfolg. Ist S(w) = 0, setzen wir
Nw) = n+ 1. S und N sind zwei Zufallsvariable auf (2, P). Ihre
gemeinsame Verteilung wird beschrieben durch die Angabe der Wahr-
scheinlichkeiten

p(k,h) = P(S=k, N =h)
mit 0 < k <nund 1 < h < n+ 1. Wir wollen diese Verteilung
bestimmen.

Offenbar ist
p(0,n+1) = (1-p)"
und
p(0,h) =0

fir 1 < h < n.lIst S(w) =k > 1 und N(w) = h, so muss gelten
w; = 0 fiir © < h und wy, = 1, und es miissen genau k£ — 1 Einsen unter
Whil, - -, W, vorkommen. Es gibt (Z:}l‘) solche Elemente, und jedes hat
die Wahrscheinlichkeit p*(1 — p)"=*. Also ist

ity = (1)t

fir kK > 1. Ist Kk — 1 > n — h, so gibt es kein solches w, und es ist
(2:?) 0. Die obige Formel bleibt also richtig.
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XI.3.3. Unabhéngigkeit. Sei (2, P) ein endlicher Wahrschein-
lichkeitsraum. Eine Familie X;, ¢ € I, von Zufallsvariablen X; : Q — X}
heifit UNABHANGIG, wenn fiir jede Wahl von A; C X}, i € I, die Ereig-
nisse {X; € A;}, ¢ € I, unabhéngig sind.

Sei nun Xy, ..., X, eine unabhingige Familie von Zufallsvariablen.
Dann gilt geméB Abschnitt XI.2.3 (S. 420) speziell fiir alle (xy, ..., z,)
ceX =4 x...x &,

P(Xy=m1,..., X, = 2,) = [ [ P(Xi = a2).

Die gemeinsame Verteilung von Xj,..., X, ist also das Produkt der
Verteilungen der X;.

Die Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen bleibt unter der Kompo-
sition von Abbildungen erhalten: Sind X;, ¢ € I, unabhéngige Zufalls-
variable und F; : X; — ); beliebige Abbildungen mit beliebigen Werte-
bereichen, so sind die Zufallsvariablen F; o X;, ¢ € I, auch unabhéngig.

XI1.3.4. Erwartungswert. Sei (2, P) ein endlicher Wahrschein-
lichkeitsraum und X eine reellwertige Zufallsvariable auf 2. Dann ist
der ERWARTUNGSWERT von X definiert durch

EX =E(X)=) X(w)P(w).

we

BEISPIEL XI.3.6. Fiir die Zufallsvariable ,,Summe der Augenzahlen
beim Werfen von zwei Wiirfeln“ aus Beispiel X1.3.4 erhalten wir den
Erwartungswert

1
EX:%{1-2+2-3+3-4+4-5+5-6—|—6-7

+5-844-9+43-10+2-11+1-12}

252

T 36
=T.

Sind X, Y reellwertige Zufallsvariable auf €2 und ist A € R, so gilt

E(OX) = AE(X)
E(X+Y)=EX)+ E(®Y)
X, Y unabhéngig = E(XY) = E(X)E(Y).
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Die ersten beiden Eigenschaften folgen direkt aus der Definition des
Erwartungswertes. Zur Nachweis der dritten Eigenschaft bezeichnen
wir mit z;, ¢ € I, und y;, j € J, die (endlich vielen!) moglichen Werte
von X bzw. Y. Dann folgt mit dem vorigen Abschnitt

E(XY)=> X(w)Y(w)P(w)

weN
=3z P(X =2;,Y =)
iel jeJ e

P(X=xz;)P(Y=y;)

= Z inyjP(X = ;) P(Y =y;)

= {chiP(X = fci)} {ZZJ;’P(Y = Z/j)}
— E(X)E(Y). j

BeispiEL XI.3.7 (ERWARTUNGSWERT DER BINOMIALVERTEI-
LUNG). Fiir die Zufallsvariable S aus Beispiel XI1.3.5 erhalten wir

k=0
n n -
=2 k(k) pra=p
k=1 \ ,
=n(321)
_ - =1\ i \(=D—(k-1)
= n<k B 1)1919 (1-p)
k=1
n—1 n— 1
=npy ( ) )pz(l —p)
(=0
= np.

Das gleiche Ergebnis erhalten wir einfacher mit folgendem ,, Trick®, der
auch in anderen Situationen hilfreich ist: Definiere die Zufallsvariablen
Si,..., S, durch die Vorschrift S;(w) = 1, falls das i-te Teilexperiment
ein Erfolg ist, S;(w) = 0 sonst. Dann ist S = Sy + ...+ S5,. Fiir jedes i
ist aber offensichtlich F(S;) = p. Daher ist

E(S) = iE(SI) = np.
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BEISPIEL XI.3.8 (ERWARTUNGSWERT DER HYPERGEOMETRI-
SCHEN VERTEILUNG). In einer Urne befinden sich S schwarze und W
weifle Kugeln, insgesamt N = S+ W Kugeln. Wir ziehen daraus n < N
Kugeln ohne Zuriicklegen (vgl. Abschnitt XI.1.4 (S. 414)). Die Zufalls-
variable X sei die Zahl der dabei gezogenen schwarzen Kugeln. Um
E(X) zu berechnen, bezeichnen wir mit X; die Zufallsvariable, die den
Wert 1 liefert, wenn im i-ten Zug eine schwarze Kugel gezogen wird,
und die sonst den Wert 0 gibt. Dann ist X = X; + ...+ X,,, und fiir
jedes i gilt E(X;) = £. Damit folgt

S
E(X)=n—.
(X)=n+

XI.3.5. Varianz und Kovarianz. Seien X und Y zwei reellwerti-
ge Zufallsvariable auf einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum (£2, P).
Die VARIANZ von X ist definiert durch

Var(X) = B((X — BE(X))?).

Die Grofle

ox =/ Var(X)

heift die STREUUNG oder STANDARDABWEICHUNG von X .
Die KOVARIANZ von X und Y ist definiert durch

Cov(X,Y)=E(X — E(X))(Y — E(Y))).

Die Grofle

heit der KORRELATIONSKOEFFIZIENT von X und Y. Die Zufallsva-
riablen X und Y heiflen UNKORRELIERT, wenn Cov(X,Y’) = 0 ist.
Die Varianz ist ein Mafl fiir die Streuung einer Zufallsvariablen
um den Erwartungswert E X, der ein Maf fiir den Mittelwert ist. Ist
EX =0 und haben die Werte z1,..., 2, von X alle die gleiche Wahr-

scheinlichkeit %, so ist
1 } : 2
ox — ﬁ Xy

Bis auf den Skalierungsfaktor \/iﬁ ist also ox der Euklidische Abstand
des Punktes (z1,...,2,) vom Ursprung.
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Eine positive Kovarianz von X und Y bedeutet, dass X die Tendenz
hat, dort grof§ zu sein, wo auch Y grof} ist.

Sind X, Y, X, reellwertige Zufallsvariable und a, b, ¢, d reelle Zah-
len, so gelten folgende Eigenschaften:

Var(X) =
Var(aX + b) = a® Var(X)
Cov(X,Y)=E(XY)—-EX)E(Y)
Cov(aX +b,cY +d) = acCov(X,Y)
Cov(X,Y) = Cov(Y, X)
|Cov(X,Y)| < oxoy

Var(z X;) = Z Var(X;) + Z Cov(X;, X))
i=1 i=1 i
X,Y unabhingig = Cov(X,Y) =0

E(X?) - B(X)?

Xi,...,X, unabhingig = Var(z X;) = ZVar(X

i=1

Zum Nachweis dieser Eigenschaften beginnen wir mit der dritten.
Da der Erwartungswert einer konstanten Zufallsvariablen diese Kon-
stante ist, erhalten wir

Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y)))
=FEXY -XEY)-YEX)+ EX)E(
=E(XY)-EXEY)) —EYEX))+ EEX)E®Y))
=FEXY)-EX)EY)-EX)EY)+ EX)E(Y)
= E(XY) - EX)E(Y).
Die erste Eigenschaft ist der Spezialfall X =Y der dritten Eigenschaft.
Aus der dritten Eigenschaft folgt Cov(X,Y) = 0, wenn eine der Zu-
fallsvariablen X oder Y konstant ist. Aus der Definition der Kovarianz

folgt zudem, dass die Abbildung X,Y + Cov(X,Y) bilinear ist. Damit
folgt

S

Cov(aX + b, cY 4+ d) = Cov(aX,cY) 4+ Cov(aX, d)
+ Cov(b, cY') + Cov(b,d)
= acCov(X,Y).
Die zweite Eigenschaft ist der Spezialfall X = Y, a = ¢ der soeben
bewiesenen vierten Eigenschaft.

Die fiinfte Eigenschaft folgt direkt aus der Definition.
Die sechste Eigenschaft ist eine Konsequenz der Cauchy-Schwarzschen
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Ungleichung (vgl. Abschnitt I1.6.6 (S. 107)).
Zum Nachweis der siebten Eigenschaft setze X; = X; — F(X;). Dann
folgt

Var( ZX ZXv)Q)

=1

— zn:Var(Xi) + Z Cov(X;, Xj).

i#]
Sind X und Y unabhéingig, so auch X — F(X) und Y — E(Y'). Damit
folgt die achte Eigenschaft:
Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y)))
=FE(X - EX))E(Y —E(Y)) (wg. Unabhingigkeit)
= 0.

Die letzte Eigenschaft schliellich folgt aus der siebten und achten Iden-
titat.

BEISPIEL X1.3.9 (VARIANZ DER BINOMIALVERTEILUNG). Wir be-
trachten die Zufallsvariable S aus Beispiel X1.3.5 (S. 425) und definie-
ren die Zufallsvariablen S; wie in Beispiel XI1.3.7 (S. 427). Da sich S;
nur auf das i-te Teilexperiment bezieht und die Teilexperimente un-
abhéngig sind, sind die .S; unabhéngig. Daher ist

Var(S) = Var(S; + ...+ Sy)
= Var(S;) + ...+ Var(S,)
= n Var(S}),

da jedes S; die gleiche Varianz hat. Weiter ist
Var(S)) = E(S?) — E(S;)?

=p—p’
=p(1 —p).

Insgesamt folgt

Var(S) = np(1 —p).
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BEISPIEL XI.3.10 (VARIANZ DER HYPERGEOMETRISCHEN VER-
TEILUNG). Wir betrachten die Zufallsvariablen X und X7, ..., X,, aus
Beispiel X1.3.8 (S. 428). Setze p = <. Alle X, haben die gleiche Varianz:

Var(X;) = Var(X))
= B(X}) — B(X,)?
=p—p°
=p(1—p).
Ebenso gilt aus Symmetriegriinden fiir alle ¢ # j
Cov(X;, X;) = Cov(Xy, X»)
= E(X1X,) — E(X1)E(X2).
Weiter ist
E(X1Xy)=P{X; =1} n{Xy=1})
= P{X1 =1}HP({X; = 1}[{Xy =1})
_5S5-1
NN -1
S—1
N-1

=P

Damit folgt

S—1

Cov(X;, Xj) PN 7 —p’
S—1

—p(m—p)

fiir ¢ # 7 und

Var(X) = Var(X;) + Y Cov(X;, X;)

i=1 itj
S —1
=np(l —p) + (n* —n)p (m—p)
——_————
_S5-1_5_ _s-
SN-1 N NWN-D
S—N
— np(1 — 1
—_———
=51 (p—1)
—p(1 - p)(1 - =L
=np b N _1
N-—n
— (1 —
np(l = p)

Tabelle XI.3.2 fasst die Ergebnisse der vorigen Beispiele zusammen.
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TABELLE XI.3.2. Erwartungswert und Varianz einiger Verteilungen

Verteilung Erwartungswert Varianz
binomial np np(1 —p)
hypergeometrisch
h(s;n,N,S),p=% np np(1 —p)i=

XI1.3.6. Das schwache Gesetz der groflen Zahlen. Seien X,
..., X, unabhéngige, reellwertige Zufallsvariable mit gleichem Erwar-
tungswert und Var(X;) < M fiir alle 4. Dann gilt fiir alle € > 0:

SCHWACHES GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN:

Es besagt, dass bei immer h&ufigerer, unabhéngiger Wiederholung
eines Experimentes das Ergebnis im Mittel fast sicher gleich dem Er-
wartungswert ist.

BeispiEL XI.3.11. Fiir die Zufallsvariablen S und Si,...,.S, des
Bernoulli-Experimentes aus den Beispielen XI.3.5 (S. 425) und XI.3.9
haben wir fiir alle ¢

1
Var(S;) = p(1l —p) < 1
h, = %S ist die relative Haufigkeit, mit der ein Erfolg eintritt. Die

Wahrscheinlichkeit, dass diese relative Haufigkeit um mehr als € von
dem Erwartungswert p abweicht, ist

P(lh, —p| > ¢) < =
BEeispiEL XI.3.12. Wir betrachten ein fiir uns vorteilhaftes Spiel,

bei dem wir auf Dauer fast sicher verlieren.

Die Spielregeln lauten:

e Der Anfangseinsatz betragt 1 Euro.

e Es wird immer wieder eine Miinze geworfen. Fillt Zahl geht
die Hélfte des aktuellen Einsatzes verloren, fillt Kopf gewinnen
wir % des aktuellen Einsatzes hinzu.

Da der Gewinn hoher ist als der Verlust, ist dieses Spiel vorteilhaft fiir
uns. Dennoch werden wir auf Dauer fast sicher verlieren.

Um dies einzusehen, bezeichnen wir mit X,,_; den Einsatz vor dem
n-ten Wurf, n > 1. Dann ist Xy = 1 Euro und X,, = %Xn_l, wenn
im n-ten Wurf Zahl kommt, und X, = %Xn,l, wenn im n-ten Wurf
Kopf fallt. Setze Y,, = %, falls im n-ten Wurf Zahl kommt, und Y,, = g,
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falls im n-ten Wurf Kopf fallt. Dann ist X,, =Y; -...-Y,. Die Y; sind
unabhéngig. Es ist
1 1 15
EY)== -~+4+~--=
(¥3) 2 2 + 2 3
13
12
> 1.
Daher ist
B(X,) =[] EM)
i=1
_(13\"
- \12
—> m
Setze
p = E(logY;).
Dann ist
1 1 1 5
= Zlog(=) + = log(Z
=5 log(5) + 5 log(3)
1 1 1
“log(=) + =
< 5 log(5) + 5 log(2)
=0.
Mit e = %\u! = —% w1 gilt nach dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen
1
P (12 tog(ri) + ..+ og(v) — s <) — 1
Wegen
log(Xy) = log(Y1) + ... +log(Yy)
und
1 1
{12060 -l < -t} < {Liogx) < 4]
folgt
Pliog(x,) <2 1
—log(X,) <=) — 1.
n & 2 n—oo

Fiir grofie n gilt also mit einer Wahrscheinlichkeit nahe bei 1
X, < e

Wegen p < 0 strebt dieser Ausdruck exponentiell schnell gegen Null.
Dieses scheinbar paradoxe Verhalten liegt daran, dass man mit sehr
kleiner Wahrscheinlichkeit sehr grole Gewinne machen kann.

Wir kénnen uns das Ergebnis heuristisch auch leicht wie folgt klar



434 XI. STOCHASTIK I

machen: Nach 2n Spielrunden sollten wir etwa n-mal gewonnen und
n-mal verloren haben. Dann betrédgt unser Kapital

1\" /5\" 5\"
Xou~ (5] (2) =(2]) -
2 3 6
Wegen % < 1 strebt dieser Ausdruck fiir n — oo aber gegen Null.

XI.4. Grundbegriffe der Schitztheorie

XI.4.1. Motivation. Ein Teich enthilt eine unbekannte Zahl N
von Fischen, die geschétzt werden soll. Um dies zu erreichen, fangen
wir W Fische, markieren sie mit einem weiflen Fleck und setzen sie
wieder aus. Wir warten eine Weile und fangen nun n Fische. Sei z die
Zahl der markierten Fische in diesem Fang. Eine von dieser Zahl x
abhingige Schitzung N (x) fiir N erhalten wir mit folgender Plausi-
bilitdtsbetrachtung: Wenn z nicht zu klein ist, sollte der Anteil % der
markierten Fische im zweiten Fang etwa dem Anteil % der markierten
Fische am Gesamtbestand entsprechen, d.h. =~ % Da wir x, n und
W kennen, kénnen wir diese Naherungsgleichung nach N auflésen und
erhalten die Schéatzung

N~ N(z) = [@w :
x
Dabei bezeichnet [a] die groBite ganze Zahl < a.

Wir koénnen diese Plausibilitdtsbetrachtung auf ein etwas sichereres
mathematisches Fundament stellen. Dazu beschreiben wir den zweiten
Fang durch das Modell des Ziehens ohne Riicklegen von n Kugeln aus
einer Urne mit W weilen und N — W schwarzen Kugeln. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass = weifle Kugeln gezogen werden, ist dann

()
()
Man beachte, dass die Abhéngigkeit von N hier eine ganz andere ist
als bisher: NV ist nicht ein Ereignis, sondern ein unbekannter, zu be-

stimmender Parameter.

Der MAXIMUM-LIKELIHOOD ANSATZ zur Schétzung von N besagt,
dass man bei gegebenem W und x den Wert von N so bestimmt, dass
Py (x) maximal wird. Um NN so zu bestimmen, betrachten wir

Pyx) (GO

Py () EY)

(N = W)(N = n)
N(N—-W —n+uz)

Pyn(z) = mit 0 <z < n.

Offensichtlich gilt
PN(x) > PN71<I>
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= (N—=W)N—-n)>NN-W —n+x)
<= Wn > Nzx.

Analoge Aquivalenzen gelten auch fiir die Beziehungen < und =. Daher
liefert der Maximum-Likelihood Ansatz die gleiche Schétzung wie unser
Plausibilitdtsargument.

XI.4.2. Der allgemeine Rahmen von Schéitzproblemen. Zur
Beschreibung eines Schéitzproblemes mit endlichem Stichprobenraum
bendtigen wir:

e cine nicht leere, endliche Menge X', den STICHPROBENRAUM,

e cine Familie {Py : ¥ € O} von Wahrscheinlichkeitsmafien auf
X und

e cine zu schétzende Funktion g(v).

X ist die Menge der moglichen Beobachtungsergebnisse. Durch die
unterschiedliche Notation zu den vorigen Abschnitten — X statt ) —
soll betont werden, dass jedes x € X tatsédchlich beobachtbar sein
muss. Bei wahrscheinlichkeitstheoretischen Modellen treten dagegen
auch Stichproben- bzw. Ereignisrdume €2 auf, deren Elemente w nicht
beobachtbar sind.

BeispieL, XI.4.1. Im Rahmen des vorigen Abschnittes ist X =
{1,2,...,n}, wenn n die Zahl der Fische im zweiten Fang ist. Wei-
ter ist ¥ = N die unbekannte Zahl der Fische im Teich. Py = Py ist
die hypergeometrische Verteilung h(.;n, N,W) und die Funktion g ist
gegeben durch g(¥) =9 = N.

In obigem Beispiel ist die zu schétzende Funktion g(dJ) = . Ist
dagegen z.B. die Varianz einer Binomialverteilung zu schétzen, ist 9 =
pund g(p) = np(1 — p).

Bezeichne mit YV den Wertebereich der zu schétzenden Funktion
g. Jede Abbildung T : X — ) heifit ein SCHATZER von ¢. Diese
Sprechweise ldsst natiirlich auch vollig unsinnige Schétzer zu.

Héufig deutet man in der Notation an, dass geschétzt wird, und
setzt ein ,,Dach* iiber die zu schitzende Grofle. N wiire also ein Schétzer
fiir N, p ein Schétzer fiir p und g ein Schétzer fiir g.

XI1.4.3. Maximum-Likelihood Schitzer. Sei x € X eine feste
Beobachtung. Die Funktion

L,:0 —10,1]
mit

nennt man LIKELIHOOD-FUNKTION. Wenn L, einen Maximalwert in
¥ = ¥(z) annimmt, d.h.

Lo (1) = sup{L,(?) : ¥ € O},
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nennt man 5(x) eine MAXIMUM-LIKELIHOOD SCHATZUNG von ¢ und
g(9) eine Maximum-Likelihood Schiitzung von g(9).

Héufig ist © ein Intervall in R, und eine Maximum-Likelihood Schét-
zung kann wie in Abschnitt IV.2.1 (S. 140) durch Differentiation ge-
funden werden. Dabei ist es oft einfacher mit der Funktion £, =1In L,
zu arbeiten. Wegen der Monotonie des Logarithmus haben £, und L,
ihre Maxima an der gleichen Stelle.

BEISPIEL X1.4.2. In n Bernoulli-Experimenten soll die Erfolgswahr-
scheinlichkeit p aus der Zahl x der Erfolge geschétzt werden. Es ist

L.(p) = <Z>p””(1 —-p)""
L.(p) = In L,(p)

=1In (Z) +xlnp+ (n—2)In(1 — p)

d r n—2x

SLp) =1 -1

dp p 1-p
Also liegt das eindeutige Extremum bei . Wie man leicht nachpriift,
ist dies auch ein Maximum. ¥ ist die Maximum-Likelihood Schétzung

fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit p.

XI1.4.4. Erwartungstreue. Ist T : X — R ein Schétzer, so be-
zeichnen wir den Erwartungswert von T' bzgl. Py mit Ey(T):

Ey(T) =Y T(x)Py(x).
TEX
Die Beobachtung des Experimentes, das dem Schétzproblem zugrunde
liegt, konnen wir als eine Zufallsvariable X auffassen, d.h. X(x) =
x. Mit dieser Notation konnen wir den Begriff der Erwartungstreue
definieren:

Ein Schétzer g fiir g(¢) heiit ERWARTUNGSTREU, wenn fiir
alle ¥ € © gilt

Ey(9(X)) = g(9).
Speziell heifit ¥ ein ERWARTUNGSTREUER SCHATZER von
Y, wenn fiir alle ¥ € © gilt

~

Ey(¥(X)) = 9.
Die Differenz
b(1,9) = E¢(9(X)) — (V)
heiBt der Bras (wortlich: Vorurteil) des Schétzers g. Ein

Schitzer ist also genau dann erwartungstreu (engl.: UNBIA-
SED), wenn sein Bias gleich Null ist.
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BEeisPIEL XI1.4.3. Ist X binomial verteilt mit den Parametern n

und p, so ist E(X) = p (vgl. Abschnitt XI.3.5 (S. 428)). Daher ist die
Schatzung p(X) = % aus Beispiel XI.4.2 erwartungstreu.

BeispieL XI.4.4. Haufig erfolgt die Messung einer unbekannten
Grofle g durch Ausfithren von n unabhéngigen Zufallsexperimenten,
die p als Erwartungswert haben. Mathematisch bedeutet dies, dass wir
n unabhéngige Zufallsvariable X1, ..., X, und eine unbekannte Familie
Py von Wahrscheinlichkeiten haben, so dass Ey(X;) = p ist fiir alle 4

und ¢. Sei

und

Also ist der Mittelwert ein erwartungstreuer Schétzer fiir g;.
Haben die X; alle die gleiche unbekannte Varianz o2, so bestimmt die
Familie Py auch diese Grofle. Setze in diesem Fall

92(V) = o
= Var(Xj;).

Wir wihlen

1 .
2: XZ_XQ
== )

i=1
als Schéitzer fiir o2, (Beachte, dass durch n — 1 geteilt wird!) Da die X;
unabhéngig sind, erhalten wir fiir jedes v/

Ey((X — n)*) = Vary(X)

1
= ﬁVarﬁ(Xl + ... +Xn)

1
= ﬁ(V&Y@(Xl) + ...+ Vary(X,))
o2

n
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und

By((Xi = X0%) = Ey((X: = ) — (X = )))
= Eo{(X; — 1) ~ 2B5((X; ~ u) (X~ 1)
B (X~ )
= 0?23 Bal(X = )X — )+

TV
=0 fiirj#i

2 o?
=02 — ZEy((X; — pn)?) + —
o* = ZEy(Xi— ) + 2
2
:0‘2—0-—
n
1
—0%(1 - =
01— )
Hieraus folgt
1 < _
2y 2
Bals®) = =3 2 B = )
1 9 1
— 1— =
n—lna( n)
= o

Also ist s? ein erwartungstreuer Schiitzer fiir die Unbekannte Varianz
2

o°.

XI.4.5. Der mittlere quadratische Fehler. Die wohl wichtigs-
te Forderung an einen Schétzer T von g¢(¥) ist wohl diejenige, dass
der Fehler T'(X) — g(¥) der Schétzwerte ,klein“ sein sollte. Um diese
Grofle quantitativ zu messen, betrachtet man den MITTLEREN QUA-
DRATISCHEN FEHLER

R(W,T) = Ey(T(X) = g(¥))*).

Man kann den mittleren quadratischen Fehler auch durch die Vari-
anz und den Bias ausdriicken. Beriicksichtigt man, dass Ey(T) — g(9)
eine Konstante ist, erhélt man nédmlich

B (700 - 9)))

_ £, (((T<X> — Bo(T)) = (9(0) - Eﬁ(TD)Q)
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— By ((T(X) - Eﬁ(T))Q)

.

v~

=Vary(T)
=28 ((T(X) = Bo(1)) (909) — Eo(T)))
—(9(9)— Eg(T)) Eg (T(X)— Ey (T))=0

%—Eﬁ<<g@ﬂ——Eb(T»2>

[ J/

= (9(9)~ g (T))?
= Vary(T) + b(9, T)>.
Also ist der mittlere quadratische Fehler

R(9,T) = Vary(T) + b(9, T)>.

BEISPIEL XI1.4.5. Fiir den Schiitzer T'(X) = < aus Beispiel X1.4.3
(S. 437) fiir die binomial verteilte Zufallsvariable X gilt gemafl Beispiel
XI.4.3 und Abschnitt XI1.3.5 (S. 428)

b9, T) = 0,

1
Vary(T) = = Vary(X)

1
=—9J(1 —9).
~U(1 =)
Also ist der mittlere quadratische Fehler

R9,T) = 29(1 — ).

n
Fiir alle ¥ € © = (0, 1) gilt

1
< —.
R(,T) < +-

BEISPIEL X1.4.6. Wir greifen Beispiel XI.4.4 (S. 437) auf. Der Bias
des Mittelwertes X ist Null; seine Varianz ist geméafl Beispiel XI1.4.4
gleich %2, wenn alle X; die gleiche Varianz o2 haben. Also ist der mitt-

lere quadratische Fehler

0.2

RO, %)= .

n

XI.5. Approximationen der Binomialverteilung

Fiir grofle Werte von n ist die exakte Berechnung der Wahrschein-
lichkeit

bnp(k) = (Z)pk (1—p)*
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duBerst miihselig und anféllig fiir Rundungsfehler. Dies gilt vermehrt
fiir Summen dieser Ausdriicke. Wir wollen daher in diesem Abschnitt
Approximationen fiir b, ,(k) bestimmen, die leichter und mit geringeren
Rundungsfehlern berechnet werden kénnen.

Zur Vereinfachung der Sprache fithren wir die Notation

a, ~b, < lima—zl

ein. a, ~ b, bedeutet, dass es eine Nullfolge (6,,)nen gibt mit

fiir alle bis auf endlich viele n.

XI1.5.1. Approximation von n! und b, ,(k). Unser wichtigstes
Hilfsmittel ist die STIRLINGSCHE FORMEL

n!l ~\2mn n"e "

Fiir die eingangs erwidhnte Folge (6,,)n,en kann man in diesem Fall
zeigen:

1 1
<6, <—
12n+1 — 12n

fir alle n.

Tabelle XI.5.1 gibt einen Eindruck von der Genauigkeit der Stir-
lingschen Formel.

TABELLE XI.5.1. Genauigkeit der Stirlingschen Formel

n n! | V2rnnre | IMov2rnnte"| 27:"%_71'
2 1.919 4.05%

5 120 118.019 1.65%
10 | 3628800 3598690 0.83%

Mit der Stirlingschen Formel folgt

n

boall) = ()=

V2t ne ™
V2rk kke=k /2w (n — k) (n — k)(n—ke—(n=k)

- \/127 k(nn— k) (%)k (%)H

Pl —p)
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Wir betrachten nun eine Folge (k;,)nen mit k,, ~ np. Dann ist n —k,, ~
n(1l —p) und
n 1

Fu(n =ka) ~ \/rp(1—p)

wobel

On = np<1 _p>

die Standardabweichung der b, ,-Verteilung ist (vgl. Abschnitt XI1.3.5
(S. 428)). Wir wollen nun das Verhalten von

x(n, k) = (Z_f)kn (77;51_——]{5)>nkn

studieren. Dazu bilden wir den Logarithmus und setzen

Dann gilt t, — p fiir n — oo und

—Inx(n,k,) = —kn ln(Z—f) —(n—k,) ln(nél_—_kf))
kn tn k’n 1-— %‘
:n{gln(g)ﬂl_ T )}

Definiere die Funktion ¢ : (0,1) — R durch

t 1—1¢
g(t) =tln(-)+ (1 —¢)In .
(t) (p) (1—-1) (1_p)
Dann ist
9(p) =0,
g9'(p) =0,
1 1
"
gp)=—-—+5—
() P
B 1
p(l —p)
Nach der Taylor Formel ist daher
1
g(t) = ——(t—p)?> +r(t—p) mit |r(t—p)| <c|t—p
()= o=yt = PP 47t =) mitr(t=p)] <clt—p

in einer Umgebung von p.
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Wir nehmen nun an, dass nicht nur ¢, — p gilt, sondern dass sogar
n(t, —p)® — 0 gilt. Dann folgt n|r(t, — p)| — 0 und daher

n(tn - p)2
—Inx(n, k,) — ——| — 0.
Setzen wir
k, — np
kn - )
k) = =
SO ist

n(t, — p)? _ x(n, kn)?
2p(l-p) 2
Damit erhalten wir
z(n, kn)2>

)~ exp (<2

Insgesamt haben wir somit unter obigen Voraussetzungen die Bezie-

hung
1 1 z(n, ky)?
e~ o (28]

gezeigt.
Die Funktion

o) = = oxp (—3)

heiit DICHTE DER STANDARD-INORMALVERTEILUNG. Damit 14sst sich
unsere Approximation der b, ,-Verteilung schreiben als

bup(k) ~ —p((n, k)

n
mit

on = /np(l —p),

k—
x(n, k) = Ly

On

Mit Hilfe von Ergebnissen der Funktionentheorie folgt

o 1 g2
p(x)dr = — e zdx =1.
—00 V 27 /oo
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XI1.5.2. Der Satz von Moivre-Laplace. Wir wollen Summen
von Wahrscheinlichkeiten b, ,(k) fiir grofie n ndherungsweise berech-
nen. Dazu definieren wir

®(x) :/OO cp(t)dt:\/%_ﬂ/;e‘t;dt.

Die Funktion ® heifit die VERTEILUNGSFUNKTION DER STANDARD-
NORMALVERTEILUNG. Sie hat folgende Eigenschaften

lim ®(z) =0

1

d(0) = =

0=
O(—z)=1—0(z) firx>0
O(x) < P(y) fir x <y

Sie ist ausfiihrlich tabelliert (z.B. in U. Krengel: Einfithrung in die
Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik, Vieweg 2000, S. 248).
Sei nun S, eine b, ,-verteilte Zufallsvariable. Setze

n

On
_ Sp— E(Sh)
Var(S,)

Dann ist F(S}) = 0 und Var(S}) = 1. S} heifit daher die STANDARDI-
SIERTE oder NORMIERTE Form von S,,. Nimmt S,, den Wert k an, so
hat S} den Wert z(n, k) mit x(n, k) aus dem vorigen Abschnitt.

Der SATZ VON MOIVRE-LAPLACE besagt, dass ® eine gute Appro-
ximation fiir die Verteilung von S} ist:

lim P(a < S <b)=®(b) — P(a).

n—oo

BEISPIEL XI1.5.1. Wie grof ist ndherungsweise die Wahrscheinlich-
keit, bei 600 Wiirfen mit einem Wiirfel mindestens 90 und hochstens
100 Sechsen zu erhalten?

Es ist

n = 600
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und
1
p - 67
also
np = 100
und
1 5
L =1/600-=-=
7 6 6
/250
V3
~ 9.13
Damit folgt
90 — 100 100 — 100
PO0<S,<100)=P(——< S, < ———)
on on
10
~ ®(0) — O(———
=0.5—d(—1.095)
=0.5— (1 — P(1.095))
~ 0.36.

BeispieL XI.5.2. Wir wollen den Prozentsatz der Wahler der Partei
A schitzen. Werden n Wihler befragt und sind darunter S,, Wéhler der
Partei A, so sei % der Schétzer fiir die Wahrscheinlichkeit p, dass ein
zufillig ausgewahlter Wahler die Partei A wéhlt. Wie grof3 muss n sein,
damit die Wahrscheinlichkeit eines Irrtums um 1% nicht grofler ist als
0.057

Es muss also gelten
P(—0.01 < % —p <0.01) ~ 0.95.
Mit
on = \/1p(1 —p)

erhalten wir

0.01 0.01
0.95 ~ P(— -1 < g < 2
o o,
0.01n 0.01n
~ o — P(—
() a2
01
Y il B
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also

0.01In

On

®( ) &~ 0.975.

Da ® streng monoton ist, existiert die Umkehrfunktion ®~!. Es muss
also gelten

0.01n

On

~ ®1(0.975).

Aus einer Tabelle von ® entnehmen wir
<I>*1(O.975) ~ 1.96.

Also muss gelten

.01
1.96 = 0.0
On
_0.01y/n
p(1—p)

== n ~ 1964/p(1 — p)
— n~196°p(1 —p).

Wir kennen aber p nicht! Aber wir wissen, dass fiir alle moglichen p,
namlich 0 < p < 1, gilt

p(l—p) <
Damit erhalten wir die Schétzung

1962

Ty
= 98?2
= 9604.

-

Wir miissen also ca. 9600 Wéhler befragen.
Héatten wir z.B. die Zusatzinformation p < 0.1 zur Verfiigung, kiimen
wir wegen

max p(l—p)=20.1-0.9=0.09

0<p<0.1

mit ca. 3450 Befragungen aus.

X1.5.3. Die Poisson-Approximation. In diesem Abschnitt ge-
ben wir eine andere Approximation der b, ,-Verteilung an, die fiir kleine
Werte von p besser ist als die Normalverteilung aus Abschnitt XI.5.1.

Eine Zufallsvariable X heifit POISSON-VERTEILT mit Parameter
A > 0, wenn gilt
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P(X=k)=e*~ mithk=0,1,...

Ist (pn)nen eine Folge in [0, 1] mit np, — A, so gilt fiir jedes k die
P 0O1SSON- APPROXIMATION

n

bn.p., (k) = (k>p§(1 —p)nh

k
A
— e M —.

Um dies einzusehen, setze A\, = np,,. Dann gilt fiir festes k

gy

k! nk

n n
_1In n-1 n—k—i—l)\k ] A\ ] An "
S kln o T n " n n '
Fiir n — oo streben die Quotienten 7, "T_l, cee ”‘T’““ alle gegen 1;
nach Voraussetzung gilt
AP \F
und
A
1-2)F =1,
(1-22)* =

Wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion gilt
A

1— 2y -,
( n)—>6

Damit folgt die Poisson-Approximation.

TABELLE XI.5.2. Poisson-Approximation fiir die Wahr-
scheinlichkeit, dass unter 91 Personen genau k£ am heu-
tigen Tage Geburtstag haben

P(X = k)~ 0557025

0.1947
0.0243
6.337-10°°

TN |
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BEispIEL XI.5.3. In einem Horsaal befinden sich 91 Studierende.
Die Wahrscheinlichkeit p, heute Geburtstag zu haben, ist p = 3%5.
Die Zahl derer, die heute Geburtstag haben, ist praktisch Poisson-
verteilt mit A = % ~ 0.25. Tabelle X1.5.2 gibt die mit der Poisson-
Approximation gendherte Wahrscheinlichkeit P(X = k) an, dass heute

genau k Personen aus dem Horsaal Geburtstag haben.

BEeispiEL XI.5.4. Bei der Produktion von Blitzlichtlampen ist mit
der Wahrscheinlichkeit p = 0.015 eine Lampe schon bei der Produktion
defekt. Wie grofl muss man n wéhlen, damit in einem Karton mit n
unabhéngig gewihlten Lampen mit Wahrscheinlichkeit > 0.8 mindes-
tens 100 funktionstiichtige Exemplare sind?

Die Zahl n ist minimal zu wéahlen unter der Bedingung

0.8 < P(,,hochstens n — 100 fehlerhafte Lampen®)

n—100

= Z bn,p(k)-

Approximieren wir die rechte Seite mit der Poisson-Verteilung zu A\, =
np, erhalten wir die Bedingung

Mit Hilfe eines Taschenrechners priifen wir nach, dass n = 102 die
kleinste Zahl ist, die diese Bedingung erfiillt. Wir miissen also 102 Lam-
pen in den Karton legen.

Wiirden wir die Wahrscheinlichkeit auf 0.9 erhohen, miissten wir 103
Lampen in den Karton legen.

XI.6. Tests

XI.6.1. Motivation. Eine Person behauptet, dass sie bei Milch-
kaffee schmecken kann, ob zuerst der Kaffee oder die Milch in die Tasse
gegeben wurde. Wie kénnen wir die Stichhaltigkeit dieser Behauptung
nachpriifen?

Ein erster Ansatz geht auf Fisher (1935) zuriick. Er schliagt folgende
,, Versuchsanordnung* vor:

In vier Tassen wird zuerst Kaffee und dann Milch gegos-
sen. Diese Tassen nennen wir Tassen vom Typ 1. In weite-
re vier Tassen wird zuerst Milch und dann Kaffee gegos-
sen. Diese Tassen nennen wir vom Typ 2. Die Kaffee- und
Milchmenge ist dabei natiirlich bei allen Tassen die glei-
che, und es wird gut umgeriihrt. Nun werden der Person
die acht Tassen in beliebiger Reihenfolge (8! Moglichkei-
ten) vorgesetzt, und sie soll die vier Tassen vom Typ 1
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identifizieren. Falls ihr das gelingt, wollen wir ihre Be-
hauptung als wahr akzeptieren.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Person rein zuféllig richtig rét, ist
aufgrund der hypergeometrischen Verteilung aus Abschnitt XI.1.4 (8.

414) gleich
8\ 1
4) 70

Wir geben der Person also nur mit dieser Wahrscheinlichkeit Recht,
wenn ihre Behauptung nicht stimmt.

Schwieriger wird die Angelegenheit, wenn die Person behauptet,
nicht unfehlbar zu sein, aber mit grofler Sicherheit die Unterscheidung
treffen zu kénnen. Wenn wir ihr die Behauptung in diesem Fall schon
dann glauben, wenn sie mindestens drei der vier Tassen vom Typ 1 rich-
tig identifiziert, ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen zufélligen Treffer
schon

D6 +GG) _1+4-4

(3) 70
_u
70
~ (.24,

Wie kann man in diesem Fall die Gewissheit, der Person auf die Schliche
zu kommen, erhéhen, ohne sie dabei zu benachteiligen?

Neyman (1950) schldgt dazu die folgende verbesserte ,, Versuchsan-
ordnung* vor:

Der Person wird n-mal die Aufgabe gestellt, zwei Tas-
sen, von denen eine vom Typ 1 und eine vom Typ 2
ist, korrekt zu klassifizieren. Die beiden Tassen werden
ihr jeweils in einer zufélligen, durch Miinzwurf bestimm-
ten Reihenfolge vorgesetzt. Damit die Person unabhéngig
von fritheren Entscheidungen urteilen kann, wird jeder
Teilversuch an einem anderen Tag ausgefiihrt.

X sei die Zahl der Tage, an denen die Person die Tassen richtig klassi-
fiziert.

Ein mathematisches Modell fiir diese Versuchsanordnung ist die An-
nahme, X sei binomial verteilt mit Parametern n und p. Die Hypo-
these ,,die Person schwindelt und trifft ihre Entscheidung rein zufallig*
entspricht dem Fall p = % Diese Hypothese nennt man die ,, Nullhypo-
these®. Die Alternative ist, dass die Person tatséchlich die behauptete
Féhigkeit hat, und entspricht dem Fall p > % Es wird nun eine Zahl ¢
festgelegt, so dass P(X > t) < aist. Dabei ist « eine vorgegebene, klei-
ne, positive Schranke, z.B. o = 0.05. Dies ist die ,,Sicherheitsmarge®,
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mit der wir ausschliefen wollen, dass wir der Person ungerechtfertig-
terweise auf den Leim gehen. Falls die Person nun mindestens t-mal die
Tassen richtig klassifiziert, wollen wir ihr glauben.

Der Unterschied des Neymanschen Ansatzes zu dem von Fisher liegt
darin, dass er prazise Aussagen iiber die Wahrscheinlichkeit erlaubt, die
Nullhypothese zu akzeptieren, wenn die Alternative zutrifft.

XI.6.2. Grundbegriffe der Testtheorie. Von einem Testpro-
blem spricht man, wenn eine zufillige Gréfe X mit einer unbekannten
Verteilung Py beobachtet wird, und man aufgrund des beobachteten
Wertes « von X entscheiden soll, ob Py einer bestimmten Menge von
Verteilungen angehért oder nicht.

Zur genaueren mathematischen Beschreibung sei X' die Menge der
moglichen Werte der Zufallsvariablen X und {Py : ¢ € ©} die Menge
der in Betracht gezogenen Verteilungen von X. Unter diesen méglichen
Verteilungen ist eine echte Teilmenge {Py : ¥ € H} durch zusétzliche
Bedingungen ausgezeichnet. Ein TEST ist eine Entscheidungsregel, die
fiir jeden moglichen Wert von X festlegt, ob man sich fiir die HypPo-
THESE ,, € H* oder fiir die ALTERNATIVE ,,i) € O\ H“ entscheiden
soll. Man nennt auch kurz H die Hypothese und K = ©\H die Al-
ternative. Die Entscheidung fiir die Hypothese nennt man ANNAHME
DER HYPOTHESE, und die Entscheidung fiir die Alternative nennt man
VERWERFEN DER HYPOTHESE.

Ein Test ist also beschrieben durch Angabe der Menge R derjenigen
Werte z von X, fiir die die Hypothese verworfen werden soll. R heif3t
VERWERFUNGSBEREICH oder KRITISCHER BEREICH des Tests.

Innerhalb des gewéhlten Modells sind zwei Arten von Fehlern mog-
lich:

e Ist ¥ € H und wird die Hypothese verworfen, spricht man von
einem FEHLER ERSTER ART.

e Ist ¥ € K und wird die Hypothese angenommen, spricht man
von einem FEHLER ZWEITER ART.

Praktisch beschreibt man den Verwerfungsbereich R durch eine
Funktion T'(z), die so gewéhlt wird, dass grofie Werte gegen die Hypo-
these sprechen. T heifit TESTSTATISTIK. Man wéhlt dann einen KRI-
TISCHEN WERT ¢ und verwirft die Hypothese, wenn T'(z) > ¢ ist. Es
ist also

R={x:T(x) > t}.

Bisher ist das Testproblem so formuliert, dass H und K symme-
trische Rollen spielen. Dies ist aber in der Praxis in der Regel nicht
der Fall. Vielmehr wird man die Hypothese so wéhlen, dass sie der
etablierten Hypothese oder der bisherigen Erfahrung entspricht. Bei
unserem einfithrenden Beispiel bedeutet dies, dass man als Hypothese
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,die Person schwindelt* nehmen wird. Bei der Einfithrung eines neu-
en Medikamentes wiirde man z.B. die Hypothese ,,das Medikament ist
nicht wirksamer als die bekannten Mittel“ wéhlen.

Man zieht nur Verwerfungsbereiche in Betracht, fiir die die Wahr-
scheinlichkeit eines Fehlers erster Art durch eine vorgegeben kleine Zahl
a > 0 begrenzt ist. Quantitative Aussagen erhélt man durch die GUTE-
FUNKTION

B() = Py(X € R).
Sie ordnet jedem ¢ die Verwerfungswahrscheinlichkeit unter Py zu. Der
Test hat das Niveau «, wenn fiir alle ¥ € H die Ungleichung G(¢) <
a gilt. Die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers erster Art ist dann also
maximal «. Gebriuchliche Werte fiir « sind 0.05, 0.02 oder 0.01.

XI.6.3. Zuriick zur Motivation. In unserem motivierenden Bei-
spiel des ersten Abschnittes ist das gesuchte Modell beschrieben durch
X ={0,1,...,n},
1
0=|-
51
U =p,

Die Hypothese ist

H=1{=
)
und die Alternative ist
1
K= (= 1].
(2’ ]

Der Verwerfungsbereich ist von der Form
R={z:z >t}
Sei
Blplt.n) = Py(X > 1)
die Giitefunktion dieses Tests. Als Niveau wollen wir
a=0.05

wéhlen. Wir miissen dann fiir gegebenes n den Parameter ¢ so wéihlen,
dass

1
B(5Itm) < 0.05
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ist.
Fiir n = 5 kommt nur ¢ = 5 in Frage. Denn fiir ¢t = 4 ist
1 1 5\, 1
- 4 — (= 5 ~\5
85145 =+ (1) 3
6

T 32
~ 0.187

> 0.05.

Die Person miisste also in jedem der 5 Versuche die Tassen richtig
klassifizieren, damit wir ihr glauben.
Fiir n = 5 ist

B®l5,5) = p.
Es ist
£3(0.6]5,5) ~ 0.08
und

3(0.9]5,5) ~ 0.59.

Hétte also die Person eine Erfolgswahrscheinlichkeit von 0.6 pro Klas-
sifizierung, wiirde sie doch nur mit Wahrscheinlichkeit 0.08 ihre Fahig-
keit beweisen konnen. Selbst bei einer Erfolgswahrscheinlichkeit von
0.9, wiirde ihre Behauptung nur mit Wahrscheinlichkeit 0.59 akzep-
tiert. Die Giitefunktion zeigt also, ob der Test iiberhaupt in der Lage
ist, eine Abweichung von der Hypothese anzuzeigen.

Ist z.B. p = 0.6, ist erst bei n = 42 zu klassifizierenden Tassenpaaren
die Wahrscheinlichkeit wenigstens %, dass die Behauptung der Person
akzeptiert wird. Der kleinste Wert von ¢ mit 3(3¢,42) < 0.05 ist t =
27. Die Person miisste also mindestens 27von 42 Tassenpaaren richtig
klassifizieren.






KAPITEL XII

Stochastik I1
Allgemeine Modelle

XII.1. Wahrscheinlichkeitsmafle mit Dichten

XII.1.1. Ergebnismengen. Im vorigen Kapitel haben wir stets
endliche Ergebnismengen 2 betrachtet. Die Bedingung card(2) < oo
lassen wir jetzt fallen und betrachten allgemeine Ergebnismengen ().
Die wichtigsten Beispiele fiir dieses Kapitel sind 2 = R und 2 = R".

XII.1.2. o-Algebren. Bisher waren die Wahrscheinlichkeitsmafe
stets auf der ganzen Potenzmenge P(f2) definiert, d.h. jede Teilmenge
von €2 war ein mogliches Ereignis. Man kann zeigen, dass dies fiir unend-
liche Mengen wie 2 = N oder 2 = R zu Widerspriichen fiihrt. Daher
konnen wir nur noch Teilmengen A von P(2) als mogliche Ereignis-
mengen betrachten. Diese miissen aber gewisse Eigenschaften haben.

Der richtige Begriff ist hier derjenige der o-Algebra. Eine Menge
A C P(Q) von Teilmengen von 2 heifit o-ALGEBRA (iiber 2), wenn
folgende drei Eigenschaften erfiillt sind:

QeA
Ae A = QANAc A

A Ay .. eEA = UAZGA

=1

Sei nun B C P(f2). Dann kann man zeigen, dass es genau eine
o-Algebra A mit den folgenden beiden Eigenschaften gibt:

e BCA. . . .
e Fiir jede o-Algebra A mit B C A gilt A C A.
A ist gewissermaflen die kleinste o-Algebra, die das Mengensystem B
enthélt. A heifit die von B ERZEUGTE o- ALGEBRA.
BEeispiEL XII.1.1. Sei 2 = R. Betrachte folgende Mengensysteme
By = {(—00,a] : a € R},
By = {(—00,a):a € R},
Bs ={(a,b):a,b € R a < b},
B, ={[a,b] : a,b € R,a < b}.
453
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Alle vier Mengensysteme erzeugen die gleiche o-Algebra B. Diese heifit
die o-Algebra der BORELMENGEN von R. Alle Intervalle, egal ob offen
oder nicht, egal ob beschrinkt oder nicht, sind in B enthalten.

BEIsPIEL XII.1.2. Sei 2 = R™. Wir definieren die Relation < auf
R"™ durch

r<y <= gz <y firalel <i<n.
Mit dieser Relation kénnen wir Intervalle verallgemeinern:
la,b] ={z € R" : a < 2z < b}.

Fir n = 2 ist z.B. [a,b] das Rechteck, dessen linke untere Ecke die
Koordinaten (ai,az) hat, und dessen rechte obere Ecke die Koordi-
naten (b, bs) hat. Das Mengensystem {[a,b] : a,b € R"} aller dieser
Intervalle erzeugt eine o-Algebra B. Diese heifit wieder o-Algebra der
BORELMENGEN von R”. Zu ihr gehoren z.B. alle offenen und alle ab-
geschlossenen Mengen (vgl. Abschnitt VIIL.2.1 (S. 283)).

XII.1.3. Wahrscheinlichkeitsmafle. Sei nun 2 eine beliebige
Menge und A irgendeine o-Algebra iiber §2. Eine Abbildung P : A —
0, 1] heifit ein WAHRSCHEINLICHKEITSMASS auf €, wenn folgende drei
Bedingungen erfiillt sind:

P() =1
P(A)>0 firalleAec A

Ay, As, ... € A paarweise disjunkt = P(U A) = ZP(Ai)
i=1

=1

Ein WAHRSCHEINLICHKEITSRAUM ist ein Tripel (£2, A, P) mit einer
Menge €2, einer o-Algebra A und einem Wahrscheinlichkeitsmafl P. Die
Elemente von A heiflen EREIGNISSE.

Im vorigen Kapitel konnten wir auf die Angabe der o-Algebra A
verzichten, weil diese ,,per ordre de mufti“ stets die Potenzmenge P(€2)
war.

Eine wichtige Konsequenz aus den obigen Eigenschaften eines Wahr-
scheinlichkeitsmafes ist:

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

e Ist By C By C ... eine wachsende Folge von Ereig-
nissen und B deren Vereinigung, so ist

P(B) = lim P(B).
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e Ist (4, D (5 D ... eine fallende Folge von Ereignis-
sen und C' deren Durchschnitt, so ist

P(C) = lim P(C)).

XII.1.4. Wahrscheinlichkeitsmafle mit Dichten. Wir betrach-
ten nun den Fall @ = R und A = B die Menge der Borelmengen auf
R. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf R. Dann existiert fiir jedes
x € R die Zahl

F(z) = P((—o0, z]).

Die Funktion F': R — [0, 1] ist monoton wachsend mit

lim F(z) =0,
lim F(z) = L.
Jm F(z)

AuBerdem existiert fiir jedes x € R der rechtsseitige Grenzwert F'(z+0)
(vgl. Abschnitt II1.3.4 (S. 125)) und stimmt mit F(z) {iberein. Die
Funktion F' heifit die zu P gehérende VERTEILUNGSFUNKTION.

Ist umgekehrt ' : R — [0, 1] eine Funktion mit obigen Eigenschaf-
ten, so wird durch

P([a,b]) = F(b) — F(a)

ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf R definiert. Die gegebene Funktion F
ist dann die zugehorige Verteilungsfunktion. In diesem Sinne besteht
eine eindeutige Beziehung zwischen Wahrscheinlichkeitsmafien auf R
und Verteilungsfunktionen.

Eine Funktion f: R — [0, 00) mit

|t

hei3t DICHTE. Sie definiert durch

- / OO F(t)dt

eine Verteilungsfunktion und damit ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf
R. Die Funktion f heifit dann die zu P gehorende Dichte.

Nicht jedes Wahrscheinlichkeitsmafl auf R besitzt eine Dichte. Aber
Wahrscheinlichkeitsmafie mit Dichte sind fiir die Anwendungen beson-
ders wichtig.

XII.1.5. Gleichverteilung auf einem Intervall. Seien a,b € R
mit a < b. Die Funktion f: R — [0, 00) mit

f) = {ﬁ falls = € [a, b]

0 sonst
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ist eine Dichte. Sie heifit Dichte der GLEICHVERTEILUNG. Das zugehori-
ge Wahrscheinlichkeitsmafl ordnet jedem Intervall I seinen relativen
Anteil an [a, b] zu.

XII.1.6. Exponentialverteilung. Fiir jedes A > 0 wird durch

Ae ™™ fallsx >0
falz) = { -

0 sonst

eine Dichte definiert. Sie heifit Dichte der EXPONENTIALVERTEILUNG.

XII.1.7. Normalverteilung. Die Funktion

Pro(z) = ——exp (_ (@ - p)? )

oV 2 202

heifit Dichte der NORMALVERTEILUNG mit Mittelwert p und Varianz
o?. Tst
1 x?

ple) = = exp(=7)

die Funktion aus Abschnitt XI.5.1 (S. 440), so ist

).

1 xz—p
Pu,o? (x) - ;gp(

o
Mit

v 1 t2
O(x) = / me_Tdt

und der Substitutionsregel (vgl. Abschnitt V.2.3 (S. 178)) folgt da-
her

XII.1.8. Produktdichten. Werden n Teilexperimente durch
Dichten fi,..., f, beschrieben, verwendet man

flxy, ..o xy) = filzy) - oo fulzy)

als Dichte fiir die Verteilung auf R", die die unabhéngige Hintereinan-
derausfithrung der Teilexperimente beschreibt.
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XII.2. Zufallsvariable und ihre Momente

XII.2.1. Messbare Funktionen. Seien 2 und € zwei beliebige
Mengen und A und A’ zwei beliebige o-Algebren auf Q2 bzw. . Eine
Abbildung f : Q — Q' heifit MESSBAR, wenn fiir jede Menge A" € A’
das Urbild

FUAY = {z € Q: flz) € A
unter f in A enthalten ist.

Man beachte, dass der Begriff der Messbarkeit von den o-Algebren
A und A’ abhéngt.

BEISPIEL XII.2.1. Sei ) eine endliche Menge und A = P(Q2). Dann
ist fiir jede Menge €)' und jede o-Algebra A’ auf ' jede Abbildung
f Q2 — Q messbar. Aus diesem Grunde haben wir den Begriff der
Messbarkeit in Kapitel XI nicht benotigt.

BEISPIEL XII.2.2. Sei = R™, € = R™ und A und A’ die o-
Algebren der Borelmengen. Dann ist jede stetige Abbildung f : Q — €

messbar. Ist speziell m = 1, so ist jede stiickweise stetige Funktion (vgl.
Abschnitt V.1.1 (S. 169)) messbar.

Sind f:Q — Q und g : Q' — Q" messbar, dann ist auch die
Komposition go f : @ — Q" messbar. Sind fi, fo : @ — R messbar und

aq,an € R, so sind auch oy fi+as fa, fi+ fo, min{ f1, fo} und max{f, fo}
messbar.

XII.2.2. Zufallsvariable. Secien (2, A, P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum, 2’ eine beliebige Menge und A’ eine o-Algebra auf €. Eine
messbare Funktion X : Q — Q' heifit ({)'-wertige) ZUFALLSVARIABLE.
Jede Zufallsvariable X : Q — Q' definiert durch

Py(A)) = P(X € A)

fiir A’ € A" ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf €. Ist speziell ' = R, so
lasst sich dieses Wahrscheinlichkeitsmafl durch seine Verteilungsfunk-
tion (vgl. Abschnitt XII.1.4 (S. 455))

Fx(z) = Px((=00,2]) = P(X <)

beschreiben. Fx heifit die VERTEILUNGSFUNKTION der reellwertigen
Zufallsvariablen X. Besitzt F'x eine Dichte f, so heifit diese die DICHTE
der Zufallsvariablen.

Seien nun X : {2 — R eine reellwertige Zufallsvariable und ¢ : R —
R eine streng monoton wachsende, differenzierbare Funktion. Dann ist
Y = ¢po X auch eine reellwertige Zufallsvariable. X habe die Dichte f.
Dann folgt aus der Substitutionsregel (vgl. Abschnitt V.2.3 (S. 178))
fiir jedes y € R

Fy(y) = P(po X <y)
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= P(X < ¢ '(y)) wegen der Monotonie

e Hy) . B 1
=) @ o= 0 de = et
) 1 1
") (v “”ww*a»“

Also hat ¢ o X die Dichte

@%:{@”@D'

A7)
Mit den gleichen Argumenten folgt, dass fiir eine streng monoton fal-
lende, differenzierbare Funktion ¢ : R — R die Zufallsvariable ¢ o X

die Dichte
W~ ()

W) = ()]

hat. Speziell folgt:
e Hat X die Dichte f, so hat X + a die Dichte

9(y) = f(y —a).
e Ist ¢ # 0, hat ¢X die Dichte
Ly
9(y) H (Z)

XII.2.3. Unabhéingigkeit. Seien €);, i € I, beliebige Mengen und
A; o-Algebren auf den €;, sowie (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und X; : Q — (; Zufallsvariable. Dann heiflen die X; UNABHANGIG,
wenn fiir alle A; € A; die Ereignisse {X; € A;} unabhéngig sind.

Diese Definition ist eine direkte Verallgemeinerung derjenigen aus
Abschnitt XI.3.3 (S. 426). Fiir die praktische Rechnung ist sie aber
wenig geeignet. Fiir den Spezialfall reellwertiger Zufallsvariabler mit
Dichten hilft folgendes Ergebnis:

Die reellwertigen Zufallsvariablen X7,..., X, mit Dichten
fi, ..., fn sind genau dann unabhéngig, wenn X = (X, ...,
X,,) die Produktdichte

flxy, ..o xy) = filzy) - oo fulzy)
besitzt.

Seien X; und X5 zwei reellwertige Zufallsvariable mit Dichten f;
und f,. Dann folgt aus Obigem, dass X; + X, die Dichte

f1*f2 / flU—Ufz )

besitzt. Der Ausdruck f; * fo heift FALTUNG der Dichten f; und fs.
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BeispieL XII.2.3. Betrachte zwei unabhéingige, reellwertige Zufalls-
variable X} und Xy, die N (p;, 02)-verteilt sind, i = 1, 2. Wir behaupten,
dass ihre Summe X; + X, dann N (p, 0?)- Vertellt ist mit

M= 1+ flo
und

2 _ 2 2
o° = 0] + 0.

Wir miissen also fiir alle © € R die Gleichung
(( —ur—mV)
\/27n/01+02 2(0f +03)

1 oy _ 2
= / exp —(u v—pm) exp | — —(v /;2) dv
210109 J_ o 2072 205

beweisen. Diese ist dquivalent zu

| m/ exp( {(u—v—u1)2+(v—ﬂz)2

V21 0109 U% 0%
2
u_ J—
Sl i
o1 + 05

=1

Wir betrachten den Term in eckigen Klammern und erhalten mit der
Abkiirzung

T = U= — e
Y=0— 2
die Beziehung
(u—v—p)*  (U—=p)® (u—p— p)?

+ —
2 2 2
o lop o]+ o3
2 2 2
-y v oz
o} o5 oi+o3
2 2y 2 o 22
o2 o2 o} o2 o402
Ug 2 1 ‘7% + ‘73 2
=3 517 — 520y + ——
o] + o
1 5 1 103

——s \ 2
\Voi+ o3 0102

Daher liefert die Variablentransformation

o9 ol + 03
t=———=(u—p—p2) — ——(
0102

> v — )
o]+ o3
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g Voitos

N 0102
fir alle a < b und alle u € R

1 \/W/ eXp( {U—U—M1)2+(U—M2)2

01029 0'% 05

C(u=m —M2)2D o

0% + 0%

\/02-&-02
\/TO'Q (u—p1—p2) o109 (b—p2)
w/o%-ﬁ»a%(

7192

1
exp(—§t2)dt
a—pi2)

S

2 (U p1—p2)—
+02

exp( ——t2)dt

)
=1.
Dies beweist die Behauptung.
XII1.2.4. Erwartungswert. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum und X : 2 — R eine reellwertige Zufallsvariable.

Falls X nur endlich viele Werte x4, ..., z, annimmt, konnen wir X
wie in Abschnitt XI.3.4 (S. 426) einen Erwartungswert durch

i=1

zuordnen.

Wir wollen diese Einschrinkung gerne fallen lassen. Dazu nehmen
wir zundchst an, dass X beschrankt ist, d.h. es gibt ein R > 0 mit
| X (w)| < R fiir alle w € Q. Fiir k € Z und n € N* definieren wir dann

k k+1
Akvn:{wEQ:—SX(w)< i },

1 fallsw € Ay,
XAk,n (CU) =

3

n

0 sonst,
k
keZ

Da X beschrénkt ist, nimmt X,, nur endlich viele Werte an und es ist

E(X,)=>_ %P(Ak,n).

kEZ
Man kann zeigen, dass die Folge (E(X,,))nen konvergiert. Den Grenz-
wert nennen wir Erwartungswert von X und bezeichnen ihn mit

B(X) = lim B(X,).
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Falls X die stiickweise stetige Dichte f besitzt, erhalten wir fiir jedes
n

Man kann zeigen, dass dieser Ausdruck fiir n — oo gegen

/_Z xf(x)dx

konvergiert. Daher erhalten wir in diesem Fall

B(X) = /: o f (@)dz

Wenn X nicht beschriankt ist, benutzen wir diese Identitit als Defini-
tion des Erwartungswertes:

Die reellwertige Zufallsvariable X auf €2 besitze die stiick-
weise stetige Dichte f. Dann ist der ERWARTUNGSWERT
von X definiert durch

B(X) = /_Z o f (@)dz

sofern das uneigentliche Integral existiert.

BEISPIEL XI1.2.4. X sei N(u,0?)-verteilt. Fiir a < 0 < b folgt

b

1 (@—w)? — 1

/m e 2t da ‘tzx 'u,dt:—d:c
a 2T o

a——00
b—oo

Also hat X den Erwartungswert pu.
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BeispiEL XII.2.5. X sei exponentiell verteilt mit Parameter A. Fiir

a > 0 gilt
/ z AN dr = —ge | 4+ / e Mdx
0 S—\— =0 0

:7ie—)\m
dz
1 1
— —Xa _ ~ _—Xa -
ae e + \
1
—
a—00 )\
Da X (z) = 0 ist fiir x < 0, folgt
1
EF(X)=—.
(X) = 5

Offensichtlich gilt fiir den Erwartungswert

E(aX +bY) =aFE(X)+bE(Y),

wobei X, Y reellwertige Zufallsvariablen und a, b reelle Zahlen sind.

XII.2.5. Varianz. Sei X eine reellwertige Zufallsvariable auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) mit einem endlichem Erwartungs-
wert F(X). Die VARIANZ von X ist definiert durch

Var(X) = E((X — E(X))*),

sofern dieser Erwartungswert existiert. Die STANDARDABWEICHUNG

ist dann definiert durch
o = y/Var(X).
Wie in Abschnitt X1.3.5 (S. 428) gilt

Var(X) = B(X?) — B(X)2.

Hat daher X die stiickweise stetige Dichte f, ergibt sich

Var(X) = /OO 22 f(2)dx — V: a:f(a:)dxr.

—00

BEISPIEL XI1.2.6. Sei X N(u,0?)-verteilt. Fiir a < 0 < b erhalten
wir wie in Beispiel XI1.2.4 (S. 461)

b
1 (z—p)? — 1
/x2 e 2t d ‘t:x 'u,dt:—dx
a oV 2T o o
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7 1 1,2
= (ot + p)? e 2V dt
a—p Vo

by
g 4 1,2
= t?e 28t
V2 Ja—w
20u / 1
te dt
\/27r

e’%tht

N =

2
_l’_
\ 2T

2 f_ben 2 bou
g 1,2 o ag o 1

- t(—e 3t + / e~ dt
/271' ( ) t:a;H A /27'(- a;l»t

201 B

e 2’ dt

I
+
V2T
-
b—o0

Da E(X) = p ist, folgt
Var(X) = o2

463

BeispieL XII1.2.7. X sei exponentiell verteilt mit Parameter \. Fiir

a > 0 erhalten wir
/ 2* e Mdr = 2% (—e )
0

2
— _a2€—/\a + —.27(—6_/\x)

r=a

+2/ re Mdx
x=0 0

2
Zae — St 4

22 A2

A
2 2
2 —Xa __ —Aa
a-e \

2
=
a—o0o \2
Wegen E(X) = + ergibt sich
1

Var(X) = ’Vk

r=a 2 a A
— - Id
- + )\/0 e x

Tabelle XII.2.1 fasst die Ergebnisse der vorigen Beispiele zusam-

men.
Wie in Abschnitt XI1.3.5 (S. 428) gilt die Rechenregel

Var(aX + b) = a® Var(X),
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TABELLE XII.2.1. Erwartungswert und Varianz der
Normal- und Exponentialverteilung

Verteilung | Erwartungswert | Varianz

N(u,0?) 1 o’

L

Exponential A 32

>

wobei X eine reellwertige Zufallsvariable und a, b reelle Zahlen sind.
Ebenso gilt

Xi,...,X, unabhéngig
= Var(X; + ...+ X,,) = Var(X;) + ... + Var(X,,).

XII.3. Schatzverfahren

XII.3.1. Maximum-Likelihood Schitzung. Es werde eine Zu-
fallsvariable X mit Werten in R™ beobachtet. Die Verteilung von X
hénge von einem unbekannten Parameter ¢ € © ab. Wir nennen sie
Py. Py habe fiir jedes ¢ € O eine Dichte f(-;¢). Dann ist fiir jedes
x € R" Py(z) = 0. Wir konnen also nicht, wie im diskreten Fall, aus
der Betrachtung von Py(x) Schétzer ableiten. Statt dessen definieren
wir nun die Likelihood-Funktion durch die Dichte

Ly(9) = f(x:9).
Wie in Abschnitt XI1.4.3 (S. 435) setzen wir
L.(9) = InL,(9).

BeispiEL XII.3.1. Die Zufallsvariablen X7,..., X, seien unabhén-
gig und jeweils N (u,o?)-verteilt. Dann ist ¥ = (u, o). Die Dichte von

Xi ist
filz;9) = L exp (—u) )

o\ 2T 202

Daher hat X = (Xj,...,X,) an der Stelle = (xy,...,2,) die Pro-
duktdichte

n

fla9) =[] fila;9)

=1

_ (U 12W)nexp <_% zn;(x - u)?) .
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Der Maximum-Likelihood Schétzer 9§ = 1/9\(x) ist wieder der Parame-
terwert, der L,(9) bzw. £,(9) maximiert. Aus obiger Darstellung der
Dichte erhalten wir

n

Lo(0) = —nn(o/27) — % S (s — p)?

i=1

und somit

2
g =1
nu 1 «
=57 T g7 2.
i=1
0 no 1 <
9 Ea:(ﬁ):_; ; (xz_ﬂ)2

Wir miissen nun drei Félle unterscheiden:
1. p IST UNBEKANNT, ABER ¢? = 0§ IST BEKANNT: Dann ist © =
{(pt,00) : p € R}, und wir miissen eine Nullstelle ;2 von gﬁx(p, 00)

finden. Aus der Formel fiir %EI folgt sofort

Indem wir die zweite Ableitung bilden, sehen wir, dass 1 wirklich ein
Maximum ist.

2. = po IST BEKANNT, ABER 02 IST UNBEKANNT: Jetzt ist © =
{(t0,0) : o > 0}, und wir miissen eine Nullstelle & von &L, (0, 0)
finden. Aus der Formel fiir %Ew ergibt sich

1 n
~2 o 2
0" = ;1 (; — o)~

Wieder folgt durch Bilden der zweiten Ableitung, dass o2 tatsichlich
ein Maximum ist.
3. it UND ¢? SIND BEIDE UNBEKANNT: Die Gleichungen

9] 1 -
a—uﬁx(,u, o) = = [nu — ;xll

a _ 1 2 . 2
55 Lol 0) = — [—mf + ;(m — 1) ]
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=0

fiir einen kritischen Punkt liefern die Losungen

1S

i =

52 =

S|

Durch Bilden der Hesse-Matrix sehen wir, dass diese Werte wirklich
das Maximum liefern.

Der Schitzer i und der Schitzer 2 bei bekanntem Erwartungswert
o sind erwartungstreu. Der Schitzer 52 im Fall 3 dagegen ist nicht
erwartungstreu. Analog zu Abschnitt XI.4.4 (S. 436) liefert in diesem
Fall

1
2 2
s-n_lg(acl T)

=1

einen erwartungstreuen Schétzer fiir die Varianz.

XII.3.2. Die Methode der kleinsten Quadrate. Oft stellt sich
das Problem, eine Gerade, eine Parabel oder eine andere ,einfache
Funktion einer gegebenen Menge von Messwerten anzupassen. Zum
Beispiel kann eine Grofle y in Abhéngigkeit von einer Grofie  gemessen
worden sein und es liegen nun n Messergebnisse (z1,v1), ..., (Tn, Yn)
vor. Wenn die Messergebnisse relativ gut auf einer Geraden liegen,
konnen wir einen linearen Zusammenhang der beobachteten Grofien
vermuten, der durch Messfehler z; gestort ist. Dann wire

yz:a+ﬁ$z+zz 7i:17"'7n7

mit zu bestimmenden Parametern o und (.

Allgemeiner nehmen wir an, dass ¥4, ..., 19, unbekannte Parameter
sind und dass fiir bekannte Funktionen ¢; der gemessene Wert bei der
i-ten Messung von der Form ist

yi = @iV, ..., 0) + 2

mit einem Messfehler z;. Im Beispiel der Geraden ist

p=2,
191204,
192257

©i(01,72) = 01 + Vau;.
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Die METHODE DER KLEINSTEN (QUADRATE besteht darin, die Pa-
rameter ¥y, ...,9, so zu bestimmen, dass die Grole

Q= Z — i(91, ..., 0,))

minimal wird.

Dieser Ansatz kann ad hoc ohne Statistik formuliert werden und
wird héufig auch so angewandt. Wir wollen nun zeigen, dass dieser An-
satz statistisch fundiert ist. Dazu nehmen wir an, dass die Messfehler
2z; Realisierungen von unabhiingigen N (0, 0?)-verteilten Zufallsvaria-
blen Zy,...,Z, sind. Dann sind die y; Realisierungen von unabhéngi-
gen Zufallsvariablen Y7, ..., Y, die N(p;(¥1,...,9,),0?)-verteilt sind.
Daher hat Y = (Y3, ...,Y,,) die Dichte

(U 127T>nexp <—% i[yi - goi(ﬁl,.._,ﬁp)V) '

=1

Diese Dichte ist genau dann maximal, wenn obige Groflie () minimal
ist. Die Methode der kleinsten Quadrate ist also gerade der Maximum-
Likelihood Schétzer fiir die Parameter ¢4, ..., 7,.

BEispIEL XI1.3.2 (REGRESSIONSGERADE). Wir wollen eine Gerade
y = a + Pz mit der Methode der kleinsten Quadrate an Messdaten
(x1,%1), - -+, (Tn,yn) anpassen. Dann ist

Q=Qa, ) =Y (yi — Br; — ).

=1

Die Gleichungen fiir einen kritischen Punkt @, B lauten

O:a :—22 ﬁl’z—a
0= % :—22 ﬁxz—ax.

Zur Abkiirzung setzen wir

3

8
I
S|
I
I
3
<
I
S|
-
I
&

z
&
I
S
(7=
G
&
!
S
(7=

@
Il
—_
-
Il
—_
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Nach Multiplikation mit —% nehmen dann obige Bestimmungsglei-
chungen die Form an

Dies liefert die Losung

Die Gerade y = @ + (B2 heift REGRESSIONSGERADE.
Mit den Abkiirzungen

erhilt man wegen

n o __ n o __
Spy = Ty — T
A L
no__ n o __
Spe = T — T
on—1 n—1
die alternative Darstellung
5= 2w
SII

XII.3.3. Median. Wenn in einem schweizer Bergdorf fiinfzig Ein-
heimische und fiinf zugezogene Millionére leben, ist es fiir die Einheimi-
schen wenig befriedigend, wenn man ihnen erklart, das durchschnittli-
che Einkommen in diesem Dorf sei hoch. Dieses Beispiel zeigt, dass der
Erwartungswert manchmal kein guter Mafistab fiir das ,,Zentrum* einer
Verteilung ist. Einige wenige ,, Ausreifler” konnen ihn stark verfilschen.
Man betrachtet daher auch andere Maflzahlen. Die bekannteste davon
ist der Median.

Ist Z eine reellwertige Zufallsvariable, so heifit jede Zahl p,, mit

1
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und

P(Z < pim) >

DN | —

ein MEDIAN von Z.

Man beachte, dass der Median pu,, nicht notwendig eindeutig be-
stimmt ist. Eine Mehrdeutigkeit tritt genau dann auf, wenn es ein In-
tervall [a,b] gibt mit @ < bund P(Z > b) = 1 und P(Z < a) = 1.
Dann ist jede Zahl in dem Intervall [a, b] ein Median. Gibt es dagegen
eine Zahl c mit P(Z > c+1t) = P(Z < c—t) fir alle t > 0, so ist ¢ der
eindeutige Median von Z. In diesem Fall heifit Z symmetrisch, und es
ist c = E(Z).

Fiir n Messwerte x4, ..., x, kénnen wir den EMPIRISCHEN MEDIAN
I, wie folgt ermitteln:

Bezeichne mit x() < w0y < ... < 2y, die der Grofle nach umgeordne-
ten x;. Dann ist

R {x nly falls n ungerade,
sz

2
[x(ny + 22 yp] falls n gerade.

BeispieL XII.3.3. Fiir 1 = 3.1, x5 = 4.5, x3 =4.5, x4y = 2.8, 15 =
2.6, g = 9.8 erhalten wir z(;) = 2.6, x(2) = 2.8, x3) = 3.1, x4y = 4.5,
T(5) = 4.5, T(6) = 9.8 und ﬁm = %[1’(3) + ZE(4)] = %[31 + 45] = 3.8. Der
Mittelwert ist T = 4.55.

XII.4. Tests

XII.4.1. Vorbemerkungen. Wir beobachten eine, im allgemei-
nen vektorwertige, Zufallsvariable X, deren Verteilung einer Familie
{Py : ¥ € O} angehort. O ist die disjunkte Vereinigung der Mengen H
und K, der Hypothese und der Alternative. Aufgrund des beobachte-
ten Wertes x von X soll entschieden werden, ob der Parameter ¢} der
zu X gehorenden Verteilung in der Menge H liegt oder nicht.

Hierzu bilden wir den LIKELIHOOD-QUOTIENTEN

o(z) = sup{L,(¥) : 0 € K}
sup{L,(9):0 € H}

Offensichtlich ist 0 < ¢(x) fiir alle z. ¢(z) ~ 0 spricht fiir die Hypothese,
q(x) > 0 spricht fiir die Alternative.

Ein TEST ist nun eine messbare Abbildung ¢ des Wertebereiches X
von X in [0, 1]. Wird = beobachtet, besagt ¢(x) = 1, dass die Hypothese
verworfen werden soll, und ¢(z) = 0, dass sie angenommen werden
soll. Im Fall 0 < ¢(x) < 1 soll ein zusétzliches Zufallsexperiment mit
Wabhrscheinlichkeit ¢(z) zur Verwerfung fithren.
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Ein Test ¢ heiit LIKELIHOOD-QUOTIENTEN TEST, wenn es ein
¢ > 0 gibt mit den Eigenschaften

e ¢(x) >c = p(x) =1 und
o g(z) <c= ¢(z)=0.
XII.4.2. Der t-Test. Wir beobachten Zufallsvariable X1, ..., X,

die unabhiingig und N (u, 0?)-verteilt seien mit unbekanntem (u,o?).
Fiir ein gegebenes g sei zu testen, ob u = g ist oder nicht. Dann ist

0 = (p,0)

©={(n,0) : peR,o>0}
H = {(po,0) : 0 > 0}

K ={(p,0): p# po,0 > 0}.

Die Dichte f(x;9) von X = (X7,...,X,) ist geméB Abschnitt XII.3.1
(S. 464)

" 1 < )
Fa9) = (a %) exp (—@;m—m )
Aus Stetigkeitsgriinden ist

sup{f(z;9) : 9 € K} =sup{f(z;9) : ¥ € ©}.

Damit ergibt sich aus Abschnitt XII.3.1 (S. 464), dass das Supremum
an der Stelle

L=z
1 n
- - Zi,
=1
o I _
QZE' (JZZ‘—ZE)Q

angenommen wird. Ebenso folgt, dass das Supremum sup{ f(z;?) : ¥ €
H} an der Stelle

o, 1
5= =3 (- o)
=1

n -

angenommen wird. Daher ist der Likelihood-Quotient

f(x;p,0
o L25)
f(xnu()vo-)
a\" 1 « e 1 o )
= (5) eXP<—@ ZZI(% —R) To5 ;(xz — o) )
- T2 - 2

-Gy
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Ist ¢ irgendein Likelihood-Quotienten Test, gibt es daher ein ¢ > 0 mit

ot {(2) )
w0 wi {(2) <),

ist dies dquivalent zu

Mit

Es ist

U_ =1

CE
> (@i =7’
i=1

Wir definieren daher
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Dann folgt

82

1 2
Also gibt es fiir jeden Likelihood-Quotienten Test ¢ ein ¢t > 0 mit

(2) = 1 falls |T(z)| > t,
P TN0 0 falls |T()] < ¢

Unser Testproblem ist damit auf die Bestimmung der Verteilung von
T'(x) zuriickgefithrt. Diese Verteilung heifit t-VERTEILUNG mit n — 1
Freiheitsgraden oder kurz t,,_1-VERTEILUNG. Die zugehorige Dichte ist
gegeben durch

)= T (2
n—1\T) = e
FEDT)VA=T\ 01
Dabei ist I" die Eulersche Gammafunktion aus Abschnitt V.4.3 (S. 196).
Fiir n — oo konvergiert h,_;(z) gegen die Dichte ﬁexp(—%) der

Standard-Normalverteilung.
Damit lautet der t-TEST ZUM NIVEAU a AUF DIE HYPOTHESE
EINER N (uo, 0?)-VERTEILTEN STICHPROBE:

Berechne die Grofien

o
=1

@) = | ——3 (@ 7

s(x) = T, — T
n—1

i=1

VAT — o)
s(x)

Bestimme aus einer Tabelle der ¢,,_;-Verteilung das (1—§)-
QUANTIL t,—1,1-¢ aus der Bedingung

tn—l,l—a
/ ’ hp—1(x)dx =1 — %.

Falls |T'(z)| < t,-11-9 ist, wird die Hypothese angenom-
men, sonst wird sie verworfen.

T(x) =

BeispiEL XII1.4.1. An 15 Glasfaserplatten einer bestimmten Stérke
wird die Warmeleitfahigkeit gemessen. Es ergibt sich der Mittelwert
7 = 17.1 und der Wert s? = 0.36. Zu testen ist die Hypothese u = 17
zu dem Niveau a = 0.1. Aus einer Tabelle der t14-Verteilung lesen wir
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das 0.95-Quantil ¢14995 = 1.76 ab. Aus den gegebenen Daten ergibt
sich
Vv14(17.1 — 1
T(z) = (17 ) ~ 0.624.
v 0.36

Also kann die Hypothese akzeptiert werden.

X1II.4.3. Der y*-Test. Wir betrachten folgendes Testproblem: Es
werden n unabhéngige, gleichartige Teilexperimente ausgefiihrt. Jedes
hat r > 2 mogliche Ausginge, und der i-te Ausgang hat die Wahr-
scheinlichkeit p;. Der Parameter ¥ = (py,...,p,) ist unbekannt. Fiir
einen gegebenen Wahrscheinlichkeitsvektor m = (7, ..., 7m,) ist zu tes-
ten, ob ¢ = 7 ist.

Die Wahrscheinlichkeit, die Haufigkeiten x1, ..., z, zu beobachten,
ist nach der Multinomialverteilung

n T T
Py(x) = <$1 . )pll---wpr :

Der Vektor = (x1,...,z,) muss dabei natiirlich der Bedingung x; +
...+ x, = n geniigen. Die Likelihood-Funktion ist L,() = Py(x). Bei
der Ermittlung des Maximums muss die Nebenbedingung p;+. . .4+p, =
1 beriicksichtigt werden. Dies fithrt auf das Gleichungssystem
0 0 0

—InL,(¥)=—1ImL,(¥)=...= In L, (1).

Ip1 (¥) Op2 (®) Ip, (9)
Als Losung ergibt sich der Schitzer p;(z) = 7. Damit folgt fiir den
Likelihood-Quotienten

1
_ P@(l‘) ]/7\1 ﬁr 2 1 4 (.TZ — mrz-)?
q(z) = Pa) <7T1 SRR exp (5, oy, :

=1

Gilt die Hypothese 1 = 7, so ist nach dem Gesetz der groflen Zahlen
pi(z) = 2 mit Wahrschemhchkelt nahe 1 gleich 7;. Daher ist in diesem
Fall

o(x) ~ exp(5 V().

Man kann zeigen, dass V?(z) durch die sog. x*-VERTEILUNG mit 7 — 1
Parametern, kurz x2 ,-VERTEILUNG approximiert wird. Diese hat die
Dichte



474 XII. STOCHASTIK II

1 r—1 T
—————a 2 ‘ez fallsx >0,

gro1(z) = ¢ 22 D(5)
0 sonst.

Damit lautet der x?-TEST zUM NIVEAU o

Berechne die Gréfie
" (z; — nm;)?
V3(z) = —_—.
0=yt
Bestimme aus einer Tabelle der x?_,-Verteilung das (1—a)-
QUANTIL x;_;,_, aus der Bedingung

X$71,17a
/ gr—1(x)dr =1 — .
0

Falls V*(x) < x2_,,_, ist, wird die Hypothese angenom-
men, sonst wird sie verworfen.

BEISPIEL XII.4.2. Man vermutet, dass die Bliitenfarben rot, rosa
und weif} einer Rosenart mit den Wahrscheinlichkeiten }l, % und % ver-
erbt werden. Unter einer Auswahl von 320 Nachkommen beobachtet
man 102 rote, 156 rosa und 62 weifle Bliiten. Die Hypothese soll mit
dem y2-Test zum Niveau o = 0.1 getestet werden. Es ist

111
=yd

und
o~ 102 156 62
(D1, D2, P3) = (ﬁ; 320’ %)
Wir erhalten den Wert

102 — 80)? 156 — 160)? 62 — 80)2
(10280 ( 2, (6280

2 _
Vi) = —%; 160 80

~ 10.2.

Aus einer Tabelle der y2-Verteilung mit 2 Parametern erhalten wir das
0.9-Quantil

o = 461
Daher muss die Hypothese verworfen werden.
BeispiEL XII.4.3. Es wird behauptet, dass auf einer Pferderenn-

bahn die Startposition einen Einfluss auf die Gewinnwahrscheinlichkeit
hat. In 144 Rennen hatten die Sieger die Startposition 1, 2, ..., 8 mit
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den Héaufigkeiten 29, 19, 18, 25, 17, 10, 15, 11. Wir wollen die Hypo-
these, dass alle Startpositionen die gleiche Gewinnwahrscheinlichkeit
haben, zu dem Niveau a = 0.05 testen. Aus einer Tabelle der y2-
Verteilung mit 7 Freiheitsgraden lesen wir das 0.95-Quantil

X$,0.95 =20.28

ab. Da nm; = 16 ist fiir alle 4, erhalten wir mit den beobachteten Werten

1

T (29 — 16)* + (19 — 16)* + (18 — 16)* + (25 — 16)*

+ (17 = 16)* + (10 — 16)* + (15 — 16)* + (11 — 16)*}
~ 20.375.

Also wird die Hypothese verworfen.

Vi(x) =

Die y2-Verteilung wird auch fiir das Testen der Varianz einer Nor-
malverteilung genutzt. Der x2-TEST ZzUM NIVEAU a AUF DIE HYPO-
THESE EINER N (p,02)-VERTEILTEN STICHPROBE lautet:

Berechne die Grofien

1 n
s(z)? = e (z; — 7)*
o = 0 (17();(:,;)

Bestimme aus einer Tabelle der Xn_l—Verteilung die (1— %)-
und §- QUANTILE XZ_M_% und Xi_Lg aus den Bedingun-

gen
Xifl,lf% o
/ gn_1(x)der =1— —,
. 2
X2 1o
/ e Gn—1(z)dx = %.
Falls

2 2
Xn—-1,2 <T(r) < Xn—1,1-2
ist, wird die Hypothese angenommen, sonst wird sie verwor-
fen.

BEMERKUNG XII.4.4. Bei dem oben dargestellten Test wird auf
0? = o2 getestet. Falls auf 0% < o getestet werden soll, lautet das
Testkriterium

T(r) < X?L—l,l—a'
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Falls auf 02 > o2 getestet werden soll, lautet das Testkriterium
T(l’) 2 X?Z’L—l,Oé'

BEeispieL XI1.4.5. Nach Angaben des Herstellers eines bestimmten
PKW-Typs ist der Benzinverbrauch im Stadtvekehr anndhernd normal-
verteilt mit Erwartungswert 9.5 1/100km und Streuung 2.5 1/100km.
Zur Uberpriifung dieser Angaben testet eine Verbraucherorganisation
25 PKWs und misst einen Durchschnittverbrauch von 9.9 1/100km mit
einer Streuung von 3.5 1/100km. Das Niveau des Tests soll a = 0.05
sein.

Fiir den Erwartungswert ergeben diese Daten

V/25(9.9 — 9.5)
3.5

T(x) =
~ 0.571
t24,0.975 = 2.064.

Daher ist die Aussage iiber den erwarteten Durchschnittsverbrauch zu
akzeptieren.
Fiir die Varianz liefern diese Daten

24 - 3.5%
Tw =55

~ 47.04
X§4,0.025 =12.40
X§4,0.975 = 39.36.

Wegen T'(z) > X§4’0.975 ist die Aussage iiber die Streuung der Ver-
brauchswerte zu verwerfen.



KAPITEL XIII

Fourier- Analysis

XIII.1. Trigonometrische Polynome und Reihen

XIII.1.1. Periodische Funktionen. Eine Funktion f : R — R
oder f : R — C heifit PERIODISCH MIT PERIODE T oder kurz T-
PERIODISCH, wenn 7" > 0 ist und f(t +7T) = f(t) gilt fiir alle ¢t € R.
Statt 2m-periodisch sagen wir haufig auch kurz PERIODISCH.

BeispieL XIII.1.1. Eine konstante Funktion ist T-periodisch fiir
jedes T' > 0. Die Funktionen sint, cost, e*, o cos(nt) + sin(nt) sind
alle 2m-periodisch.

Es gelten folgende Rechenregel fiir T-periodische Funktionen:
e Mit 7" ist auch nT fiir jedes n € N* eine Periode.
e Sind f, g T-periodisch und «, 8 € C, so ist auch af + By T-
periodisch.
e Ist f T-periodisch, so gilt

a+T T
/ f(t)dt = / f(t)dt fir jedes a € R.
a 0

Durch die Substitution z = Q%t = wt mit w = 2% wird eine T-

periodische Funktion f in eine 27-periodische Funktion transformiert.

Ist g eine gegebene Funktion auf dem Intervall [0, 7] kann man sie
auf drei Arten zu einer T-periodischen Funktion f auf R fortsetzen
(vgl. Abbildung XIII.1.1):

e DIREKTE FORTSETZUNG (7T-PERDIODISCH): Setze
f(t) =gt —nT), falls nT <t < (n+1)T,n € Z.
e GERADE FORTSETZUNG (27-PERIODISCH): Setze

= Ja) firo<t<T
f<t)_{g(—t) fir — T <t<0

und definiere f durch

f@)=f(t—2nT)falls (2n — 1T <t < (2n+ 1)T,
n € 2.

477
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e UNGERADE FORTSETZUNG (27-PERIODISCH): Setze

7 g(t) fir0<t<T
—g(—t) fir —T<t<0

und definiere f durch

~

f@)=f(t—2nT)falls (2n — 1T <t < (2n+ 1)T,
n € 4.

Ist g stetig, so ist im ersten Fall f genau dann stetig, wenn ¢g(0) = g(7)
ist. Im zweiten Fall ist f ohne weitere Zusatzbedingung an g stetig. Im
dritten Fall schlieBlich ist f genau dann stetig, wenn ¢(0) = ¢g(7') = 0

1st.
ABBILDUNG XIII.1.1. Periodische Fortsetzungen der
Funktion g(x) = x auf [0, 1]

XIII.1.2. Trigonometrische Polynome. FEine Funktion der
Form

N
f(t) _ Z ckeikwt
k=—N

mit w # 0, c_n,...,cy € C und |c_y| + |ey| # 0 nennt man ein
TRIGONOMETRISCHES POLYNOM vom GRAD N. Es ist %T—periodisch.
Wegen

ekt = cos(kwt) + isin(kwt)

kann jedes trigonometrische Polynom vom Grad N in der Form

f(t) = % + Z[ak cos(kwt) + by sin(kwt)]

dargestellt werden. Fiir die Koeffizienten gelten die Umrechnungsfor-
meln

1 1 1
co = §a0, cp = Q(ak — iby), C_jp = E(ak + iby,)

ag = 2c¢y, ap = ¢ + Cc_p, b = i(ck, — c_g).
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BeispieL XIII.1.2. Die Funktion

k=—N
=142cosxz+...+2cos(Nx)

ist ein trigonometrisches Polynom vom Grad N. Aus der geometrischen

Summenformel ,
n qk;_{qq—_ll faHS(]?A]-

— n falls g =1

folgt die Darstellung

N
E eikt _

k=—N

sin((N+3)t)

sin(%t)

2N +1 falls t = 2nm,n € Z,
sonst.

Sei f ein trigonometrisches Polynom vom Grad N und 7" = %” seine
Periode. Dann gelten folgende Eigenschaften:

e f hat in [0,7) hochstens 2N Nullstellen.

o f(t)=0ftralleteR < c.y=...=cny=0.
o [ ist reellwertis <= ¢ = ¢ fir £ = 0,..., N (insb. ist
CQGR).

o Fir —-N < k< Nund 0 <n < N ist

— 1 /T f(t) —ikwtdt
Cr = T . € s
9 [T
a, = —/ f(t) cos(nwt)dt,
T Jo

b, = %/OT f(t) sin(nwt)dt.

Die vierte Eigenschaft folgt aus der Orthogonalitdtsbeziehung (vgl. Bei-
spiel V.2.6 (S. 179))

/T pikwt —itot gy _ T falls k=4,
0 |0 falls k # L.

XIII.1.3. Trigonometrische Reihen. Einen Ausdruck der Form
Z Ckeikwt
kez
nennt man eine TRIGONOMETRISCHE REIHE. Die N-te PARTIALSUM-
ME ist gegeben durch
N

Sn(t) = Z et

k=—N
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Falls die Folge (Sy(t))nen fiir jedes t € [0,T] konvergiert, wird durch
ihren Grenzwert eine T-periodische Funktion f definiert. Man sagt
dann, f werde durch die trigonometrische Reihe >, _, cpe*t darge-
stellt.

BEISPIEL XIII.1.3. Die Partialsummen der trigonometrischen Rei-
he >, ., €™ sind fiir kein t € R konvergent. Denn gemé#f Beispiel
XII1.1.2 erhalten wir fiir ;= € Z die Folge (2N + 1) yey und fiir ;= € Z

; 1
die Folge (M

(D) )nen. Beide Folgen sind aber nicht konvergent.
2

XIII.2. Fourier-Reihen

XIII.2.1. Die Fourier-Reihe einer Funktion. Die Funktion f :
R — C sei stiickweise stetig und T-periodisch, T" > 0. Die Zahlen

~ 1 (7 . 2
fk:f/o f(t)e *tdt, mitw:%,keZ

heilen die (KOMPLEXEN) FOURIER-KOEFFIZIENTEN von f. Die mit
ihnen gebildete trigonometrische Reihe

Z ﬁeikwt

keZ

heifit die FOURIER-REIHE von f. Wir schreiben
f ~ Z ﬁeikwt’
keZ

um zu betonen, dass die rechts stehende trigonometrische Reihe die
Fourier-Reihe der links stehenden Funktion ist. Hierdurch ist nichts

tiber die Konvergenz der Rethe ausgesagt.
Wie in Abschnitt XIII.1.2 (S. 478) ist

Z Freihwt — % + Z lan, cos(nwt) + by, sin(nwt)]

kEZ neN\{0}

mit

T
U = fo+ fon = %/0 f(t) cos(nwt)dt

by = i(Fs— Fo) = % /0 " F ) sin(nwt) .
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Die Zahlen a,, b, heiflen die REELLEN FOURIER-KOEFFIZIENTEN von

f.
Die Fourier-Koeffizienten einer T-periodischen Schwingung f haben
folgende Deutung:

. fO: Arithmetischer Mittelwert (Gleichspannungsanteil),
e 2fi: Komplexe Amplitude der Grundschwingung,
e 2f,: Komplexe Amplituden der n-ten Oberschwingung, n > 2,

DI
I

BeispieL XIII.2.1 (RECHTECKSCHWINGUNG). Definiere f : [0, 27)

— R durch
1 fir0<t<m
t) = -
f(#) {—1 fir m <t < 2.

: Oberschwingungsanteil (Klirrfaktor).

Dann folgt

a, = %{/O7T cos(nt)dt — /:ﬂ cos(nt)dt}

by = %{ /O " sin(nt)dt — /ﬂ " in(nt)de)

{i falls n ungerade

nm

0 falls n gerade

Also lautet die Fourier- Reihe
Z sin((2n + 1)x)
2n+1
XIII.2.2. Rechenregeln. Im Folgenden seien f, g : R — C stiick-
weise stetige, T-periodische Funktionen mit Fourier-Reihen

f ~ Z ﬁeikwt’

kEZ

g~ Z /g\keikzwt

kEZ

2
und w = =

Wegen der Linearitét des Integrals gilt fiir o, 5 € C

(af/mg)k = osz + B, fir alle k € Z
of + g~ Y (afi+ Bgi)e™ .

kEZ
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Mit der Linearitdt der komplexen Konjugation und der Substitution
t — —t folgt

m ~ Z Eeikwt

kEZ

f(-t) ~ Z f/\ikeik’wt.

kEZ

Mit den Substitutionen ¢t — ct, ¢ > 0 und t — t + a ergibt sich

f(Ct) ~ Z ﬁeik(wc)t

keZ

f(t + a) ~ Z(eikwaﬁ)eikwt‘

keZ

Aus der Definition der Fourier-Koeffizienten folgt

Giwntf(t) ~ Z ﬁineikwt.

keZ

Mittels partieller Integration ergibt sich

F(0) ~ Sk fy)et

keZ

Das unbestimmte Integral einer T-periodischen Funktion f ist nur dann

wieder T-periodisch, wenn der Mittelwert von f verschwindet, d.h. ﬁ) =
0. In diesem Fall gilt:

XIII.2.3. Die Bessel-Ungleichung. Die Funktion f : R — C
sei stiickweise stetig und T-periodisch. Fiir N € N* bezeichnen wir mit
Sy die N-te Partialsumme ihrer Fourier-Reihe

N
SN(t) — Z fkeikwt
k=—N
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N
a .
= 50 + E [ag, cos(kwt) + by, sin(kwt)].

k=1

Aus der Definition der Fourier-Koeffizienten folgt

T N T .
i/ FoSs@a= 3 Fup || et
=fx

N ~
= > P
k=—N

Aus der Orthogonalitidtsbeziehung

1 / . gkt —iwtt gy _ )1 falls k = ¢
T Jo 0 falls k # ¢
aus Abschnitt XII1.1.2 (S. 478) ergibt sich

_/ SN SN Z Z ﬁﬂ;/ zkwte—iéwtdt

—N =
=§jmﬁ
k=—N
Mit diesen beiden Ergebnissen erhalten wir

o< [ 170 = SnoFar

1 T -
-1 / (F(6) — Sx(0)) (FE) — S (D))t

/ Iﬁ——/f (1)5n D)

__/ T Sn( )dt+ /OSN( )Sn(t)dt

-

=y I dt}

T
-7 | 1pa- zw

Also gilt fiir alle N € N*

N N 1 T
> IRF<g [ Irar
k=—N

Dies beweist die sog. BESSEL-UNGLEICHUNG

483



484 XIII. FOURIER-ANALYSIS

‘ao‘Q oo o0 R
ot D Ml 101 =2 Y (ff
n=1

k=—o0

2 (T )
— dt.
< /O |f(t)|"dt

Da die Koeffizienten einer konvergenten Reihe eine Nullfolge bil-
den (vgl. Abschnitt VII.1.3 (S. 256)), folgt hieraus das sog. RIEMANN-
LEMMA:

Jim 17l =0, Hm |7 =0
lim |a,| =0, lim |b,| = 0.

Es gilt sogar folgende Verschérfung:

Die T-periodische Funktion f sei (m—1)-mal differenzierbar
auf R und f™ sei stiickweise stetig auf [0, 7. Dann gibt es
eine Zahl M > 0 mit

o M
| fil < T fiir alle k € Z\{0}.

XIII.2.4. Konvergenz der Fourier-Reihe. Sei wieder f: R —
C eine stiickweise stetige, T-periodische Funktion. Es gilt folgende
Verschérfung der Bessel-Ungleichung:

o T
SRR =5 [l

k=—o00

Dies ist die sog. PARSEVAL-GLEICHUNG.
Aus ihr und dem Beweis der Bessel-Ungleichung folgt, dass die
Fourier-Reihe im quadratischen Mittel gegen f konvergiert

N—oo T

1 T
lim — — SN 24t = 0.
/0 F(8) = Sn(t)Pdt =0

Beziiglich der punktweisen Konvergenz ist die Situation komplizierter
(vgl. Beispiele XIII.1.3 (S. 480) und XII1.2.1 (S. 481)). Es gilt:
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st

Die Funktion f sei stiickweise differenzierbar auf [0,7]. Dann
konvergiert die Fourier-Reihe von f fiir jedes t € R. Mit w = 2%

Z f ezkwt

k=—00

[f(t+0) + f(t = 0)].

T

BEISPIEL XIII1.2.2. Betrachte die Funktion f(t) = t* auf [—n, 7]
und setze sie 27-periodisch fort. Die so auf ganz R definierte Funktion
ist stetig und stiickweise differenzierbar. Fiir die Fourier-Koeffizienten

folgt

1 ™
—/ t* sin(nt)dt

o

3
1
— / t? cos(nt)d
v
2
— / t2 cos(nt)d
T

2 =t 4 [T

—* sm(nt) — — [ tsin(nt)dt

nm t=0 nw Jy
—— [ tsin(nt)dt

nm Jo

4 t=r 4 [T
——tcos(nt - — cos(nt)dt
n2m (nt) t=0 n’m J, (nt)
4

—(=1)""t,

n2

Also gilt fiir alle t € [—, 7]

Wegen

72 = cos(nt)
=" 45 (1)
3 ;( ) n
1 ™ ™
5 (t*)2dt
7T

wg. Symmetrie
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folgt aus der Parseval-Gleichung

o0

1T 1,
o~ 16 2 ol
=1 n=1
1 ]a0|2 . s 2 4
BETARD) +;|a”| —9™

_ 2 S P Ly
—16k200|fk| 7"

11 [~ 1
sar ) ) "
o ]' 4 ]' 4
0" "
- 90°

XIII.2.5. Anwendung auf gewdhnliche Differentialglei-
chungen. Wir betrachten das Randwertproblem

at +bi + cx = f(t) in (0,7)
z(0) = z(T)
#(0) = (T)

mit a,b,c, € R, a # 0, und einer stiickweise stetigen Funktion f. Jede
Losung z dieses Randwertproblems kann 7T-periodisch festgesetzt wer-
den und liefert eine zweimal differenzierbare T-periodische Funktion
auf R mit stiickweise stetiger zweiter Ableitung. Daher gilt fiir alle ¢

p(t) = > Bpe®

k=—o00

mit w = 2% Bilden wir die Fourier-Reihen der linken und der rechten
Seite der gDgl, erhalten wir aufgrund der Rechenregeln fiir Fourier-
Reihen

f ~ Z ﬁeikwt

keZ

ai + bi + cx ~ 2:[a(z'kw)2 + b(ikw) + c|Tpe ",
kez

Also muss fiir jede Losung der gDgl gelten
. i
a(ikw)? 4+ b(ikw) + ¢

Ty —

Dies bestimmt die Fourier-Reihe der Losung und damit die Losung.
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XIII.3. Die Fourier-Transformation

XIII.3.1. Definition. Eine Funktion f : R — C heiflit FOURIER-
TRANSFORMIERBAR, wenn fiir jedes w € R der Grenzwert

/ h e f(t)dt = lim ’ e (t)dt

[e's) R—o0 —-R

existiert. In diesem Fall heifit die Funktion F(f) : R — C mit

FOw) = [ e

—00
die FOURIER-TRANSFORMIERTE von f. Statt F(f) schreibt man gele-

gentlich auch f Die INVERSE FOURIER-TRANSFORMATION einer Funk-
tion F': R — C ist definiert durch

FUP)(E) = / e () dw.

T or

—00

Die Fourier-Transformation kann als Grenziibergang 7' — oo bei Bil-
dung der Fourier-Reihen T-periodischer Funktionen gedeutet werden.

BeispieL XIII.3.1. Betrachte den Rechteckimpuls

1 fiir ¢ <1,
t) = -
/) {0 fir [t > 1.

Fiir jedes R > 1 erhalten wir

/Zf(t)dt:/lldt
=2

und fiir w # 0
R . 1 .
/ e “Hf(t)dt = / e “tdt
-R -1
_ —jwt |t=1
T w t=-1
1 —iw iw
= _E(e )
_ 2sin(w)
w
Also ist
2 fiir w =0,

250 fiir W £ 0.
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BEISPIEL XIII.3.2. Sei a > 0 und

e~ firt>0
t) = -
f(#) {O fir t <O.

Fir R > 0 und w € R erhalten wir

[ st [
—R 0

- _ 1 ef(aJriw)t t=R
a+iw =0
— 1 (1 o 6—(a+iw)R)
a+iw
1

_ .
R—oo a4 + 1w

Also ist

1
F(f)(w) = T ,w € R.

BEIsPIEL XIII.3.3. Sei wieder ¢ > 0 und
ft) = e,
Dann gilt fir R > 0

R . R . 0 .
/ e—zwtf(t>dt _ / 6—(a+zw)tdt + / e(a—zw)tdt
—R 0 -R

1 ) 1
= (1 —e l@rRy 4~
a+ w a — 1w
1 1
— — + -
R—oco a + 1w a — 1w
- 2a

a? + w?’

(1 _ e—(a—iw)R)

Also ist

FHE) = oy

XIII.3.2. Rechenregeln. Im Folgenden sind f, g : R — C stiick-
weise stetige Funktionen mit

/_oo F(D)|dt < oo, /_OO lg(#)]dt < oo.

Mit Hilfe der Rechenregeln fiir Integrale und partieller Integration kann
man dann die folgenden Rechenregeln fiir die Fourier-Transformation
beweisen.

,w € R.
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Flaf + Bg) =aF(f)+ FF(g9) (Linearitit), a, g € C
F(P(w) = )
F(fen)(w) = FE) e #0
F(ft—a)(w) =e ™ F(f)(w) a€R
FEEfHw) =F(Hlw-9) QeR
FU(@) = wF(f)(w)
F(t£(6) = i F(f).

BEisPIEL XIII.3.4. Seien A € R, T'> 0 und

A fir t| < I,
g(t) = ) il < 7
0 fiir [t| > 3.

Dann ist g(t) = Af(%t) mit f aus Beispiel XIII.3.1. Damit folgt aus
den Rechenregeln und Beispiel XIII.3.1

AT fir w =0,
2ATGE)  fiir £ 0,

w

Flg)(w) = {

BeispieL XIII.3.5. Seia € R,T > 0 und

1 fir|t—a| <T,
9(t) = )
0 fur|t—al>T.

Dann ist g(t) = f(“%) mit f aus Beispiel XIII.3.1. Damit folgt aus den

Rechenregeln und Beispiel XII1.3.1

2T firw =20
Flgw) =47 ’
(g) (w) {26—1wa sin(Tw) fiir w 7& 0.

w

BEIispIEL XIII.3.6. Fiir die Funktion
g(t) = cos(Qt)e~ oIt
mit Q € R, a € R\{0} gilt

1 . )
o0) = 5( + ) (1)
mit f aus Beispiel XIII.3.3. Daher ist

F(g)(w) = a2+ (w— Q)2 + a? + (w+ Q)%
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BeispieL XIII1.3.7. Fiir

fity=e"
gilt
d, _p
(1) = —5 ™)
L,
=3 (t)
Damit folgt
—SWF(F)() = F(— 3 )
= F(tf(t)(w)
d
~i LA
Also ist F(f) Losung der gDgl (in w!)
dg = w
w2

Mit der Methode der Trennung der Variablen (vgl. Abschnitt VI.2.1
(S. 221)) folgt

w2

F(H)w) = F(f)0)e .
Weiter ist (vgl. Abschnitt XI1.5.1 (S. 440))

F()(0) = / Pt — /r.
Daraus ergibt sich insgesamt

Fle™)(w) = Ve

XIII.3.3. Existenz- und Eindeutigkeitsséitze. Wir nennen ei-
ne Funktion f : R — C absolut integrierbar, wenn sie stiickweise stetig
ist und das uneigentliche Integral [ |f(t)|d¢ existiert.

Es gilt folgendes Kriterium fiir die Existenz der Fourier-Transfor-
mation:

w

]

Ist die Funktion f absolut integrierbar, so ist sie Fourier-
transformierbar und es gilt die PARSEVAL-GLEICHUNG

3 | 1FD@P = [P

o0

Es gilt folgendes Ergebnis fiir die inverse Fourier-Transformation:
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Die Funktion f sei absolut integrierbar und stiickweise dif-
ferenzierbar. Dann gilt fiir alle ¢t € R
R

1[f(t—H)) + f(t—0)] = L lim et F(f)(w)dw.

2 27T R—oo R

Ist insbesondere
£(8) = SLF(+0) + f(2 — 0)
fiir alle t € R, so gilt
FHFA) =T

491






KAPITEL XIV

Partielle Differentialgleichungen

XIV.1. Einfiihrung
XIV.1.1. Beispiele.

BeispiEL XIV.1.1 (MEMBRAN-, POISSONGLEICHUNG). Sei §2 C
R? eine offene, beschrinkte Menge mit stiickweise glattem Rand z.B.
ein Kreissegment, das von einer diinnen Membran z.B. dem Trommel-
fell in seiner Ruhelage eingenommen wird. Auf die Membran wirke eine
duBere Kraft f. Diese bewirkt eine Auslenkung u = u(x) = u(xq,x2)
in vertikaler Richtung. Unter der Annahme, dass die Membran nicht
dehnbar und die Auslenkung klein ist, folgt aus dem Prinzip von ,, Actio
= Reactio“, dass die Auslenkung beschrieben wird durch

0’u  0*u

T
or?  0x3 o

f=—-Au=

Dies ist eine PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNG (kurz pPDGL), die
sog. MEMBRAN- oder POISSONGLEICHUNG.
Falls die Membran am Rand I' von €2 eingespannt ist, gilt dort

u=0 aufl.

Dies ist eine RANDBEDINGUNG, die sog. (HOMOGENE) DIRICHLET-
RANDBEDINGUNG.
Falls die Membran am Rand frei gelagert ist, gilt dort

g_:j,:o auf I

Dabei ist n der nach auflen zeigende Einheitsnormalenvektor. Dies ist
die sog. (HOMOGENE) NEUMANN-RANDBEDINGUNG.

BEIspIEL XIV.1.2 (PLATTEN-, BIHARMONISCHE GLEICHUNG). Wir
ersetzen die Membran aus Beispiel XIV.1.1 durch eine diinne starre
Platte und bezeichnen mit u die Auslenkung der Mittelebene. Dann

folgt aus den gleichen physikalischen Prinzipien, dass u bestimmt wird
durch

493
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o*u 0*u 0*u

2 in €.
0t o202 T o "

f:Azu:

Dies ist eine pDgl vierter Ordnung, die sog. PLATTEN- oder BIHARMO-
NISCHE GLEICHUNG.

Falls der Rand der Platte fest eingespannt ist, gilt zusétzlich die Rand-
bedingung

u:%:o auf I

Ist der Rand dagegen frei gelagert, gilt die Randbedingung

u=Au=0 aufl.

BeispiEL XIV.1.3 (GASGLEICHUNG). Wir betrachten die rotati-
onsfreie Stromung eines idealen, kompressiblen Gases. Aus der Rotati-
onsfreiheit folgt fiir die Geschwindigkeit v des Gases

v =Vu
mit einem skalaren Potential u. Aus der Massenerhaltung folgt
div(pv) =0,

wobei p = p(v) die Dichte des Gases ist. Da das Gas ideal ist, gilt die
Zustandsgleichung

o) = 1= 521w o

wobei v > 1 der spezifische Wiarmekoeffizient ist. Insgesamt erfiillt
damit das Potential v die pDgl

—1 1
div [(1 - %|VU|2)MVU} =0 in Q.

Hinzu kommt die Randbedingung
u=uy aufl
mit einer gegebenen Funktion wuy.

BEISPIEL XIV.1.4 (WARMELEITUNGSGLEICHUNG). Sei 2 C R? ei-
ne offene beschriankte Menge mit stiickweise glattem Rand, z.B. ein
Zylinder. Die Funktion u(x,t) : €2 x [0, o] — R beschreibe die Tempe-
ratur zur Zeit t im Punkt z des Korpers €2. Wenn dieser einer dufleren
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Wirmequelle f ausgesetzt ist, wird der Verlauf der Temperatur durch
die pDgl

ou ou Pu  Pu  Pu .
f_E_A ot 0x2 922 Oxl in £2 (0, 00)

beschrieben. Dies ist die sog. WARMELEITUNGSGLEICHUNG. Diese
Gleichung ist zu ergédnzen durch eine Information iiber die anfingli-
che Temperaturverteilung, d.h. durch eine ANFANGSBEDINGUNG

u(z,0) = ug(x) in Q

mit einer gegebenen Funktion uy.

Wenn der Rand des Korpers kiinstlich auf einer bestimmten zeitlich
nicht notwendig konstanten Temperatur gehalten wird, gilt zusétzlich
die Randbedingung

u(z,t) = gp(z,t) auf I' x (0,00).

Ist der Rand des Korpers dagegen isoliert, d.h. findet dort kein Warme-
fluss statt, gilt stattdessen die Randbedingung

ou
a—n(x,t) =0 aufI x (0,00).

Sei nun u eine hinreichend oft differenzierbare Losung der Warmelei-
tungsgleichung zu f = 0 und der Randbedingung u = 0 auf I" x (0, 00).
Dann folgt mit dem Integralsatz von Gaufl (vgl. Abschnitt IX.5.5 (8.
372))

:/ %u d:v—/ Aun dx
Q ot Q S—~—~

~~~ =div(uVu)—Vu-Vu
=120)
2 0t
19 , : 2
= [ ——udx— dlv(uVu)d:U—i- |Vu|“dx
o 20t 0
=3 4 (Jq u?dz) =Jrugid

_ 1d 2 2
d_/ dx) / —ds—l—/Q\Vu\ dx
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_1d 9 9
—th(/gudx)—i-/g\Vu\ dx
—_—

Also ist die ,, Energie“ E : (0,00) — R mit

1
E(t) = —/u(m,t)2dx
2 Jo
eine monoton fallende Funktion.

BEISPIEL XIV.1.5 (GRUNDWASSERSTROMUNG). Die Funktion
u(z,t) beschreibe die rdumliche und zeitliche Verteilung einer Fliissig-
keit, z.B. Grundwasser in einem pordsen Medium 2 C R?. Dann wird
u bestimmt durch die pDgl

Dabei ist D(z, z) : xR — R3*3 die matrixwertige DIFFUSIVITAT und
k(z,2) : Q@ x R — R3? die vektorwertige KONDUKTIVITAT des Medi-
ums. Die Funktion f beschreibt die Zufuhr (Quellen) bzw. Entnahme
(Brunnen) von Fliissigkeit. Die pDgl ist zu ergénzen durch Anfangs-
und Randbedingungen dhnlich wie in Beispiel XIV.1.4.

BEISPIEL XIV.1.6 (WELLENGLEICHUNG). Wir betrachten wie in
Beispiel XIV.1.1 eine diinne Membran, versetzen sie aber jetzt durch
eine zeitlich verénderliche duflere Kraft in Schwingung. Falls die Aus-
lenkung klein ist, tritt keine Dampfung durch innere Reibung auf. Die

Auslenkung u(z,t) am Ort = zur Zeit ¢ wird dann beschrieben durch
die pDgl

0%u Pu  *u  O%u
=— —Au= — —
/ ot? T o 2 O}

in © x (0, 00).

Dies ist die sog. WELLENGLEICHUNG. Zusétzlich gelten auf I" x (0, co)
Randbedingungen wie in Beispiel XIV.1.1, je nachdem ob die Mem-
bran eingespannt oder frei gelagert ist. Schlieflich muss noch der An-
fangszustand des Systems beschrieben werden. Dies geschieht durch die
Anfangsbedingungen

u(z,0) = ug(x) in

0
a—?(m,O) =uy(x) in
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mit gegebenen Funktionen uy und w;.

Betrachte nun speziell den Fall f = 0 mit homogener Dirichlet-Rand-
bedingung, d.h. u(x,t) = 0 auf T' x (0,00). Sei u eine hinreichend
oft differenzierbare Losung des pDgl. Dann folgt mit dem Gaufischen
Integralsatz (vgl. Abschnitt V.5.5 (S. 204))

0*u ou

0%u 0 0
= —I;—u dx—/ Al dx
o O Ot o ot
=12 ((3u)2) =div(Vuds)—Vu-v(%4)

10,0 0 0
z/——((—U)Q)dm—/div(Vu—u)dx—i—/Vu-V(—u) dx
0201\ ot o ot 0 ot
1 ([ (Ouy2g) [ 2u0ug, =12 (IVul?)

20t

=%%(fn |Vul|2dz)

L[ Qg 00 0u 10
—</Q<—>dx> s +/Q (IVuf?)d

Also bleibt die ,,Energie” E : (0,00) — R mit
1 ou
Et)=< [ (%) 2d
0 =3 [ (G +IVuPda
erhalten.

XIV.1.2. Bezeichnungen. Sei G C R" eine offene Menge und
u : G — R eine hinreichend oft differenzierbare Funktion. Fir £ > 1
bezeichnen wir zur Abkiirzung mit D¥Fu den , Vektor* aller partieller
Ableitungen der Ordnung k von wu:
o
k, _ ) _
Dy = {m .Oél,...,OénEN,O(1+...+Oén—k}.

Ein DIFFERENTIALOPERATOR m-TER ORDNUNG, m > 1, hat die
Form
u v+ D(xz,u(x), Du(z),...,D"u(z)) ,x € q.
Es heifit QUASILINEAR, wenn er darstellbar ist als
D(x,u(x),...,D™u(z)) = Az, u(x),..., D"u(r))
+ B(z,u(x),..., D™ tu(z))

mit

Az, u(x),...,D™u(z)) = Z ao(z,u(x), ..., D™ tu(z))
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8m
———u(x).
it 0xgn (z)
A heifit dann der HAUPTTEIL des Differentialoperators. Der Differen-
tialoperator D heifit LINEAR, wenn er von der Form ist

aﬂé1+---+an
m — —_—
D(x,u(z),...,D"u(z)) = ) aa(x)ax?l — ax%nu(a:).
0<ai+..4an<m

Die Funktionen a, heiflen dann die KOEFFIZIENTEN des Differential-
operators. Der Differentialoperator heifit LINEAR MIT KONSTANTEN
KOEFFIZIENTEN, wenn er linear ist und die Koeffizienten a, konstan-
te Funktionen sind. Ist D ein linearer Differentialoperator, so ist die
Zuordnung u +— D(u) eine lineare Abbildung.

Eine PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNG m-TER ORDNUNG,
kurz PDGL m-TER ORDNUNG, ist eine Gleichung der Form

Du)=f inG

mit einen Differentialoperator D m-ter Ordnung und einer gegebenen
Funktion f : Q — R. Eine pDgl heifit quasilinear bzw. linear bzw. linear
mit konstanten Koeffizienten, wenn der Differentialoperator quasilinear
bzw. linear bzw. linear mit konstanten Koeffizienten ist.

BeispieL XIV.1.7. Die pDglen der Beispiele XIV.1.1, XIV.1.3,
XIV.1.4, XIV.1.5 und XIV.1.6 sind von zweiter Ordnung; diejenige von
Beispiel XIV.1.2 ist von vierter Ordnung. Die pDglen der Beispiele
XIV.1.1, XIV.1.2, XIV.1.4 und XIV.1.6 sind linear; diejenigen der Bei-
spiele XIV.1.3 und XIV.1.5 sind quasilinear.

BEeispiEL XIV.1.8. Eine quasilineare pDgl erster Ordnung hat die
allgemeine Form

ou ou
ai(x, u)8_1 +...+ an(x,u)axn

mit gegebenen Funktionen ag, ay,...,a,: G XR —-Rund f: G — R.

+ag(x,u)=f inG

XIV.1.3. Lineare partielle Differentialgleichungen zweiter
Ordnung. Eine lineare ngl zweiter Ordnung hat die allgemeine Form

ZZ axﬁxj Z —+a( Ju=f inG.

i=1 j=1

Da es bei den zweiten Ableltungen einer zweimal stetig differenzier-
baren Funktion nicht auf die Reihenfolge ankommt, kann man stets
voraussetzen, dass A;;j(x) = Aj(z) ist fiir alle + € G. Die Matrix
A(x) = (Aij(2))1<ij<n ist also fiir alle x symmetrisch und besitzt da-
her lauter reelle Eigenwerte (die von z abhéngen!) (vgl. Abschnitt 11.4.8
(S. 91)). Je nach Vorzeichen dieser Eigenwerte werden pDglen zweiter
Ordnung in drei Typen eingeteilt:
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e ELLIPTISCH: die Eigenwerte sind fiir alle x € G alle strikt
positiv,

e PARABOLISCH: fiir alle x € G sind n — 1 Eigenwerte strikt
positiv und ein Eigenwert gleich Null.

e HYPERBOLISCH: fiir alle z € GG sind n — 1 Eigenwerte strikt
positiv und ein Eigenwert strikt negativ.

BEMERKUNG XIV.1.9. Sind die Eigenwerte von A(z) fir allex € G
allesamt strikt negativ, erhélt man durch Multiplikation der pDgl mit
—1 eine elliptische pDgl, die die gleiche Loésungsmenge hat wie die
urspriingliche pDgl. Analog geht man in den Féllen

o fiir alle x € G sind n — 1 Eigenwerte strikt negativ und ein
Eigenwert gleich Null

o fiir alle x € G sind n — 1 Eigenwerte strikt negativ und ein
Eigenwert strikt positiv

vor und erhélt eine parabolische bzw. hyperbolische pDgl mit der glei-
chen Losungsmenge wie die urspriingliche pDgl.

Die Poisson-Gleichung aus Beispiel XIV.1.1 ist elliptisch. Die Wir-
meleitungsgleichung aus Beispiel XIV.1.4 ist parabolisch. Die Wellen-
gleichung aus Beispiel XIV.1.6 ist hyperbolisch. Physikalisch beschrei-
ben diese drei Typen verschiedene Phdnomene:

e ELLIPTISCH: Minimierung einer Energie,

e PARABOLISCH: Dissipation, d.h. zeitliche Abnahme einer Ener-
gie,

e HYPERBOLISCH: Energieerhaltung.

Durch eine geeignete Variablentransformation kann man bei para-
bolischen und hyperbolischen pDglen stets erreichen, dass der Eigen-
vektor zum nicht positiven Eigenwert durch (0,...,0,1)7 gegeben ist.
Dementsprechend identifiziert man dann die letzte Komponente der

transformierten Variablen mit der Zeit ¢ und schreibt G in der Form
Q x (0,00) mit Q C R*1.

XIV.1.4. Anfangs- und Randbedingungen. Wie in den Bei-
spielen des ersten Abschnittes miissen bei pDglen zusétzliche Anfangs-
und Randbedingungen gestellt werden. Fiir Gleichungen zweiter Ord-
nung gilt hierfiir folgendes Schema:

e ELLIPTISCH: eine Randbedingung auf T'.

e PARABOLISCH: eine Randbedingung auf I" x (0, 00) und eine
Anfangsbedingung zur Zeit t = 0.

e HYPERBOLISCH: eine Randbedingung auf I' x (0, c0) und zwei
Anfangsbedingungen zur Zeit t = 0.

Die wichtigsten Randbedingungen sind:
e DIRICHLET: u = gp auf Q bzw. auf Q x (0, 00),
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N N
0
e NEUMANN: ;;n,Azja—;] = gy auf Q mit N = n bzw. auf
Q% (0,00) mit QCR*" ' und N =n — 1.

Dabei sind gp und gy wie f vorgegebene Funktionen. Dirichlet- und
Neumann-Bedingungen kénnen auch in der Form kombiniert werden,
dass I in zwei disjunkte Stiicke I'p und I'y zerféllt, auf denen Dirichlet-
bzw. Neumann-Bedingungen gestellt werden. Fiir Gleichungen zweiter
Ordnungen diirfen die beiden Bedingungen aber nicht gleichzeitig auf
demselben Randstiick gefordert werden.

BEISPIEL XIV.1.10. Bei einer ringférmigen Membran, die am inne-
ren Rand eingespannt und am dufleren Rand frei gelagert ist, ist €2 von
der Form

Q={rcR?: R} <2} +23 <R}
und

r=r,ur,
mit

[ijfe={2 € R?: 22 4+ 22 = Rf/a}
Dann gilt auf I'; die Dirichlet-Bedingung v = 0 und auf I', die Neu-
mann-Bedingung % = 0.
XIV.2. Die Wiarmeleitungsgleichung

XIV.2.1. Vorbemerkungen. Sei n > 1 und 2 C R" eine offene,
beschrinkte Menge. Falls n = 1 ist, soll 2 ein Intervall (a,b) sein. Der
Rand I" besteht dann aus den Punkten a und b. Falls n > 2 ist, soll der
Rand T" von (2 stiickweise glatt sein.

Wir betrachten im Folgenden die Warmeleitungsgleichung

%—Au:f in © x (0, 00)
u=yg auf I' x (0, 00)
u(z,0) = ug in Q2

mit bekannten, hinreichend oft differenzierbaren Funktionen f, g und
ug. Fiir alle x € I' muss zudem die KOMPABILITATSBEDINGUNG

g(x,0) = uo(x)
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erfiillt sein.
Da der Differentialoperator

U
u— — — Au

ot
linear ist, konnen wir die Losung der Wéarmeleitungsgleichung durch
SUPERPOSITION aus Losungen einfacherer Teilprobleme aufbauen. Ge-
nauer machen wir den Ansatz

u=v+w-+dG.

Dabei ist G : © x [0,00) — R eine Funktion mit

G(z,t) = g(x,t) firallex €eI',t >0
G(z,0)=0 fiir alle z € Q;
v soll eine Losung der Warmeleitungsgleichung
%—szo in  x (0, 00)
v=>0 auf I' x (0, 00)
v(x,0) = g in Q2

sein; und w soll eine Losung der Wiarmeleitungsgleichung

E—Aw:F in Q x (0,00)
w = auf I' x (0, 00)
w(x,0) = in Q2
mit
oG
F=f——+A
f 5 +AG

sein. Wie man leicht nachrechnet 16st © = v+w+ G dann die urspriing-
liche pDgl. Die Funktion G heifit eine FORTSETZUNG DER RANDWER-
TE. Die pDgl fiir v nennt man eine HOMOGENE WARMELEITUNGS-
GLEICHUNG MIT HOMOGENEN RANDBEDINGUNGEN, diejenige fiir w
eine INHOMOGENE WARMELEITUNGSGLEICHUNG MIT HOMOGENEN
RAND- UND ANFANGSBEDINGUNGEN.

In den folgenden drei Abschnitten erlautern wir detailliert, wie man
im Fall n = 1, d.h. eine Raumdimension, die Funktionen G, v und w
bestimmt. Da sich die pDgl unter einer Translation x +— x — a nicht
dndert, konnen wir dabei stets annehmen, dass 2 = (0,L) ist. Im
letzten Abschnitt gehen wir dann auf die Modifikationen ein, die im
Fall hoherer Raumdimension n > 2 erforderlich sind.
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XIV.2.2. Fortsetzung der Randwerte. Diese ist im Falln =1,
[' = {0, L} besonders einfach. Wir setzen

L_
G(z,t) = xg(O,t)—i—%g(L,t) 0<z<L,t>0.
Dann ist
L —1x0g x dg
_ _ 9904 - L9 <z <Lt>0.
Fle.t) = ) - 2 D00 - 2900 0<a<rizo

In dem wichtigen Spezialfall, dass die Randbedingung ¢ nicht von ¢
abhéngt, gilt daher F' = f.

XIV.2.3. Losung der homogenen Gleichung mit homoge-
nen Randbedingungen. Wir betrachten jetzt die pDgl

ov 0% ,
a—@—o IH(O,L)X(0,00)

v=>0 auf {0, L} x (0, 00)
v(z,0) = ug in (0,L).

Zu ihrer Losung machen wir den SEPARATIONSANSATZ

v(x,t) = X (2)T(t).

Im Folgenden bezeichnen wir mit  die Ableitung nach der Ortva-
riablen x und mit die Ableitung nach der Zeitvariablen . Dann muss
gelten

s
ot Oz
=Tt X(z) —Tt)X"(x) fir alle 0 < x < L, t > 0.

Fiir alle z, t mit X (z)7T'(t) # 0 konnen wir dann diese Gleichung durch
X (x)T(t) dividieren und erhalten nach Umsortieren

X"(x)  T(t)

X(z)  T(t)
Da die linke Seite dieser Gleichung nur von z, die rechte Seite aber nur
von t abhéngt, miissen beide Ausdriicke konstant sein. Es muss also
ein A € R geben mit

X”(.ZTJ

~—r
I
>
I

d.h.
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X//<£L'> —
T(t) =

X(x),

A
NT(t).

Wir miissen nun die drei Félle A > 0, A = 0 und A < 0 unterschei-

den.
FALL A > 0: Gemé#8 Abschnitt VI.3.2 (S. 233) lautet die allgemeine
Losung der gDgl fiir X in diesem Fall

X(x) = cre™V 4 eV

FALL A = 0: In diesem Fall lautet gemdfl Abschnitt VI.3.2 (S. 233) die
allgemeine Losung fiir X

X(x) =1 + com.

FALL A < 0: Gemé&f Abschnitt VI.3.2 (S. 233) ergibt sich in diesem
Fall fiir z die allgemeine Losung

X(z) = ey sin(y/|A|x) + ez cos(V/ |A|z).
Aus der Randbedingung
v(x,t)=0 firze{0,L},t>0
ergibt sich die Bedingung
X(x)T(t) =0 furx e {0,L},t>0.

Diese Gleichung lésst zwei Losungen zu: T'(t) = 0 fiir alle ¢ oder

Die erste liefert offentsichtlich die triviale Losung v(z,t) = 0 fiir alle
x,t. Daher betrachten wir sinnvollerweise nur die zweite Bedingung fiir
X. Diese fithrt in allen drei Féllen auf ein homogenes lineares Glei-
chungssystem fiir die Konstanten ¢; und ¢y, das eine vom Nullvektor
verschiedene Losung zulassen soll. Also muss die Determinante der zu-
gehorigen Matrix verschwinden. In den drei Féllen erhalten wir folgende
Determinanten:

Farr A > 0:
-0 V0 1 1
e e
det (eﬁL eﬁL> = det (e_ﬁL eﬁL>

=€ — €

— 2sinh(VAL).
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1 0
det (1 L) =1
FaLr A\ < 0:

o (SG/IA0)  cos(v/IA0)) _
dt(sin( IA[L) cos(v/]A] )>

FarLL A =0:

0 1
ot (sin( INL) cos( \)\\L))
= —sin(+\/|A|L).

Im ersten und zweiten Fall verschwindet die Determinante fiir keinen
Wert von A. (Beachte: sinh(z) hat z = 0 als einzige Nullstelle!) Im
dritten Fall verschwindet die Determinante genau dann, wenn /|\|L
eine Nullstelle des Sinus ist, d.h.

VIMNL =kr ke Z\{0}

A= <’%>2 ke Z\{0}.

Fiir gegebenes A hat die gDgl fiir T gemafl Abschnitt VI.2.1 (S.
221) die allgemeine Losung

bzw. dquivalent

T(t) = ceM.
Insgesamt erhalten wir also mit unserem Ansatz die Funktionen

x k
v, ) = e*<’%>2tsm(%x) k€ Z\{0}

als mogliche Losungen der pDgl. Da die Funktionen v, und v_j, sich

fiir £ € N* nur um ein Vorzeichen unterscheiden lautet die allgemeine

Losung

Jede dieser Funktionen erfiillt konstruktionsgeméafl die pDgl und die
Randbedingungen. Wir miissen also nur noch die Anfangsbedingung
erfiillen. Einsetzen von t = 0 ergibt die Bedingung

up(z) = Z Ck sin(k%x).

keN*

Da nach Voraussetzung

ist (vgl. Abschnitt XIV.2.1 (S. 500)) kénnen wir uy ungerade zu ei-
ner stetigen 2L-periodischen Funktion auf R fortsetzen (vgl. Abschnitt
XIIT.1.1 (S. 477)). Falls ug zusétzlich differenzierbar ist, stimmt wug
mit seiner Fourier-Reihe iiberein, und die ¢, sind die entsprechenden
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Fourier-Koeffizienten von wy (vgl. Abschnitt XII1.2.1 (S. 480) und
XIII.2.4 (S. 484)). Insgesamt erhalten wir damit:

o
ot 0x2
v=20

v(z,0) = ug

gegeben durch

o0

k=1
mit

Die Funktion uq sei differenzierbar und erfiille
up(0) = up(L) =0

Dann ist die Losung v der pDgl.

in (0, L) x (0,00)

auf {0, L} x (0, 00)

in (0, L)

x k
v(w,t) = Z cpe (T sin(%x)

2 [* k
cr = E/o uo () sin(%x)dx.

XIV.2.4. Losung der inhomogenen Gleichung mit homo-
genen Anfangs- und Randbedingungen. Wir betrachten jetzt die

pDgl
ow  0%w
o o L
w =0
w(xz,0) =0

in (0, L) x (0,00)
auf {0, L} x (0, 00)
in (0, L).

Wegen des vorigen Abschnitts setzen wir die Funktion F' fiir jedes t
ungerade bzgl. x 2L-periodisch fort und entwickeln sie in eine Fourier-

Reihe bzgl. x:

keN*

mit

F(z,t)~ Y Fi(t) sm<’%”:c)

Fi(t) = Z/o F(z,t) sin(k%x)dx.

Fiir w machen wir den Ansatz



506 XIV. PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

k
w@w~§jm@mw§m
keN*
Einsetzen in die pDgl liefert
z:ﬂ@ﬁmé;ﬂwF@ﬁ
keN*
_ow_w
Ot Ox?
k k
Nggmw+c§ﬂwmmm£@

Also ergibt sich fiir die Fourier-Koeffizienten wy von w die gDgl

km
L
Wegen der Anfangsbedingung w(z,0) = 0 fiir z € (0, L) muss gelten

(1) = —(=)2wi(t) + Fi(t) ke N,

Damit ergibt sich mit der Methode der Variation der Konstanten (vgl.
Abschnitt VI.2.2 (S. 225))

anlt) = [ e (-5 —9)) Rugopas ke

Falls F stetig ist, kann man zeigen, dass die Fourier-Reihe fiir w kon-
vergiert. Damit folgt insgesamt:

Die Funktion F' sei stetig. Dann ist die Losung w der pDgl

ow 0w ,
E_@_F IH(O,L)X(0,00)
w =0 auf {0, L} x (0, 00)
w(z,0) =0 in (0, L).

gegeben durch

w(zx,t) = Z wg(t) sin(k%x)

an(t) = [ e (~(Fre-9) R
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und

XIV.2.5. Integraldarstellung. Fiir z,7 € (0, L) und t € (0,00)
definieren wir die Funktion G(x,t,n) durch

G heifit WARMELEITUNGSKERN. Mit seiner Hilfe kann man die Ergeb-
nisse der vorigen beiden Abschnitte wie folgt zusammenfassen:

Die Funktion ug : (0, L) — R sei differenzierbar und erfiille

Die Funktion F': (0,L) x (0,00) — R sei stetig. Dann ist
die Losung u der pDgl

ou  0*u .
E_@:F ln(O,L)Xoaoo)7
uw=0 auf {0, L} x (0, 00)
u(z,0) = ug in (0, L)

gegeben durch

)= | Gt m)uo(n)d
+/OL{/OtG(x,t—s,n)F(n,s)ds} dn.

XIV.2.6. Hohere Raumdimensionen. Im Fall n > 2 gehen wir
dhnlich wie in den Abschnitten XIV.2.3 (S. 502) und XIV.2.4 (S. 505)
vor. Fiir die Funktion v machen wir wieder den Seperationsansatz

v(z,t) = X(z)T(t).

Der einzige Unterschied ist, dass X nun eine Funktion in n Verdnder-
lichen ist. Der Ansatz fithrt auf die Gleichungen

T(t) = AT(t),
AX = \X.

Damit erhalten wir nun eine pDgl fiir X. Man nennt sie das EIGEN-
WERTPROBLEM FUR DEN LAPLACE-OPERATOR. Wir werden dieses
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fiir spezielle Gebiete Q@ C R? in den Abschnitten XIV.4.1 (S. 514)
und XIV.4.3 (S. 518) losen. Allgemein kann man zeigen, dass jeder Ei-
genwert strikt negativ ist, dass insgesamt abzéhlbar viele Eigenwerte
M = —wi, k € N, existieren und dass die zugehérigen Eigenfunktionen
pr paarweise orthogonal sind, d.h.

/wkw =0
Q

fiir k # £. Die ,,Fourier-Koeffizienten*

/uogokdx und /F(m,t)gok(x)da:
Q Q

iibernehmen dann die Rolle der Fourier-Koeffizienten ¢ und Fy(t) in
den vorigen Abschnitten. Mit diesen Modifikationen {ibertragen sich
dann die Ergebnisse der vorigen Abschnitte auf den Fall h6herer Raum-
dimensionen.

XIV.3. Die Wellengleichung
XIV.3.1. Vorbemerkung. Wir betrachten jetzt die pDgl

0*u :
@—Au:f in Q x (0, 00)

u=g auf I" x (0, 00)
u(z,0) =up  in Q
ou

E(m, 0)=wu; in .

Dabei ist wie im vorigen Abschnitt 2 das Intervall (0, L) mit Rand
[' = {0,L} oder eine beschrinkte, offene Menge in R", n > 2, mit
stiickweise glattem Rand. Fiir alle x € I miissen zudem die KOMPA-
BILITATSBEDINGUNGEN

9(x,0) = uo(2)

erfiillt sein.
Wir gehen wie im vorigen Paragraphen vor und bestimmen die
Losung u durch die SUPERPOSITION

u=v+w+G
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mit einer Fortsetzung GG der Randdaten, der Lésung v der homogenen
Gleichung mit homogenen Randbedingungen, d.h. f = 0, ¢ = 0, und
der Losung w der inhomogenen Gleichung mit homogenen Anfangs-
und Randbedingungen, d.h. ¢ = 0, uy = 0, u; = 0. Wieder betrachten
wir detailliert den Fall einer Raumdimension und erlautern kurz die
Modifikationen bei hheren Raumdimensionen. Die Fortsetzung G der
Randwerte g wird wie in Abschnitt XIV.2.2 (S. 502) bestimmt. Die
Funktion F'ist jetzt gegeben durch
0?G
F=f BT + AG.

XIV.3.2. Losung der homogenen Gleichung mit homoge-
nen Randbedingungen. Wir betrachten die pDgl

v % .
o g =0 i (0,1)x(0,00)
v=20 auf {07 L} X (07 OO)
v(z,0) =uo in (0, L)
ov

E(Q:,O) =uwu; in (0,L).

Wie in Abschnitt XIV.2.3 (S. 502) machen wir den Separationsan-
satz

v(z,t) = X(2)T(t).
Dieser fiihrt jetzt auf die gDglen
X"(x) = X (2)

T(t) = MT(¢)

mit A € R. Wie in Abschnitt XIV.2.3 (S. 502) folgt aus den Randbe-
dingungen, dass X (0) = X (L) = 0 sein muss und dass daher

k)2
A= —| — k € N*
(7) e

und
k
X(x) = sin(%x)

gelten muss. Fiir die Funktion 7" ergibt sich gemafi Abschnitt VI.3.2
(S. 233) jetzt die allgemeine Losung

km . kT
T(t) = ¢y COS(ft) + sy, sm(ft).
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Daher hat die pDgl die allgemeine Lésung

v(z,t) = Z [ck COS(k%t) + 55, Sin(l%rt) sin(k—ﬁx).

L
keN*

Wir miissen noch die Anfangsbedingungen anpassen. Einsetzen von
t = 0 liefert die Bedingung

Z Ck sin(k%:t) =v(x,0)

= up(z).

Hieraus konnen die Koeffizienten ¢, wie in Abschnitt XIV.2.3 (S. 502)
bestimmt werden. Ableiten nach ¢ und Einsetzen von t = 0 liefert die
Bedingung

km . km ov
Z Sk sm(f:r;) = a(m, 0)
keN*

= uy(x).

Zur Bestimmung der s; setzen wir wieder u; ungerade zu einer 2L-
periodischen Funktion fort (vgl. Abschnitt XIII.1.1 (S. 477)) und er-
halten gemafl Abschnitt XIT1.2.1 (S. 480)

.k
uy(x) ~ Z Vi sm(fx)
keN*
mit

9 (L
Vi = Z/o uy(x) sin(l%rx)dx.

Ein Vergleich der Fourier-Koeffizienten liefert dann

L
Sk = 77—k ,]i' S N*.
km

Insgesamt erhalten wir

Die Funktionen ug und u; seien differenzierbar und mogen
die Bedingungen

u(0) =uy (L) =0
erfiillen. Dann ist die Losung der pDGI

v 0% )
W—@:() IH(O,L)X(0,00)
v=0 auf {0, L} x (0, 00)

v(x,0) = uyg in (0, L)
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0 :
a—:(x,t) = uy in (0, L)
gegeben durch
— k .k .k
v(x,t) = Z[ck cos(%t) + sp, sm(%t)] sm(%x)

k=1

mit

o (L
cr = —/ uo(x) sin(klx)dx,
0 L

L
L2 [*
Sk = EZ/O ul(x)sin(k%x)dx.

XIV.3.3. Losung der inhomogenen Gleichung mit homo-
genen Anfangs- und Randbedingungen. Wir betrachten jetzt die
pDgl

oS _

= F in(0,L) x (0,0)

o ox?
w=0 auf {0,L} x (0,00)
w(z,0) = in (0, L)
ow :
E(x,()) =0 in (0,L).

Wie in Abschnitt XIV.2.4 (S. 505) setzen wir die Funktion F fiir jedes t
ungerade bzgl. x 2L-periodisch fort und entwickeln sie in eine Fourier-
Reihe bzgl. x:

F(z,t) ~ Y Fi(t) sin(k%x)

mit

Rilt) =~ /0 Flat) sin(’%”x)dx.

Fiir w machen wir wieder den Ansatz

w(z,t) ~ Y w(t) sin(k%x).

keN*

Einsetzen in die pDgl ergibt dann

> Fi() sin(k%x) ~F

keN*
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_ow o

o2 022

~ Z Wy (t wk(t)] sm(lmx)
keN*

Vergleich der Fourier-Koeffizienten liefert die gDgl

Wy (t) + (kg) wi(t) = Fy(t)

fiir die Koeffizienten wy,. Zusammen mit den Anfangsbedingungen
wg(0) = wg(0) =0

ergibt sich geméfi Abschnitt VI.3.2 (S. 233) und VI.3.3 (S. 236) die
Losung

wi(t) :—cos(k%t) / %m(k‘z $)Fy(s)ds

k L k
+ sin(—ﬂt)/ — cos( 7Ts)Fk(s)d&
L"), L

Insgesamt erhalten wir somit:

Die Losung w der pDgl

Pw  *w ,
W—w—F IH(O,L)X(0,00)
w=0 auf {0, L} x (0, 00)
w(z,0) =0 in (0,L)
%t:(:v 0) =0 in (0,1)
ist gegeben durch
s km . kT kW
w(zx,t) = kEZN*[_Ck(t) COS(Tt) + sx(t) sm(ft)] sm(fx)

mit
km km
/ / /mTL F(z,s SlIl(fS) sm(fx)dxds
km . . km
// lmrL COS(L )sm(fx)da:ds.

XIV.3.4. Integraldarstellung. Fiir z,7 € (0, L) und t € (0,00)
definieren wir die Funktion H(x,t,n) durch
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2« L . km . km . km
H(x,t,n) = T Z yo= Sln(fl’) sm(ft) Sm(fn).

H heifit WELLENGLEICHUNGSKERN. Mit seiner Hilfe kann man die
Ergebnisse der vorigen beiden Abschnitte wie folgt zusammenfassen:

Die Funktionen ug und u; seien differenzierbar und mogen
die Bedingungen

erfiillen. Dann ist die Losung u der pDgl

O*u  *u .
W_@_F IH(O,L)X(0,00)
u=0 auf {0, L} x (0, 00)
u(z,0) = ug in (0, L)
0 :
a—?;(m,O) =u in (0,L)

gegeben durch

want) = [ Gt oty

B
L

+/ H(z,t,n)ui(n)dn
0

+/OL{/0tH(%t—s,n)F(n,s) ds} .

XIV.3.5. Hohere Raumdimensionen. Das Vorgehen im Fall
n > 2 ist vollig analog zu Abschnitt XIV.2.6 (S. 507). Die Gleichung
fiir T und z ist dann

T(t) = AT(t),
AX = AX.

Daher miissen die Fourier-Koeffizienten ¢, s, und ﬁk der Abschnitte
XIV.3.2 und XIV.3.3 durch die entsprechenden Terme

Jwands, [wads, [ Pltod
Q Q Q

mit den Eigenfunktionen des Laplace-Operators ersetzt werden.
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XIV.3.6. Dampfung. Wir betrachten nun die pDgl
0%u N ou  O%*u
R o0— — —— =
ot? ot 0x?
mit den bisherigen Rand- und Anfangsbedingungen. Neu ist der Term
a%—?, der physikalisch eine Ddmpfung beschreibt. Die Gleichungen fiir

T in Abschnitt XIV.3.2 und wy, in Abschnitt XIV.3.3 haben jetzt die
Form

in (0, L) x (0, 00)

1(t) + o (1) = ~("T 1)

Diese konnen mit den Methoden der Abschnitte VI.3.2 (S. 233) und
VI.3.3 (S. 236) gelost werden. Sofern

2 & > 2
o < | =
(z
ist, miissen die Funktion sin(*¢) und cos(%*¢) nun durch die Funktio-

L L
nen
und

ersetzt werden.

XIV.4. Die Poissongleichung
XIV.4.1. Das Eigenwertproblem im Rechteck. Sei
Q=(0,L)x(0,H)={(z,y): 0<z<LO0<y< H}

das Rechteck mit Kantenldngen L und H und linker unterer Ecke im
Ursprung. Wir betrachten das EIGENWERTPROBLEM:

—Au=M M in{
u=>0 auf 0f2.

Gesucht sind dabei der EIGENWERT A und die EIGENFUNKTION u :
R — R. Dabei interessieren uns natiirlich nur nicht triviale Losungen,
d.h. Eigenfunktionen u mit

/ \u(z,y)Pdedy > 0.
0
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Vorab iiberlegen wir uns, dass alle Eigenwerte positiv sind. Ist
néamlich

—Au = Mu,

konnen wir die Gleichung mit w multiplizieren und iiber €2 integrie-
ren. Mit dem Gaufischen Integralsatz (vgl. Abschnitt IX.5.5 (S. 372))
erhalten wir dann

)\/ |u|2d:£:/ —Auu dx

=—div(uVu)+Vu-Vu

—/div(uVu)dx+/ |Vul?dz
Ja 0

-~

=foqu @ds

:—/ u —ds+/|Vu| dx
o 7
—/|Vu|2d:c.

Q

Offensichtlich ist

Wire

Q
folgte Vu(z) = 0 fur alle z € Q. Daher wire u konstant. Wegen der
Randbedingung miisste diese Konstante gleich Null sein. Da wir aber
nur an nicht trivialen Losungen interessiert sind, folgt

/ |Vul*dz > 0.
0

Daher folgt aus obiger Gleichung A > 0.

Man beachte, dass wir fiir diese Uberlegung die spezielle Gestalt von
Q) nicht ausgenutzt haben. Sie gilt fiir jede offene Menge 2 C R", n > 2,
mit stiickweise glattem Rand.

Wie in den vorigen Paragraphen machen wir einen Separationsan-
satz

u(z,y) = X(2)Y(y).
Im Folgenden bezeichnet ’ die Ableitung nach = und = diejenige nach
y. Wie in Abschnitt XIV.2.3 (S. 502) fithrt der Separationsansatz auf
die gDglen
X'(x) = pX(x),

Y(y)=—-(A+p)Y(y)
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mit einer unbekannten Konstanten 1 € R. Wegen der Randbedingung
an v muss fiir die Losungen X, Y dieser gDglen gelten

X(0) = X(L) =0,
Y(0) = Y(H) = 0.

Wie in Abschnitt XIV.2.3 (S. 502) folgt hieraus, dass
k'
= — —_— k‘ *
I ( 7 ) , keN

X(z) = sin(k%x)

und

sein muss. Ebenso folgt, dass

—(A+p) =— é—ﬂ2 ¢ e N*
,LL - H )
und
4
Y(y) = sin(v)

sein muss. Aus den Gleichungen fiir A und p ergibt sich insbesondere

(m\? (k) .
)\_(ﬁ) +(E) k0 e N*.

Insgesamt erhalten wir somit:

Die Losungen A und u des Eigenwertproblems
—Au=\ in €2
u=>0 auf OS2
mit Q = (0, L) x (0, H) sind von der Form
m\* (kN
A=|—= —
(52
u(z,y) = sin(k%x) sin(%y)
mit k, ¢ € N*.

XIV.4.2. Die Poissongleichung im Rechteck. Sei wieder () =
(0,L) x (0,H). Wir betrachten die Poissongleichung mit Dirichlet-
Randbedingungen



XIV.4. DIE POISSONGLEICHUNG 517

—Au=f inQ
u=g auf 0f.

Definiere die Fortsetzung GG : {2 — R der Randwerte g durch
Y Y
G(z,y) = 9(z,0)1 — ) + g(z, H) -

H
+19(0.) = (0,01 = 1) = 9(0. H) 7)1 = 7)
+[9(L.y) = 9(L,0)(1 = 5) + (L. H) =] 7
Dann 16st
v=u—G
die Poissongleichung
—Av=F in €2
v=20 auf 0f)
mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen und rechter Seite
F=f+AG.

Fiir festes y € (0, H) konnen wir die Funktion F' bzgl. z ungerade zu
einer 2L-periodischen Funktion fortsetzen und die Fourier-Reihe bzgl.
x dieser Fortsetzung wie in Abschnitt XIII.2.1 (S. 480) berechnen. Die
Fourier-Koeffizienten sind dann Funktionen von y. Diese konnen un-
gerade zu 2H-periodischen Funktionen fortgesetzt und in eine Fourier-
Reihe bzgl. y entwickelt werden. Insgesamt erhalten wir eine doppelte

Fourier-Reihe
k: ¢
E g FkgSiIl Ty sin(ﬁwy)

keN* LeN*

mit

r
Fy = ——/ / (x,y)sin Tm) sm(H y)dzdy.

Fiir v machen wir nun den Ansatz

Z Zv sin( k—ﬂx sin(gﬂ )
ke Hy :

keN* LeN*
Einsetzen in die pDgl und Vergleich der Fourier-Koeffizienten ergibt
kr o, Um
[t
Unter geeigneten Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsannahmen an f

und ¢ kann man zeigen, dass die Fourier-Reihe fiir v konvergiert. Man
erhélt dann insgesamt:

2:| Vgp = ﬁkg k‘,g e N*.
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Die Losung u der Poisson-Gleichung

—Au=f
u=g
im Rechteck Q = (0, L) x (0, H) ist gegeben durch
u=v+G
mit
Gla,y) = 9(x,0)(1 = 5) +g(w, )
+[9(0,y) — 9(0,0)(1 —
+19(Lyy) = 9(L,0)(L — ) — g(L, H
und -
yY) = G(z,y,&,n)F (& n)déd
v(z,y) /0 /0 (@, y,&n)F(E n)dédn
mit

3

/0 k
sin( 7 y) sin(~-€) sin(—n)

in Q
auf 02

k
5 sin(lx)-

L
2

XIV.4.3. Das Eigenwertproblem im Kreis. Sei nun
Q= Br(0) = {(z,y) : 2* + y* < R*}

der Kreis um den Nullpunkt mit Radius R. Wir betrachten wieder das
Eigenwertproblem aus Abschnitt XIV.4.1 (S. 514). Dazu fiihren wir

ebene Polarkoordinaten ein

T =Tcosyp, Y =rsiney,

0<r<R,

0 << 2m.

GeméB Beispiel VIIL.2.19 (S. 293) lautet die pDgl in den Polarkoordi-

naten dann

BEICTET
ror T(??" r2 02 -
u=~0

in (0, R) x [0, 2m)
fir r = R.

Wir machen wieder einen Separationsansatz

u(r, o) = v(r)®(yp)
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und bezeichnen mit ’ die Ableitung bzgl. » und mit = diejenige bzgl. ¢
Dann erhalten wir die beiden gDglen

d = uo,
—r(rv') —r* v =

mit einer unbekannten Konstanten u. Aufgrund unseres Ansatzes muss
die Funktion ® 27-periodisch sein. Daher erhalten wir fiir 4 und ® die
Losungen

p=0,
P(p) =1
und mit k£ € N*
p=—k,
®(p) = cos(ky)

und

P(p) = sin(ky).
Damit lautet die Bestimmungsgleichung fiir v und A
20" + 10"+ (rPA = kv =0

mit £ € N. Da wir uns in Abschnitt XIV.4.1 (S. 514) schon iiberlegt
haben, dass A > 0 sein muss, konnen wir den Ansatz

v(r) = w(p),
p=\Ar
machen. Wir erhalten dann fiir w die gDgl
Zydw  dw 5 19
p? pre +pd + (p* — kF)w = 0.

Dies ist die Besselsche Differentialgleichung aus Beispiel 1X.1.2 (S. 326)
mit der Losung

w(p) = Jr(p)
_ 1 /7r cos(psint — kt)dt.

™

Hieraus ergibt sich fiir v

o(r) = Je(Vr)
_1 /W cos(VArsint — kt)dt.

T
Der Eigenwert A\ wird durch die Randbedingung
v(R) =0

festgelegt.
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Insgesamt erhalten wir:

Die Eigenfunktionen des Laplace-Operators auf dem Kreis
Bgr(0) sind von der Form

Je(V/ Arr) cos(kyp) Lk €N,
T er)sin(te) (€N

1 T
Jn(z) = —/ cos(xsint — nt)dt.
0

™
Die Eigenwerte )\, £ € N, sind festgelegt durch die Bedin-

gung
Jo(v/\R) = 0.

XIV.4.4. Die Poissongleichung im Kreis. Sei wieder 2 =
Bpr(0) der Kreis um Null mit Radius R. Wir betrachten die Poisson-
gleichung mit Dirichlet-Randbedingungen

—Au=f inQ
u=g auf 0f.

In Polarkoordinaten lautet diese pDgl
10, ou 1 0%*u
——(r=—)— == = fir0<r<RO0<p<?2
r&r(rar) r2 0p? s V=P ST
u(R, @) = g(p) fir 0 < < 27.

Wir setzen nun die Randdaten ¢ fort und definieren dazu
G(r,p) = %g(tp) 0<r<R, 0<¢p<o2r
Fiir
v=u—G
erhalten wir dann die pDgl

10, Ov 1 0%
L (r Y =F fir0<r<RO<p<?2
r Or rar r2 0p? s =Y "

v(R,p) =0 fir 0 < p <27
mit homogenen Dirichlet Randbedingungen und rechter Seite
F=f+AG.
Wir entwickeln F' in eine Fourier-Reihe bzgl. ¢

Fr,) ~ Y Fi(r)e™

kEZ
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mit

~ 1 [27 .

R =5 [ Firppe g

2 Jo
und machen fiir v den Fourier-Ansatz
o(r, p) ~ ka(r)eﬂw-
keZ

Einsetzen in die pDgl und Vergleich der Fourier-Koeffizienten liefert
fiir die v die gDglen
1, ,., K ~
—— —wu=F, ke
r(“’k;) + ol K

Dies sind lineare gDglen 2. Ordnung mit variablen Koeffizienten. Wir
gehen zur Losung dhnlich vor wie in Abschnitt VI.3 (S. 233) und be-
stimmen zunéchst die allgemeine Losung der homogenen Gleichung. Sei
dazu k € Z\{0} beliebig, aber fest gewéhlt. Wir machen den Ansatz

wg(r) =r®
fiir eine Losung der homogenen Gleichung und erhalten die Bestim-
mungsgleichungen
2
0= %(rozra_l)' + %ra
= —a’r*? 4 Ere?
= (k* — a®)r* 2,
Also lautet die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
wi(r) = apr® 4 brr .
Fiir £ = 0 erhalten wir die allgemeine Losung
wo(r) = ag + by Inr.

Fiir uns sind aber nur die Losungen von Interesse, die fiir r — 0 be-
schrankt bleiben. Daher machen wir zur Lésung der inhomogenen Glei-
chung den Variation-der-Konstanten-Ansatz

ve(r) = ap(r)r™ ke Z.

Einsetzen in die gDgl ergibt dann mit ein wenig Rechnung fiir alle
k € Z die Bestimgmungsgleichung

1 ~
20k|+1 11 _

fiir die ax. Wegen der Randbedingung ay(R) = 0 ergibt sich hieraus die
Losung

vo(r) =

ao(r)
Rl s
:/ —/ TFy(T)drds
r SJo



522 XIV. PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

s=R

= —lns/ TﬁO(T)dT
0

s=r

R
+/ Ins — sFy(s)ds

R
= —lnR/ sFo(s)ds
0
+ ln’r/ sEy(s)ds
0
R A~
—|—/ sln sFy(s)ds
und fiir £ > 0
vp(r) = r¥lag(r)

1 —2|k| /s |k|+1 15 =R
——5 TP B (T)dT
2|k| 0

S
S=T

R 1 s R
B _TW/ S2IR / T Fy(7)drds
r 0

R 4 N
+ /T Ms_mklslk'HFk(s)ds
1

R

— [kl p—2|k| |kl+1

=—7r"IR / s Fr(s)ds
o o

1

BT / L ()4
r s 1 (s)ds
o), s )

Lo [
- —7 s~ (s)ds.
ok / (

Unter geeigneten Voraussetzungen an f und g kann man wieder zeigen,
dass die Fourier-Reihe fiir v konvergiert. Insgesamt erhalten wir:

Die Losung u der Poissongleichung mit Dirichlet-Randbe-
dingungen

—Au=f in €2
u=gq auf 002
im Kreis um Null mit Radius R ist gegeben durch
u=v+G

mit
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oo

o) = 3 wlr)e

k=—o00

und

R
vo(r) =—InR [ sFy(s)ds
0

+Inr / sﬁo(s)ds
0

R
+ / slnsFy(s)ds

A (O

—r_k/ s (5)ds
0

R A~
— r|k|/ s“kHle(s)dS}, k#0,

~ 1

2
R =5 [ Flop)e g ket

F=f+AG.
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Zusammenfassung

I Zahlen und Vektoren

1. Mengen und Abbildungen
Mengen; Elemente; leere Menge; Teilmengen; Gleichheit von Men-
gen; Mengenoperationen; disjunkte Mengen; Abbildungen, Funk-
tionen; Definitions- und Wertebereich; injektiv, surjektiv, bijektiv;
Umkehrabbilung; Komposition; Gleichheit von Abbildungen

2. Die reellen Zahlen
N, N*, Z, Q, R; Ungleichungen und Eigenschaften; Intervalle; +o0;
beschréinkte Mengen; Infimum und Supremum; Betrag; Eigenschaf-
ten des Betrages, Dreiecksungleichung; Induktionsprinzip; geome-
trische Summenformel; Bernoulli-Ungleichung; rekursive Definiti-
on; Potenzen; Fakultéiten; Binomialkoeffizienten; eine n-elementige
Menge hat (Z) k-elementige Teilmengen; Eigenschaften der Bino-
mialkoeflizieten

3. Die Ebene
Kartesische Koordinatensysteme; Achsen; Ursprung; Graph einer
Funktion; Gerade, Kreis, Ellipse, Hyperbel, Parabel; Winkel; Bo-
genmaf; Drehungen; Umrechnung zwischen gedrehten Koordinaten-
systemen

4. Vektoren
Vektoren; Addition; Parallelogrammregel; skalare Vielfache; Betrag;
Dreiecksungleichung; Winkel; Skalarprodukt; Orthogonalitéit; Cau-
chy-Schwarzsche Ungleichung; orthogonale Zerlegung; Vektorpro-
dukt; Eigenschaften; Spatprodukt; Eigenschaften; Volumen von Te-
traedern; Koordinatendarstellung; Ortsvektor; Darstellung von Ska-
lar-, Vektor- und Spatprodukt; Flache von Dreiecken; nichtorthoga-
nale Zerlegung

5. Geraden und Ebenen
Darstellungen einer Geraden: Punkt-Richtungs-Gleichung, Zwei-
Punkte-Gleichung, Momentengleichung; Koordinatendarstellungen;
Absténde zwischen Punkte und Geraden und zwischen Geraden;
Darstellungen einer Ebene: Parameterdarstellung, Determinanten-
form, Normalengleichung, Hesse-Normalform; Koordinatendarstel-
lungen; Schnittgerade zweier Ebenen; Abstédnde von Punkten, Gera-
den und Ebenen zu Ebenen; Winkel zwischen Ebenen und Geraden

6. Die komplexen Zahlen
Definition; Addition, Subtraktion; Multiplikation, Division; Betrag;
konjugiert komplexe Zahl; geometrische Interpretation; Rechenre-
geln; Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus; Wurzeln; eine kom-
plexe Zahl hat genau n verschiedene n-te Wurzeln; quadratische
Gleichungen

525



526

ZUSAMMENFASSUNG

IT Lineare Algebra

1. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Matrizen, Zeilen- und Spaltenvektoren; Rechenregeln; Nullmatrix
und Nullvektor; Basen des R™ und R'*™; lineare Gleichungssyste-
me und Matrizen; Koeffizienten, Absolutglieder, Koeffizientenma-
trix, rechte Seite; Losungsvektor; homogene und inhomogene LGS;
ein homogenes LGS besitzt stets die triviale Losung; ein inhomo-
genes LGS besitzt entweder genau eine, keine oder unendlich viele
Losungen; Gaufisches Eliminationsverfahren; Rang einer Matrix

2. Die Matrixmultiplikation

Produkt von Zeilen- und Spaltenvektoren; Produkt von Matrizen;
Matrixprodukt ist nicht kommutativ; Einheitsmatrix; Rechenregeln
fiir das Produkt; transponierte Matrix; Rechenregeln fiir die Trans-
position; symmetrische und schiefsymmetrische Matrizen; invertier-
bare und singuldre Matrizen; Rechenregeln fiir inverse Matrizen;
Gauflsches Eliminationsverfahren zur Berechnung der inversen Ma-
trix; Charakterisierung inverser Matrizen; Aufwand des Gaufischen
Eliminationsverfahrens; Idee der LR~Zerlegung; Durchfithrung; Auf-
wand

3. Determinanten

Determinante einer 2 x 2 und 3 x 3 Matrix; Formel von Sarrus;
Determinante einer n x n Matrix; A invertierbar <= det A # 0;
Rechenregeln: Determinante kann nach beliebiger Zeile oder Spalte
entwickelt werden, Determinante ist linear in jeder Zeile und Spalte,
Determinante ist alternierend, Determinante einer Dreiecksmatrix
ist das Produkt der Diagonalelemente, det AT = det A, det(AB) =
(det A)(det B); Cramersche Regel zur Losung eines LGS; Aufwand
n!; Darstellung von Kegelschnitten durch Determinanten

4. Eigenwerte und Eigenvektoren

A Eigenwert von A <= db # 0 mit Ab = Ab, b heifit Ei-
genvektor; charakteristisches Polynom y4(\) = det(4 — A\I); EW
sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms; algebraische
und geometrische Vielfachheit eines EW; Spur einer Matrix; Spur A
ist die Summe der EW; det A ist das Produkt der EW; Berech-
nung der EW und EV: Stelle das charakteristische Polynom auf,
bestimme alle seine Nullstellen, l6se fiir jeden EV A das homo-
gene LGS (A — AI)x = 0; Numerische Verfahren: Potenzmetho-
de, Rayleigh-Quotienten, inverse Iteration von Wielandt, inverse
Rayleigh-Quotienten, Berechnung eines EV; Rechenregeln; &hnli-
che Matrizen; dhnliche Matrizen haben die gleichen EW; diagona-
lisierbare Matrizen; nicht jede Matrix ist diagonalisierbar; ortho-
gonale Matrizen; A orthogonal <= AT = A~!; A orthogonal
= |det A] = 1; Drehmatrizen; Householder-Matrizen; symmetri-
sche Matrizen; eine symmetrische n x n Matrix hat n reelle EW
und n zugehorige EV; symmetrische Matrizen sind diagonalisierbar;
Schursche Normalform; Hauptvektoren; jede n x n Matrix besitzt n
linear unabhéngige Hauptvektoren; Berechnung der Hauptvektoren
und der Schurschen Normalform einer Matrix

5. Quadratische Formen

Quadratische Polynome; quadratische Formen; Quadriken; Normal-
formen; Bestimmung der Normalform; Normalformen ebener und



ZUSAMMENFASSUNG 527

raumlicher Quadriken; positiv definite, negativ definite, indefinite,
positiv semidefinite und negativ semidefinite Matrizen und quadra-
tische Formen; A positiv definit <= alle EW sind positiv; A
positiv definit <= die Determinanten aller Hauptmatrizen sind
positiv
6. Vektorrdume und lineare Abbildungen

Vektrorraumaxiome; Beispiele; Unterrdume; Linearkombination; li-
neare Hiille; linear abhéngig, linear unabhéngig; uy,...,u, € R™
linear unabhéngig <= Rang(ui,...,u,) = n; je n > m Vek-
toren in R™ sind stets linear abhingig; Basis; endlich dimensio-
nale Vektorrdume; Dimension; Eigenschaften von Basen und end-
lich dimensionale Vektorrdume; nicht jeder Vektorraum ist end-
lich dimensional; Skalarprodukt; Cauchy-Schwarzsche Ungleichung;
Norm; Dreiecksungleichung; orthogonale und normierte Vektoren;
Orthonormalsysteme; Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren;
lineare Abbildungen; Matrixdarstellung linearer Abbildungen; Ma-
trixdarstellung hangt von gewéhlten Basen ab; Komposition linea-
rer Abbildungen entspricht der Multiplikation der zugehorigen Ma-
trizen; dhnliche Matrizen stellen dieselbe lineare Abbildung bzgl.
verschiedener Basen dar

IIT Stetigkeit

1. Folgen
Folgen, Folgenglieder; Beispiele; Summe, Produkt, Quotient von
Folgen; beschrinkte Folgen; monoton wachsende und monoton fal-
lende Folgen; Teilfolgen

2. Grenzwerte von Folgen

Konvergenz von Folgen; Definition des Grenzwertes; Nullfolgen;
Summen, Produkte, Quotienten konvergenter Folgen sind konver-
gent, der Grenzwert ist Summe, Produkt, Quotient der Grenzwer-
te; konvergent = beschriinkt; beschriinkt # konvergent; Teilfolgen
konvergenter Folgen sind konvergent; monoton und beschrinkt =
konvergent; Ungleichungen bleiben unter Konvergenz erhalten; Ex-
ponentialfunktion; Eulersche Zahl; Eigenschaften der Exponential-
funktion; Konvergenz gegen oo

3. Stetigkeit
Stetigkeit; Beispiele; Summe, Differenz, Produkt, Komposition ste-
tiger Funktionen ist stetig; Quotient stetiger Funktionen ist in al-
len Punkten stetig, in denen der Nenner nicht verschwindet; steti-
ge Funktionen auf beschrankten, abgeschlossenen Intervallen sind
beschrénkt und nehmen Maximum und Minimum an; Aussage gilt
nicht fiir offene, halboffene oder unbeschréinkte Intervalle; Zwischen-
wertsatz und Anwendungen; stetige Funktionen auf beschriankten,
abgeschlossenen Intervallen sind gleichméfig stetig; Aussage gilt
nicht fiir offene, halboffene oder unbeschrinkte Intervalle; links-
und rechtsseitige Grenzwerte; stetig <= links- und rechtsseiti-
ger Grenzwert existieren, sind endlich und stimmen {iberein; Po-
lynome; Zerlegung in Linearfaktoren; Polynome ungeraden Grades
haben mindestens eine reelle Nullstelle; Polynome vom Grad n ha-
ben unter Beriicksichtigung der Vielfachheit n komplexe Nullstellen;
rationale Funktionen; rationale Funktionen sind in allen Punkten
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stetig, in denen das Nennerpolynom nicht verschwindet; Definiti-
on von tan, cot; die trigonometrischen Funktionen sind auf ihrem
Definitionsbereich stetig; die Exponentialfunktion ist stetig und bi-
jektiv von R nach (0, c0); Logarithmusfunktion In : (0,00) — R ist
die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion; In ist monoton

IV Differentiation

1. Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion

Definition der Ableitung; geometrische, analytische und physika-
lische Deutung der Ableitung; differenzierbar = stetig, Umkeh-
rung ist falsch; Differentiationsregeln, Produkt- und Quotientenre-
gel; Polynome und rationale Funktionen sind auf ihrem Definitions-
bereich differenzierbar, die Ableitung ist wieder ein Polynom bzw.
eine rationale Funktion; trigonometrische Funktionen sind auf ihrem
Definitionsbereich differenzierbar; Kettenregel; rekursive Definition
hoherer Ableitungen; p Polynom vom Grad k = p(™) = 0 fiir n > k

2. Anwendungen der Differentiation

Maxima und Minima; T innerer Punkt, f differenzierbar in =, T Ex-
tremum = f'(Z) = 0; Mittelwertsatz; Satz von Rolle; f/'(z) = 0
fiir alle x+ = f ist konstant; Extremwerttest; Wendepunkte; Wen-
depunkttest; Regeln von de I’'Hopital; Fixpunkte; Fixpunktiterati-
on, a priori und a posteriori Fehlerabschitzung; Newtonverfahren;
geometrische Interpretation; quadratische Konvergenz; Kessel oder
Divergenz bei ungiinstigem Startwert; Verfahren von Heron; divisi-
onsfreie Berechnung von Reziproken

3. Umkehrfunktionen

Satz {iber die Umkehrfunktion; Ableitung der Umkehrfunktion; n-te
Wurzel; rationale Exponenten; arccos, arcsin, arctan, arccot

4. Die Exponential- und Logarithmusfunktion

exp’ = exp; exp(z + y) = exp(z)exp(y); die Exponentialfunktion
wiichst schneller als jede Potenz; In’(x) = %; die Logarithmusfunk-
tion wichst langsamer als jede Wurzel; a”; log,; sinh, cosh, tanh,
arsinh, arcosh, artanh

V Integration

1. Das bestimmte Integral

Definition des bestimmten Integrals; Integral ist linear, monoton
und additiv; Mittelwertsatz der Integralrechnung; Stammfunktio-
nen; Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung; unbestimm-
tes Integral

2. Integrationsregeln

Linearitét; partielle Integration; 1. Version der Substitutionsregel;
Orthogonalitdtsbeziehungen der Sinus- und Cosinus-Funktionen; 2.
Version der Substitutionsregel; Integration gerader und ungerader
Funktionen iiber symmetrische Intervalle

3. Integration rationaler Funktionen

Partialbruchzerlegung; Integration der Partialbriiche; Transforma-
tion von Integralen verallgemeinerter rationaler Funktionen auf In-
tegrale rationaler Funktionen

4. Uneigentliche Integrale

Definition; [~ 2~ %dz existiert fiir o > 1; fol r~%dx existiert fiir
a < 1; Konvergenzkriterium durch Vergleich mit x~%; Eulersche
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Gammafunktion I'(z); Eigenschaften: T'(1) = 1, T'(z + 1) = zT'(z),
I'(n+1) =n!

5. Ebene Kurven; Langen- und Fldchenmessung
Parameterdarstellung einer ebenen Kurve; Parameterdarstellung
von Graphen, Geraden, Kreisen, Ellipsen, Zykloiden; Tangente; Nor-
male; reguldre Parameterdarstellung; Lange einer Kurve; Bogenlan-
ge; Kritmmung; Kurve hat konstante Kriimmung x # 0 <= Kurve
ist ein Kreis mit Radius ﬁ; Kriimmungskreis; Polardarstellung ei-
ner ebenen Kurve; Lange einer Kurve in Polardarstellung; Fléchen-
inhalt einer durch zwei Graphen berandeten Fliche; Sektorflichen;
Leibnizsche Sektorformel; Volumen von Rotationskérpern; Mantel-
fliche von Rotationskérpern

6. Numerische Integration
Quadraturformeln; Knoten, Gewichte und Ordnung; Mittelpunkts-,
Trapez- und Simpsonregel; Newton-Cotes-Formeln; Gauf3-Formeln;
zusammengesetzte Quadraturformeln; Fehler zusammengesetzter
Quadraturformeln; Romberg-Verfahren; Fehler des Romberg-Ver-
fahrens

VI Gewdhnliche Differentialgleichungen 1I: Skalare Gleichun-
gen

1. Einfiihrung
Gewdhnliche Differentialgleichung; Ordnung; autonom; Losung ei-
ner gewohnlichen Differentialgleichung; allgemeine, partikuldre und
singuldre Losung; Anfangswertproblem; lokale Losung eines An-
fangswertproblems; sachgeméfl gestellte Probleme; Richtungsfeld;
nicht jede gewohnliche Differentialgleichung ist sachgeméfl gestellt

2. Differentialgleichungen 1. Ordnung
Trennung der Variablen: Bestimmen der allgemeinen Losung der
gDgl, Losen des AWP; lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung;
homogene und inhomogene lineare Differentialgleichungen; allge-
meine Losung der homogenen gDgl; Bestimmung einer partikuldren
Losung der inhomogenen gDgl mit der Methode der Variation der
Konstanten; homogene Differentialgleichungen; Bestimmung der all-
gemeinen Losung; Bernoulli-Differentialgleichung; Ricatti-Differen-
tialgleichung

3. Differentialgleichungen 2. Ordnung
Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten; homo-
gene und inhomogene gDgl; Bestimmung der allgemeinen Losung
der homogenen gDgl, charakteristisches Polynom; Bestimmung ei-
ner partikuldren Losung der inhomogenen gDgl, Wronski-Determi-
nante; Differentialgleichungen der Form y” = f(z,y’); Differential-
gleichungen der Form y"” = f(y,y’)

4. Numerische Losung gewohnlicher Differentialgleichungen
Explizites und implizites Eulerverfahren; Verfahren von Crank-Ni-
colson; Einschrittverfahren; Verfahrensfunktion; lokaler Verfahrens-
fehler; Ordnung; Runge-Kutta-Verfahren; klassisches Runge-Kutta-
Verfahren; SDIRK-Verfahren; Stabilitéit; explizite Verfahren haben
mangelnde Stabilitéit; A-stabil; implizite Eulerverfahren, Verfahren
von Crank-Nicolson und SDIRK-Verfahren sind A-stabil
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VII Potenzreihen

1. Reihen

Definition; Partialsummen; Konvergenz; geometrische Reihe; har-
monische Reihe; alternierende harmonische Reihe; absolute und be-
dingte Konvergenz; alternierende harmonische Reihe ist bedingt
konvergent; absolut konvergent = konvergent; konvergent =—- Rei-
henglieder bilden Nullfolge; Leibnizkriterium; Majorantenkriterium;
Quotientenkriterium; Summen und Vielfache konvergenter Reihen;
Cauchy-Produkt

2. Potenzreihen

Definition; Konvergenzradius; Bestimmung des Konvergenzradius:
mittels Quotienten, mittels Wurzeln; Verhalten am Rand des Kon-
vergenzbereiches; Potenzreihen stellen Funktionen dar; gliedweise
Differentiation von Potenzreihen; gliedweise Integration von Potenz-
reihen; Potenzreihen der Exponential-, Logarithmus-, trigonometri-
schen und inversen trigonometrischen Funktionen; Binomialoreihe;
Potenzreihen mit beliebigem Entwicklungspunkt; Koeffizientenver-
gleich

3. Taylorreihen

Taylorpolynom; Taylorformel; Restglied; Extremwerttest; Taylorrei-
he; Darstellung von Funktionen durch Taylorreihen; Taylorreihen
der hyperbolischen und der inversen trigonometrischen Funktionen

4. Anwendungen

Grenzwertbestimmung, Nidherungsformeln und Integration mittels
Taylorreihen; Taylorreihenansatz zur Losung gDglen

VIII Differentiation von Funktionen in mehreren Variablen

1. Kurven im R"

Parameterdarstellung einer Kurve; Tangentialvektor; Anfangs- und
Endpunkt einer Kurve; reguldre Kurven; Bogenlidnge; Lénge; be-
gleitendes Dreibein; Hauptnormalen- und Binormalenvektor; Kriim-
mung; Torsion; Kriimmung und Torsion einer Schraubenfeder

2. Reellwertige Funktionen mehrerer reeller Verénderlicher

Betrag eines Vektors; offener Ball mit Mittelpunkt a und Radius
r; innere Punkte; Randpunkte; abgeschlossene Mengen; beschrank-
te Mengen; kompakte Mengen; Beispiele; Niveaumengen; Graphen;
Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen mehrerer Verédnderli-
cher; stetige Funktionen nehmen auf kompakten Mengen ihr Mi-
nimum und Maximum an; partielle Ableitungen; Gradient; stetige
partielle Differenzierbarkeit; Vertauschbarkeit der partiellen Ablei-
tungen; totale Ableitung und lineare Approximation; totale Diffe-
renzierbarkeit; stetig total differenzierbar <= stetig partiell dif-
ferenzierbar; Naherungsberechnung; Richtungsableitungen; Ketten-
regel; Transformation auf ebene und rdumliche Polarkoordinaten;
Laplace-Operator und seine Darstellung in kartesischen Koordina-
ten und Polarkoordinaten
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3. Anwendungen der Differentiation

Gradient gibt Richtung des stidrksten Anstiegs; Gradientenverfah-
ren zur Bestimmung von Maxima und Minima; Tangenten; Tan-
gentialebene; Normalendarstellung der Tangentialebene; Taylorfor-
mel fiir Funktionen mehrerer Verdnderlicher; Taylorpolynom; Hesse-
Matrix; Schmiegequadriken; Satz tiber implizite Funktionen; Be-
stimmung der Ableitung impliziter Funktionen; Losung nichtlinea-
rer Gleichungssysteme; lokale Extrema; stationdre Punkte; loka-
les Extremum = stationérer Punkt; Extremwerttest mittels der
Hesse-Matrix; Extrema unter Nebenbedingungen; Lagrange-Multi-
plikatoren; Bestimmen der Extrema auf kompakten Mengen

4. Vektorwertige Funktionen
Differentiation; Jacobi-Matrix; Newtonverfahren zur Losung nicht
linearer Gleichungssysteme; Kettenregel; Basiswechsel; raumliche
Skalaren- und Vektorfelder; starre Drehungen; Zentralfelder; lami-
nare Rohrstromung; Gradient; Divergenz; Rotation; Laplace-
Operator; Nabla-Operator; Koordinateninvarianz von Divergenz,
Gradient und Rotation; wirbel- und quellfreie Felder

IX Integration von Funktionen in mehreren Variablen

1. Parameterintegrale
eigentliche und uneigentliche Parameterintegrale; Gammafunktion;
Besselfunktionen; Fourier-Transformation; Differentiation von ei-
gentlichen Parameterintegralen; Besselsche Differentialgleichung;
Differentiation bei variablen Integrationsgrenzen; Differentiation
von uneigentlichen Parameterintegralen; Ableitungen der Gamma-
funktion

2. Kurvenintegrale
Kurvenintegral einer skalaren Funktion; Rechenregeln; Trigheits-
momente; Schwerpunkt; Kurvenintegral eines Vektorfeldes; ge-
schlossene Kurven; Gradientenfeld; Potential; Stammfunktion; Satz
von Poincaré; Methoden zur Bestimmung einer Stammfunktion

3. Integration iiber ebene Bereiche
Fldcheninhalt; messbare Mengen; Nullmengen; Doppel- oder Ge-
bietsintegral; geometrische Deutung; Rechenregeln; Mittelwertsatz;
praktische Berechnung von Doppelintegralen; Satz von Green; An-
wendungen; Satz von Gaufl in der Ebene

4. Integration iiber Fldachen im Raum
Parameterdarstellung einer Fliache; Tangentialebene; Normalenvek-
tor; metrische Fundamentalgréfien; Rand einer Fliche; Drehflichen;
Sphére; Torus; Wendelfldche; Flicheninhalt; Oberflachenintegral ei-
ner skalaren Funktion; Transformationsformel fiir Gebietsintegra-
le; affine Koordinaten; Polarkoordinaten; elliptische Koordinaten;
Fluss eines Vektorfeldes; orientierbare Fliachen; Beispiele; Mdbius-
band ist nicht orientierbar; Satz von Stokes; Anwendungen

5. Integration iiber dreidimensionale Bereiche
Volumen; Nullmengen; regulére Mengen; Dreifach- oder Volumenin-
tegral; praktische Berechnung von Dreifachintegralen; Jacobi- oder
Funktionaldeterminante; Transformationsformel fiir Volumeninte-
grale; affine Koordinaten; Zylinderkoordinaten; Kugelkoordinaten;
Satz von Gauf}; Anwendungen; Kontinuitétsgleichungen der Stro-
mungsmechanik
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X Gewohnliche Differentialgleichungen II: Systeme

1. Existenz- und Eindeutigkeitsséitze

Gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung; Anfangswertpro-
blem; Losung; Reduktion der Ordnung; Schwingungsgleichung; Lip-
schitz-stetige Funktionen; Zusammenhang mit Differenzierbarkeit;
Satz von Picard-Lindlof; stetige Abhéngigkeit der Losung eines An-
fangswertproblems von den Anfangsbedingungen

2. Differentialgleichungen 1. Ordnung

Exakte Differentialgleichungen; Losung exakter Differentialgleichun-
gen; integrierende Faktoren; Methoden zur Bestimmung integrieren-
der Faktoren; Riuber-Beute-Modelle

3. Systeme linearer Differentialgleichungen

Homogene und inhomogene Gleichungen; partikuldre Losung; allge-
meine Losungen; Fundamentalsysteme und ihre Bestimmung;
Wronski-Determinante; Methode der Variation der Konstanten; ho-
mogene Systeme mit konstanter, symmetrischer Matrix; homogene
Systeme mit konstanter, allgemeiner Matrix; lineare Differentialglei-
chungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

4. Stabilitét

Motivation der Problemstellung; Ljapunov-Stabilitéit; asymptoti-
sche Stabilitdt; Instabilitédt; Stabilitdt von linearen Systemen mit
konstanter Matrix; Stabilitdt von gestorten linearen Systemen; au-
tonome Systeme und ihre Stabilitéit

XI Stochastik I: Diskrete Modelle

1. Modelle fiir Zufallsexperimente

Ergebnisse oder Elementarereignisse; Ergebnismenge; Ereignisse;
Potenzmenge; Wahrscheinlichkeitsverteilung oder -mafl; Wahr-
scheinlichkeit; Wahrscheinlichkeitsraum; Wahrscheinlichkeitsfunkti-
on; Laplace-Experimente; Urnenmodelle: Stichproben in Reihen-
folge mit Riicklegen, Stichproben in Reihenfolge ohne Riicklegen,
Stichproben ohne Reihenfolge ohne Riicklegen, Stichproben ohne
Reihenfolge mit Riicklegen; Anwendungsbeispiele; hypergeometri-
sche Verteilung; Multinomialkoeffizienten; Identitédten fiir Binomi-
alkoeffizienten

2. Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhéngigkeit

Bedingte Wahrscheinlichkeiten; Beispiele; Produktformel; Formel
der totalen Wahrscheinlichkeit; Formel von Bayes; Anwendungen;
Unabhéngigkeit; Produktexperimente; Produkte von Wahrschein-
lich-

keitsraumen; Bernoulliexperiment und -verteilung; Binomialvertei-
lung; Multinomialverteilung; geometrische Verteilung; negative Bi-
nomialverteilung oder Pascalverteilung

3. Zufallsvariable, Erwartungswert, Varianz

Zufallsvariable; Beispiele; Stabdiagramme; gemeinsame Verteilungs-
funktion; Unabhéngigkeit; Erwartungswert; Erwartungswert der Bi-
nomialverteilung; Erwartungswert der hypergeometrischen Vertei-
lung; Varianz; Kovarianz; Streuung; Standardabweichung; Korrela-
tionskoeffizient; unkorrelierte Zufallsvariable; Varianz der Binomi-
alverteilung; Varianz der hypergeometrischen Verteilung; schwaches
Gesetz der groflien Zahl; Anwendungen
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4. Grundbegriffe der Schéatztheorie
Motivation; allgemeiner Rahmen; Schétzer; Maximum-Likelihood
Schétzer; Erwartungstreue; Mittelwert; mittlerer quadratischer Feh-
ler

5. Approximationen der Binomialverteilung
Stirlingsche Formel; Dichte der Standard-Normalverteilung; Satz
von Moivre-Laplace; Verteilungsfunktion der Standard-Normalver-
teilung; Anwendungen; Poissonapproximation; Poissonverteilung
6. Tests
Motivation; Hypothese; Annehmen und Verwerfen einer Hypothe-
se; Verwerfungsbereich oder kritischer Bereich; Fehler erster und
zweiter Art; Teststatistik; kritischer Wert; Giitefunktion

XII Stochastik II: Allgemeine Modelle
1. Wahrscheinlichkeitsmafle mit Dichten

Ergebnismengen; o-Algebren; Borelmengen; Wahrscheinlichkeits-
mafle; Wahrscheinlichkeitsrdume; Dichten; Gleichverteilung auf ei-
nem Intervall; Exponentialverteilung; Normalverteilung; Produkt-
dichten

2. Zufallsvariable und ihre Momente
Messbare Funktionen; Zufallsvariable; Verteilungsfunktion; Dichte;
Unabhéngigkeit; Faltung; Faltung von Normalverteilungen; Erwar-
tungswert; Eigenschaften des Erwartungswertes; Varianz; Eigen-
schaften der Varianz

3. Schétzverfahren
Maximum-Likelihood Schétzung; Methode der kleinsten Quadrate;
Regressionsgerade; Median

4. Tests
Likelihood-Quotienten; Likelihood-Quotienten Test; ¢-Test; y2-Test;
Anwendungen

XIII Fourier-Analysis

1. Trigonometrische Polynome und Reihen
Periodische Funktionen; direkte periodische Fortsetzung; gerade pe-
riodische Fortsetzung; ungerade periodische Fortsetzung; trigono-
metrische Polynome; trigonometrische Reihen

2. Fourier-Reihen
Fourier-Koeflizienten; Fourier-Reihe; Rechteckschwingung; Rechen-
regeln; Bessel-Ungleichung; Riemann-Lemma; Konvergenz der
Fourier-Reihe einer Funktion; Parseval-Gleichung; Anwendung auf
gewOhnliche Differentialgleichungen

3. Die Fourier-Transformation
Fourier-Transformation; Fourier-Transformierte einer Funktion;
Rechteckimpuls; Rechenregeln; Fourier-Transformierte einiger wich-
tiger Funktionen; Existenz und Eindeutigkeit der Fourier-Transfor-
mierten; Parseval-Gleichung

XIV Partielle Differentialgleichungen

1. Einfithrung
Beispiele: Membrangleichung, Plattengleichung, Gasgleichung,
Wirmeleitungsgleichung, Grundwasserstromung, Wellengleichung;
Differentialoperatoren; Hauptteil; quasilinear; Koeffizienten; Diffe-
rentialgleichung; Typen: elliptisch, parabolisch, hyperbolisch; Rand-
bedingungen: Dirichlet, Neumann, gemischt
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2. Die Warmeleitungsgleichung
Kompabilitatsbedingung; Fortsetzung der Randwerte; Losung der
homogenen Gleichung mit homogenen Randbedingungen; Separa-
tionsansatz; Losung der inhomogenen Gleichung mit homogenen
Anfangs- und Randbedingungen; Integraldarstellung; Wéarmelei-
tungskern; hohere Raumdimensionen; Zusammenhang mit dem Ei-
genwertproblem fiir den Laplace-Operator

3. Die Wellengleichung
Losung der homogenen Gleichung mit homogenen Randbedingun-
gen; Separationsansatz; Losung der inhomogenen Gleichung mit ho-
mogenen Anfangs- und Randbedingungen; Integraldarstellung; Wel-
lengleichungskern; héhere Raumdimensionen; Ddmpfung

4. Die Poissongleichung
Losung des Eigenwertproblems im Rechteck; Losung der Poisson-
gleichung im Rechteck; Losung des Eigenwertproblems im Kreis;
Losung der Poissongleichung im Kreis
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arccos, 158
arccot, 160
arcosh, 168
arcsin, 158
arctan, 159
arsinh, 168
artanh, 168
AT 65

|-, 20, 29, 45
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T, 281 begleitendes Dreibein, 279

Z, 17 Bernoulli-Differentialgleichung, 231
Bernoulli-Experiment, 422
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abgeschlossene Menge, 283 Bessel-Ungleichung, 483

abgeschlossenes Intervall, 19 Besselfunktion, 325

ableiten, 133 beste lineare Approximation, 135

Ableitung, 133 bestimmte Integral, 170

absolut konvergente Reihe, 256 Betrag, 20, 29, 45
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Fehler zweiter Art, 449
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geometrische Summenformel, 22

geometrische Verteilung, 423

geometrische Vielfachheit, 79

Gerade, 25, 198

geschlosse Kurve, 334

geschlossene Flédche, 353
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Kontinuitétsgleichung der
Stromungsmechanik, 373
Kontraktion, 379
konvergente Folge, 116
konvergente Reihe, 255
Konvergenzkriterium fiir
uneigentliche Integrale, 195
Konvergenzradius, 260
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Koordinatenebene, 33
Koordinatengleichungen, 38
Koordinateninvarianz, 322
Koordinatentransformation, 360, 369
Korrelationskoeffizient, 428
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Kreis, 25, 198
kritischer Bereich, 449
kritischer Wert, 449
Kriimmung, 202, 280
Kriimmungskreis, 203
Kriimmungsvektor, 280
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Laplace-Experiment, 411
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Poissonsches Gasgesetz, 165

Pol, 129

Polarachse, 205

Polardarstellung, 205

Polarkoordinaten, 204, 315, 361
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Produktregel, 136
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Quotientenregel, 136
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Reihe, 255

rein quadratisch, 96
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Riemann-Lemma, 484
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Runge-Kutta-Verfahren, 248
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542

Satz von Green, 349

Satz von Moivre-Laplace, 443

Satz von Picard-Lindelof, 378
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Simpsonregel, 210

singulare Losung, 219
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Spat, 32
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Taylor-Formel, 268, 298
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Taylor-Reihe, 269
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Unterraum, 103
Untervektorraum, 103
Urbildraum, 277
Ursprung, 24, 33

Varianz, 428, 462

Varianz der Binomialverteilung, 430

Varianz der hypergeometrischen
Verteilung, 431

Variation der Konstanten, 227, 236

Vektor, 28, 103

Vektorfeld, 319
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Verwerfungsbereich, 449
Vielfachheit, 128
vollsténdige Induktion, 20
vollstdndige Losung, 219
Vollstéandigkeitsaxiom, 19
Volumen, 366
Volumenintegral, 367

Wirmeleitungsgleichung, 494
Waérmeleitungskern, 507
Wahrscheinlichkeit, 409
Wahrscheinlichkeitsfunktion, 410
Wahrscheinlichkeitsmaf, 409
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Zentralfeld, 340
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