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VIII.2. Reellwertige Funktionen mehrerer reeller Veränderlicher283
VIII.2.1. Einige topologische Grundbegriffe 283
VIII.2.2. Reelle Funktionen mehrerer reeller Veränderlicher 284
VIII.2.3. Grenzwerte und Stetigkeit 285
VIII.2.4. Partielle Ableitungen, der Gradient 286
VIII.2.5. Die totale Ableitung und lineare Approximation 289
VIII.2.6. Einfache Anwendungen 290
VIII.2.7. Die Richtungsableitung 292
VIII.2.8. Die Kettenregel 293
VIII.3. Anwendungen der Differentiation 295
VIII.3.1. Richtung des stärksten Anstieges 295
VIII.3.2. Tangenten und Tangentialebene 295
VIII.3.3. Die Taylor-Formel 297
VIII.3.4. Die Hesse-Matrix 299
VIII.3.5. Implizite Funktionen 301
VIII.3.6. Lokale Extrema 305
VIII.3.7. Extrema unter Nebenbedingungen 307
VIII.3.8. Extrema auf kompakten Mengen 312
VIII.4. Vektorwertige Funktionen 314
VIII.4.1. Die Differentiation 314
VIII.4.2. Das Newtonverfahren 316
VIII.4.3. Die Kettenregel 318
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XIII.2.5. Anwendung auf gewöhnliche Differentialgleichungen486
XIII.3. Die Fourier-Transformation 487
XIII.3.1. Definition 487



12 INHALTSVERZEICHNIS

XIII.3.2. Rechenregeln 488
XIII.3.3. Existenz- und Eindeutigkeitssätze 490

Kapitel XIV. Partielle Differentialgleichungen 493
XIV.1. Einführung 493
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XIV.2.6. Höhere Raumdimensionen 507
XIV.3. Die Wellengleichung 508
XIV.3.1. Vorbemerkung 508
XIV.3.2. Lösung der homogenen Gleichung mit homogenen

Randbedingungen 509
XIV.3.3. Lösung der inhomogenen Gleichung mit homogenen

Anfangs- und Randbedingungen 511
XIV.3.4. Integraldarstellung 512
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Vorbemerkung

In einigen Abschnitten dieses Skriptums stellen wir numerische Ver-
fahren vor, unter anderem zur Lösung linearer und nicht linearer Glei-
chungssysteme, zur Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren,
zur numerischen Integration und zur numerischen Lösung gewöhnlicher
Differentialgleichungen.

Diese Abschnitte werden in der Vorlesung nicht behandelt und sind
durch ∗ gekennzeichnet. Sie sollen lediglich einen ersten Überblick über
für Ingenieure wichtige numerische Methoden geben und richten sich
besonders an solche Studierende, die die Vorlesung

”
Numerische Ma-

thematik für Maschinenbauer und Umwelttechniker“ nicht hören.
In jener Vorlesung werden die hier vorgestellten numerischen Me-

thoden und weitere ausführlicher behandelt. Ein Skriptum der Vorle-
sung steht unter der Adresse

http://www.ruhr-uni-bochum.de/num1/skripte/NumIng.pdf

zur Verfügung.
Zu den meisten hier vorgestelltenAlgorithmen geben wir entspre-

chende Java-Programme an. Unter der Adresse

http://www.ruhr-uni-bochum.de/num1/demo/index.html

findet man das Java-Applet Numerics mitsamt Benutzeranleitung in
html- bzw. pdf-Form, das diese und einige weitere Algorithmen de-
monstriert.
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KAPITEL I

Zahlen und Vektoren

I.1. Mengen und Abbildungen

I.1.1. Mengen. Eine grundlegende Fähigkeit des menschlichen
Geistes ist es, Objekte zu einem Ganzen zusammenfassen zu können.
So fassen wir die Einwohner Bochums zu einem Ganzen zusammen,
das wir die Bevölkerung Bochums nennen; die unter deutscher Flagge
fahrenden Handelsschiffe fassen wir zur deutschen Handelsflotte zusam-
men; die Äpfel in einem Korb zu einem

”
Korb Äpfel“ usw. Ein solches

Ganzes nennen wir eine Menge; die zu einer Menge zusammengefass-
ten Objekte bilden die Elemente dieser Menge.

Mengen werden mit Großbuchstaben bezeichnet. Man schreibt a ∈
A bzw. a 6∈ A, wenn das Objekt a ein bzw. kein Element der Menge A
ist.

A = {a1, a2, . . . , an} kennzeichnet eine Menge mit endlich vielen
Elementen. Hierbei kommt es nicht auf die Reihenfolge der Elemente
an.

Häufig beschreibt man eine Menge A durch die Angabe einer Ei-
genschaft E, die genau allen Elementen von A zukommt:

A = {a : a hat die Eigenschaft E}

bzw.

A = {a ∈ X : a hat die Eigenschaft E},
wenn besonders hervorgehoben werden soll, dass die Elemente von A
in der Grundmenge X enthalten sind.
∅ bezeichnet die leere Menge, die keine Elemente enthält.
B heißt Teilmenge von A, kurz B ⊂ A, wenn jedes Element von

B auch in der Menge A enthalten ist. Die Beziehung B ⊂ A heißt
Inklusion.

Zwei Mengen A und B sind gleich, kurz A = B, wenn beide
Inklusionen A ⊂ B und B ⊂ A gelten.

I.1.2. Mengenoperationen. Es gibt folgende Mengenoperatio-
nen:

A ∩B = {x : x ∈ A und x ∈ B} Durchschnitt

A ∪B = {x : x ∈ A oder x ∈ B} Vereinigung

15



16 I. ZAHLEN UND VEKTOREN

A\B = {x : x ∈ A und x 6∈ B} Komplement

A×B = {(a, b) : a ∈ A, b ∈ B} Produkt

Beispiel I.1.1. Für

A = {1, 2, 3},
B = {3, 4}

erhalten wir

A ∩B = {3},
A ∪B = {1, 2, 3, 4},
A\B = {1, 2},

A×B = {(1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 3), (3, 4)}.

Zwei Mengen A und B heißen disjunkt, wenn A ∩B = ∅ ist.

I.1.3. Abbildungen. Eine Abbildung oder Funktion von ei-
ner Menge A nach einer Menge B, kurz

f : A→ B,

ist eine Vorschrift, die jedem Element a ∈ A genau ein Element f(a) ∈
B zuordnet. Man nennt A den Definitionsbereich und die Elemente
von A die Argumente der Abbildung f ; f(a) heißt das Bild von a
unter f . Für eine Teilmenge C von A heißt die Menge

f(C) = {f(c) : c ∈ C}

das Bild von C unter f ; f(A) heißt der Wertebereich der Abbil-
dung.

Ist f(A) = B, heißt die Abbildung surjektiv.
Haben verschiedene Argumente stets verschiedene Bilder, d.h. f(a)

6= f(a′) für alle a 6= a′, so heißt die Abbildung injektiv.
Ist eine Abbildung injektiv und surjektiv, heißt sie bijektiv.
Zu einer bijektiven Abbildung f : A → B gibt es eine eindeutig

bestimmte Umkehrabbildung f−1 : B → A mit der Eigenschaft

f−1(b) = a ⇐⇒ f(a) = b für alle a ∈ A, b ∈ B.

Sind f : A → B und g : C → D zwei Abbildungen mit f(A) ⊂ C,
so bezeichnet g ◦ f : A→ D die Abbildung, die jedem a ∈ A das Bild
g(f(a)) zuordnet; sie heißt Komposition von f und g.

Zwei Abbildungen f : A → B und g : C → D sind genau dann
gleich, kurz f = g, wenn gilt A = C, B = D und f(a) = g(a) für
jedes a ∈ A.
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I.2. Die reellen Zahlen

I.2.1. Bezeichnungen. Wir verwenden die folgenden Bezeichnun-
gen für Zahlenmengen:

N = {0, 1, 2, . . .} natürliche Zahlen

N∗ = {1, 2, . . .} = N\{0}
Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .} ganze Zahlen

Q = { z
n

: z ∈ Z, n ∈ N∗} rationale Zahlen

R reelle Zahlen

Jede reelle Zahl kann als unendlicher Dezimalbruch dargestellt wer-
den. Die rationalen Zahlen sind genau die reellen Zahlen, die eine ab-
brechende oder periodische Dezimalbruchdarstellung haben, z.B.

1.414 =
1414

1000

=
707

500
,

0.314 =
314

999
,

0.17314 =
17

100
+

314

100 · 999

=
17297

99900
.

Reelle Zahlen, die nicht rational sind, heißen irrational. Beispiele
für irrationale Zahlen sind

√
2 = 1.4142 . . . und π = 3.14159 . . . das

Verhältnis von Kreisumfang zu Kreisdurchmesser.
Zur Veranschaulichung von R benutzt man auch die von − nach +

orientierte Zahlengrade, auf der jeder Punkt einer Zahl entspricht.

I.2.2. Ungleichungen. Für je zwei reelle Zahlen a, b gilt stets ge-
nau eine der folgenden Beziehungen:

a < b a ist kleiner als b

a = b a ist gleich b

a > b a ist größer als b

Es gelten die folgenden Rechenregeln:

a < b und b < c =⇒ a < c

a < b und c ∈ R =⇒ a+ c < b+ c
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a < b und c > 0 =⇒ ac < bc

a < b und c < d =⇒ a+ c < b+ d

a < b und c < 0 =⇒ bc < ac

a 6= 0 =⇒ a2 > 0

a > 0 =⇒ 1

a
> 0

b > a > 0 =⇒ 0 <
1

b
<

1

a
0 < a < b =⇒ 0 < an < bn für alle n ∈ N∗

0 < a < b =⇒ 0 < a1/n < b1/n für alle n ∈ N∗

1 < a =⇒ 0 < am < an für alle m,n ∈ Z mit m < n.

Neben den Ungleichungszeichen < und > benutzt man noch die
Zeichen ≤ und ≥:

a ≤ b ⇐⇒ a < b oder a = b

a ≥ b ⇐⇒ a > b oder a = b

Es gelten folgende Rechenregeln

a ≤ b und b ≤ c =⇒ a ≤ c

a ≤ b und c ∈ R =⇒ a+ c ≤ b+ c

a ≤ b und c ≥ 0 =⇒ ac ≤ bc

a ≤ b und c ≤ 0 =⇒ bc ≤ ac

a ≤ b und b ≤ a =⇒ a = b

Beispiel I.2.1. Für alle reellen Zahlen a ≥ 0, b ≥ 0 gilt

√
ab ≤ 1

2
(a+ b).

Denn: Es ist (a− b)2 ≥ 0. Hieraus folgt

0 ≤ (a− b)2

= a2 − 2ab+ b2 | +4ab

=⇒ 4ab ≤ a2 + 2ab+ b2

= (a+ b)2

=⇒ 2
√
ab ≤ a+ b
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=⇒
√
ab ≤ 1

2
(a+ b).

I.2.3. Intervalle. Mit Hilfe der Ungleichungen können wir Inter-
valle definieren:

[a, b] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b} abgeschlossenes Intervall

(a, b) = {x ∈ R : a < x < b} offenes Intervall

[a, b) = {x ∈ R : a ≤ x < b} halboffenes Inervall

(a, b] = {x ∈ R : a < x ≤ b} halboffenes Intervall

Zur Vermeidung von Fallunterscheidungen ist es günstig, die Sym-
bole−∞ (minus unendlich) und∞ (plus unendlich) einzuführen
und −∞ < x <∞ für alle x ∈ R festzulegen. Dann ist

(−∞, a) = {x ∈ R : x < a}
(−∞, a] = {x ∈ R : x ≤ a}

[a,∞) = {x ∈ R : x ≥ a}
(a,∞) = {x ∈ R : x > a}.

I.2.4. Schranken. Eine Menge S reeller Zahlen heißt nach oben
beschränkt, wenn es eine reelle Zahl b gibt mit S ⊂ (−∞, b]. In
diesem Fall heißt b eine obere Schranke von S. Analog heißt S nach
unten beschränkt, wenn es eine reelle Zahl a gibt mit S ⊂ [a,∞). a
heißt dann eine untere Schranke von S. Eine nach unten und nach
oben beschränkte Menge heißt beschränkt.

Eine wesentliche Grundannahme über die reellen Zahlen ist das

Vollständigkeitsaxiom: Jede nach oben beschränkte
Menge S reeller Zahlen besitzt eine kleinste obere Schranke
s.

Diese kleinste obere Schranke s heißt das Supremum von S, kurz s =
supS. supS muss nicht zu der Menge S gehören. Zu jeder noch so
kleinen Zahl ε > 0 gibt es aber stets ein x ∈ S mit supS − ε < x ≤
supS.

Aus dem Vollständigkeitsaxiom folgt, dass jede nach unten be-
schränkte Menge S reeller Zahlen eine größte untere Schranke r besitzt.
Diese heißt Infimum von S, kurz r = inf S.

Es gilt die Beziehung

inf S = − sup{−s : s ∈ S}.
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Beispiel I.2.2. sup{x ∈ R : x2 ≤ 2} =
√

2, inf{x ∈ R : x2 ≥ 2} =√
2, inf{ 1

n
: n ∈ N∗} = 0.

I.2.5. Der Betrag. Der Betrag |a| einer reellen Zahl a ist de-
finiert durch

|a| =

{
a falls a ≥ 0,

−a falls a < 0.

Es gelten folgende Rechenregeln:

−|a| ≤ a ≤ |a|
| − a| = |a|
|a| ≥ 0

|a| = 0 ⇐⇒ a = 0

|a+ b| ≤ |a|+ |b| Dreiecksungleichung

|a− b| ≥ ||a| − |b||
|ab| = |a||b|∣∣∣a
b

∣∣∣ =
|a|
|b|

falls b 6= 0.

|a − b| ist der Abstand der zu a und b gehörenden Punkte auf der
Zahlengeraden. Also gilt für alle a, x ∈ R und ε > 0

|a− x| ≤ ε ⇐⇒ a− ε ≤ x ≤ a+ ε.

Wird für eine Zahl a eine Näherung a angegeben, so bedeutet die
Schreibweise a = a± ε dasselbe wie |a− a| ≤ ε.

Beispiel I.2.3. a = 1.414215 ist ein Näherungswert für a =
√

2.
Es ist a2 ≥ 2, folglich 2

a
≤
√

2 ≤ a und damit |a −
√

2| ≤ |a − 2
a
| ≤

0.0000003 oder
√

2 = 1.414215± 3 · 10−6.

I.2.6. Vollständige Induktion. Das Induktionsprinzip ist ei-
nes der wichtigsten Hilfsmittel der Mathematik. Es lautet:

Sei A(n) eine Aussage über die ganze Zahl n. Gelingt es zu
zeigen:

• Induktionsanfang: Die Aussage A(n0) ist rich-
tig für eine ganze Zahl n0; und
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• Induktionsschritt: Aus der Annahme, dass die
Aussage A(n) richtig ist für ein beliebiges n ≥ n0,
folgt die Gültigkeit der Aussage A(n+ 1).

Dann ist die Aussage A(n) für jede ganze Zahl n ≥ n0

richtig.

Beispiel I.2.4. Für alle n ∈ N∗ gilt

n∑
k=1

k = 1 + 2 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
.

Induktionsanfang:

1∑
k=1

k = 1 =
1 · (1 + 1)

2
.

Induktionsschritt: Annahme:
n∑
k=1

k =
n(n+ 1)

2
. Dann folgt

n+1∑
k=1

k = 1 + 2 + . . .+ n+ (n+ 1)

=
n∑
k=1

k + (n+ 1)

=
n(n+ 1)

2
+ n+ 1 (wegen Induktionsannahme)

=
n(n+ 1) + 2(n+ 1)

2

=
(n+ 1)(n+ 2)

2
.

Beispiel I.2.5. Für alle n ∈ N∗ gilt

n∑
k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

Induktionsanfang:
1∑

k=1

k2 = 1 =
1 · 2 · 3

6
.

Induktionsschritt:
n+1∑
k=1

k2 =
n∑
k=1

k2 + (n+ 1)2

=
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+ (n+ 1)2 (Induktionsannahme)
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=
n+ 1

6
[n(2n+ 1) + 6(n+ 1)]

=
n+ 1

6
[2n2 + 7n+ 6]

=
n+ 1

6
(n+ 2)(2n+ 3).

Beispiel I.2.6 (Geometrische Summenformel). Für jede re-
elle Zahl q 6= 1 und jedes n ∈ N gilt

n∑
k=0

qk =
1− qn+1

1− q
.

Induktionsanfang:

0∑
k=0

qk = q0 = 1 =
1− q
1− q

.

Induktionsschritt:
n+1∑
k=0

qk =
n∑
k=0

qk + qn+1

=
1− qn+1

1− q
+ qn+1 (wegen Induktionsannahme)

=
1− qn+1 + qn+1(1− q)

1− q

=
1− qn+2

1− q
.

Beispiel I.2.7 (Bernoulli-Ungleichung). Für alle reellen Zah-
len x ≥ −1 und alle n ∈ N∗ gilt

(1 + x)n ≥ 1 + nx.

Induktionsanfang: (1 + x)1 = 1 + x ≥ 1 + 1 · x.
Induktionsschritt:

(1 + x)n+1 = (1 + x)n︸ ︷︷ ︸
≥1+nx

(1 + x)︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ (1 + nx)(1 + x) (wegen Induktionsannahme)

= 1 + (n+ 1)x+ nx2︸︷︷︸
≥0

≥ 1 + (n+ 1)x.

I.2.7. Rekursive Definition. Diese Methode beruht auf dem In-
duktionsprinzip:
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Eine Größe An wird für n ∈ N dadurch definiert, dass man

• A0 festlegt und
• Ak für k ≤ n als bekannt ansieht und An+1 durch

diese ausdrückt.

Beispiel I.2.8. Die Potenzen an werden für beliebiges a ∈ R und
n ∈ N rekursiv definiert durch a0 = 1 und an+1 = a · an.

Beispiel I.2.9 (Fakultäten). n! (sprich n Fakultät) wird für n ∈
N rekursiv definiert durch 0! = 1 und (n+ 1)! = (n+ 1) · n!. Es ist

n! =

{
1 · 2 · . . . · n für n ≥ 1,

1 für n = 0.

I.2.8. Binomialkoeffizienten und Binomische Formel. Für
zwei natürliche Zahlen n, k mit k ≤ n bezeichnet man die Zahl(

n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
=
n(n− 1) · . . . · (n− k + 1)

1 · . . . · k

als Binomialkoeffizient.
Es gilt:

Eine n elementige Menge besitzt genau
(
n
k

)
k elementige

Teilmengen. Mit anderen Worten: Es gibt genau
(
n
k

)
Mög-

lichkeiten aus n Elementen k verschiedene Elemente aus-
zuwählen.

Beispiel I.2.10. Beim Zahlenlotto
”
6 aus 49“ gibt es(

49

6

)
=

49 · 48 · 47 · 46 · 45 · 44

1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6
= 13983816

Möglichkeiten 6
”
Richtige“ zu ziehen.

Für die Binomialkoeffizienten gelten folgende Rechenregeln:(
n

0

)
=

(
n

n

)
= 1,(

n

k

)
=

(
n

n− k

)
,(

n+ 1

k

)
=

(
n

k − 1

)
+

(
n

k

)
.
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Weiter gilt:

Binomische Formel: Für alle reellen Zahlen x, y und alle
natürlichen Zahlen n ist

(x+ y)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
xn−kyk.

Beispiel I.2.11. Aus der Binomischen Formel folgt

2n = (1 + 1)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
.

I.3. Die Ebene

I.3.1. Kartesische Koordinatensysteme. In einer Ebene E
entsteht ein kartesisches Koordinatensystem durch die Vorgabe
eines Punktes 0 und zweier aufeinander senkrecht stehender Zahlen-
geraden, der x- und der y-Achse, deren Ursprung jeweils in 0 liegt.
Dabei muss die y-Achse durch eine Drehung in positiver Richtung, d.h.
gegen den Uhrzeigersinn, aus der x-Achse hervorgehen. Fällt man für
einen beliebigen Punkt P0 ∈ E die Lote auf die Achsen, so bestimmen
die beiden Fußpunkte die x- bzw. y-Koordinate x0 bzw. y0 von P0 und
man schreibt P0 = (x0, y0). Der Punkt 0 = (0, 0) heißt der Nullpunkt
oder Ursprung des Koordinatensystems.

Nach Festlegen eines kartesischen Koordinatensystems gibt es zu
jedem Zahlenpaar (x, y) ∈ R2 = R × R genau einen Punkt X ∈ E
mit X = (x, y) und umgekehrt. Man kann daher Teilmengen von R2

als Punktmengen in E veranschaulichen und umgekehrt geometrische
Gebilde wie Kurven oder Gebiete in E durch Funktionen, Gleichungen
oder Ungleichungen beschreiben.

Beispiel I.3.1 (Graph einer Funktion). Sei I ∈ R ein Intervall
und f : I → R eine Funktion. Die Punktmenge

Gf = {(x, y) : x ∈ I, y = f(x)}

in der mit einem kartesischen Koordinatensystem versehenen Ebene
heißt Graph der Funktion.

Beispiel I.3.2. Nach Wahl eines kartesischen Koordinatensystems
betrachten wir Punktmengen C ⊂ E der Form

C = {(x, y) : F (x, y) = 0}

mit einer gegebenen Funktion F : R2 → R. Wir sagen in diesem Fall:
Die Gleichung F (x, y) = 0 beschreibt die Menge C. Man beachte dabei,
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dass verschiedene Gleichungen die selbe Menge beschreiben können.
(1) Die Gleichung

(b2 − a2)(x− a1)− (b1 − a1)(y − a2) = 0

beschreibt eine Gerade durch die Punkte A = (a1, a2) und B =
(b1, b2).
(2) Die Gleichung

(x− a1)
2 + (y − a2)

2 − r2 = 0

beschreibt einen Kreis mit Mittelpunkt A = (a1, a2) und Radius r.
(3) Die Gleichungen

x2

a2
+
y2

b2
− 1 = 0,

x2

a2
− y2

b2
− 1 = 0,

y2 − 2px = 0

mit a > 0, b > 0, p 6= 0 beschreiben eine Ellipse, eine Hyperbel
und eine Parabel.

Beispiel I.3.3. (1) Die Halbebene unterhalb bzw. oberhalb der
Geraden x − y = 0 wird durch die Ungleichung x > y bzw. x < y
beschrieben. Soll die Gerade zu der Halbebene hinzugehören, muss >
bzw. < durch ≥ bzw. ≤ ersetzt werden.
(2) Die Ungleichung x2 +y2 < 1 bzw. x2 +y2 > 1 beschreibt das Innere
bzw. das Äußere des Kreises um den Nullpunkt mit Radius 1.

I.3.2. Winkel. Der Winkel α entstehe durch Drehung eines Zei-
gers um einen Punkt der Ebene. Die Länge des zugehörigen Einheits-
kreisbogens sei l. Wir nennen l bzw. −l das Bogenmaß von α und
schreiben α = l bzw. α = −l, wenn die Drehung im positiven Sinn, d.h.
gegen den Uhrzeiger, bzw. im negativen Sinn, d.h. mit dem Uhrzeiger,
erfolgt. Ein Winkel von α◦ besitzt bei positiver Drehung das Bogenmaß
π

180
α.

I.3.3. Sinus, Cosinus. Wird in der mit kartesischen Koordinaten
versehenen Ebene der vom Ursprung zum Punkt (1, 0) weisende Zeiger
um den Winkel α gedreht, dann bewegt sich die Spitze auf dem Rand
des Einheitskreises um den Ursprung von dem Punkt (1, 0) auf einen
Punkt P , dessen Koordinaten mit cosα und sinα bezeichnet werden:
P = (cosα, sinα). Die so für alle α ∈ R definierten Funktionen α 7→
cosα und α 7→ sinα heißen Cosinus und Sinus. Für alle α ∈ R gilt

(cosα)2 + (sinα)2 = 1.
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cosα

sinα

α

Abbildung I.3.1. Sinus und Cosinus

Tabelle I.3.1. Einige Werte von Sinus und Cosinus

α 0 π
6

π
4

π
3

π
2

cosα 1
√

3
2

√
2

2
1
2

0

cosα 0 1
2

√
2

2

√
3

2
1

Wegen dieser Eigenschaft und obiger Definition lassen sich leicht
die in Tabelle I.3.1 angegebenen Funktionswerte bestimmen.

Weiter gilt für alle α

cos(π + α) = − cosα , sin(π + α) = − sinα ,

cos(2π + α) = cosα , sin(2π + α) = sinα .

I.3.4. Drehungen. Das kartesische Koordinatensystem (x′, y′) ge-
he aus dem (x, y)-System durch eine Drehung um den Ursprung mit
dem Winkel α hervor, d.h. man dreht die Koordinatenachsen um den
Winkel α. Hat ein Punkt P im ursprünglichen System die Koordina-
ten (x, y) und im neuen System die Koordinaten (x′, y′), so gelten die
folgenden Transformationsformeln (vgl. Abbildung I.3.2):

x = x′ cosα− y′ sinα x′ = x cosα+ y sinα

y = x′ sinα+ y′ cosα y′ = −x sinα+ y cosα

P im ursprünglichen System P im gedrehten System
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Abbildung I.3.2. Drehung eines kartesischen Koordinatensystems

Beispiel I.3.4. Betrachte die Drehung um α = π
6
. Wegen cos π

6
=

√
3

2
und sin π

6
= 1

2
gelten die Transformationsformeln

x =

√
3

2
x′ − 1

2
y′ x′ =

√
3

2
x+

1

2
y,

y =
1

2
x′ +

√
3

2
y′ y′ = −1

2
x+

√
3

2
y.

Speziell hat der Punkt M = (2, 3) die neuen Koordinaten M = (
√

3 +
3
2
,−1 + 3

2

√
3). Daher besitzt der Kreis (x− 2)2 + (y − 3)2 = 25 um M

mit Radius 5 im neuen System die Darstellung

(x′ −
√

3− 3

2
)2 + (y′ + 1− 3

2

√
3)2 = 25.

Für die Parabel y = x2 ergibt sich im neuen System die Darstellung

1

2
x′ +

√
3

2
y′ − (

√
3

2
x′ − 1

2
y′)2 = 0

bzw. nach
”
Ausquadrieren“

−3

4
x′

2
+

√
3

2
x′y′ − 1

4
y′

2
+

1

2
x′ +

√
3

2
y′ = 0.

Wir halten nun das kartesische Koordinatensystem fest und bilden
jeden Punkt X = (x, y) durch eine Drehung um den Ursprung mit
dem Winkel α auf den Punkt X ′ = (x′, y′) ab. Dann gilt folgende
Transformationsformel:

x′ = x cosα− y sinα

y′ = x sinα+ y cosα
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Beispiel I.3.5. Durch Drehung um α = π
6

geht der Punkt M =

(2, 3) über in den Punkt M ′ = (
√

3− 3
2
, 1+ 3

2

√
3). Der Kreis (x− 2)2 +

(y−3)2 = 25 geht über in den Kreis (x−
√

3+
√

3
2

)2+(y−1− 3
2

√
3)2 = 25.

Die Parabel C mit der Darstellung y = x2 geht über in die Parabel C ′

mit der Darstellung

−1

2
x+

√
3

2
y = [

√
3

2
x+

1

2
y]2

bzw. nach
”
Ausquadrieren“

−1

2
x+

√
3

2
y − 3

4
x2 −

√
3

2
xy − 1

4
y2 = 0.

I.4. Vektoren

I.4.1. Vektoren. Zu je zwei Punkten P und Q gibt es genau eine
Parallelverschiebung des Raumes, die den Punkt P in den Punkt Q

abbildet. Diese Parallelverschiebung wird mit
−→
PQ bezeichnet und heißt

Vektor von P nach Q. Der Vektor
−→
PQ wird dargestellt durch einen

Pfeil, der von P nach Q zeigt; seine Länge ist der Abstand der Punkte

P und Q. Wird unter
−→
PQ ein Punkt R in einen Punkt S verschoben,

dann hat offenbar
−→
RS die gleiche Wirkung wie

−→
PQ, d.h.

−→
PQ =

−→
RS.

Zwei gleich lange und gleich gerichtete Pfeile im Raum stellen somit
denselben Vektor dar. Statt

”
der Pfeil ~a stellt einen Vektor dar“ sagt

man kurz
”
~a ist ein Vektor“ und berücksichtigt, dass ~a im Raum frei

parallel verschoben werden kann und nicht an einen Punkt gebunden
ist.

Den zu ~a gleich langen, aber entgegen gesetzten Vektor bezeich-
nen wir mit −~a; er macht die durch ~a bewirkte Parallelverschiebung
rückgängig.

Der Nullvektor ~0 bezeichnet die
”
Verschiebung“ des Raumes,

bei der gar nichts bewegt wird.

I.4.2. Addition von Vektoren. Führt man zwei Parallelverschie-
bungen ~a =

−→
PQ und ~b =

−→
QR nacheinander aus, ergibt sich wieder eine

Parallelverschiebung, nämlich ~c =
−→
PR. Man nennt ~c die Summe von ~a

und~b und schreibt ~c = ~a+~b. Haben die Pfeile ~a und~b gleichen Anfangs-

punkt, so gewinnt man ~a +~b aus der in Abbildung I.4.1 dargestellten
Parallelogrammregel.

Es gelten folgende Rechenregeln:

~a+~0 = ~a

~a+ (−~a) = ~0

~a+~b = ~b+ ~a Kommutativgesetz
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Abbildung I.4.1. Parallelogrammregel

~a+ (~b+ ~c) = (~a+~b) + ~c Assoziativgesetz.

I.4.3. Skalare Vielfache von Vektoren. Zu einer reellen Zahl
α ≥ 0 und einem Vektor ~a bezeichnet α~a denjenigen Vektor, der diesel-
be Richtung hat wie ~a, aber die α-fache Länge. Im Fall α < 0 setzt man
α~a = −(|α|~a). Insbesondere ist 0~a = ~0 und α~0 = ~0 für jeden Vektor ~a
und jede Zahl α. Es gelten folgende Rechenregeln:

α(β~a) = (αβ)~a

α(~a+~b) = (α~a) + (α~b)

(α+ β)~a = (α~a) + (β~b).

I.4.4. Der Betrag. Die Länge eines Vektors ~a, das ist für ~a =
−→
PQ

die Länge der Strecke von P nach Q, nennt man seinen Betrag und
schreibt |~a|. Es ist |~0| = 0. Es gelten folgende Eigenschaften:

|α~a| = |α||~a| insb. | − ~a| = |~a|

|~a+~b| ≤ |~a|+ |~b| Dreiecksungleichung.

I.4.5. Der Winkel zwischen zwei Vektoren. Trägt man zwei

von ~0 verschiedene Vektoren ~a und ~b von einem Punkt P aus ab, so
bezeichnet man den kleineren der beiden positiv gemessenen Winkel,

den die Pfeile ~a und ~b im Scheitel P bilden, als den Winkel zwischen
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~a und ~b, kurz ∠(~a,~b). Insbesondere ist also 0 ≤ ∠(~a,~b) ≤ π, und es
gelten die Regeln:

∠(~a,~b) = ∠(~b,~a),

∠(~a, t~a) = 0 , falls t > 0,

∠(~a, t~a) = π , falls t < 0,

∠(−~a,~b) = π − ∠(~a,~b).

Man nennt ~a orthogonal bzw. senkrecht zu ~b, kurz ~a⊥~b, wenn

∠(~a,~b) = π
2

ist. Zur Vermeidung von Fallunterscheidungen legt man
fest, dass der Nullvektor orthogonal ist zu jedem beliebigen Vektor.

I.4.6. Das Skalarprodukt. Das Skalarprodukt ~a · ~b zweier

Vektoren ~a und ~b ist definiert durch

~a ·~b =

{
|~a||~b| cos(∠(~a,~b)) , falls ~a 6= 0 und ~b 6= 0,

0 , falls ~a = 0 oder ~b = 0.

Es gelten folgende Rechenregeln:

~a ·~b = ~b · ~a Kommutativgesetz

(α~a) ·~b = ~a · (α~b)

= α(~a ·~b)

(~a+~b) · ~c = (~a · ~c) + (~b · ~c) Distributivgesetz

~a ·~b = 0 ⇐⇒ ~a⊥~b Orthogonalitätstest

|~a| =
√
~a · ~a.

Da der Wertebereich der Cosinus-Funktion das Intervall [−1, 1] ist,
folgt aus der Definition des Skalarproduktes:

|~a ·~b| ≤ |~a||~b| Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

Beispiel I.4.1 (Orthogonale Zerlegungen). Kräfte werden
in der Physik als Vektoren dargestellt. Bewegt sich ein Massenpunkt
unter Einwirkung der Kraft ~K vom Punkt P zum Punkt Q, so ist die
dabei geleistete Arbeit

A = ~K · ~S = | ~K| · |~S| cos ∠( ~K, ~S) mit ~S =
−→
PQ.
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Stellt man ~K als Summe einer Kraftkomponente ~K~S in Richtung ~S und

einer dazu orthogonalen Komponente ~K⊥
~S

dar, so ist A allein durch ~K~S

bestimmt. Man definiert daher allgemein:

Orthogonale Zerlegung von ~a längs ~b, falls ~b 6= 0:

~a = ~a~b + ~a⊥~b
mit den Komponenten

~a~b =
~a ·~b
|~b|2

~b

in Richtung ~b und

~a⊥~b = ~a− ~a ·
~b

|~b|2
~b

orthogonal zu ~b.

I.4.7. Das Vektorprodukt. Das Vektorprodukt ~a×~b zweier

Vektoren ~a und ~b ist der Vektor mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Es ist ~a ×~b = 0, falls ~a = 0 oder ~b = 0 oder ~a parallel

zu ~b ist.
(2) In allen anderen Fällen ist ~a×~b der Vektor, der ortho-

gonal zu ~a und ~b ist, mit dem ~a, ~b, ~a ×~b ein Rechtssystem
bilden und dessen Betrag gleich dem Flächeninhalt des von

~a, ~b aufgespannten Parallelogramms ist.

Es gelten folgende Rechenregeln:

~a× ~a = 0

~a×~b = −~b× ~a

α(~a×~b) = (α~a)×~b

= ~a× (α~b)

~a× (~b+ ~c) = (~a×~b) + (~a× ~c)

(~a+~b)× ~c = (~a× ~c) + (~b× ~c)

~a×~b = 0 ⇐⇒ ~a = ~0 oder ~b = 0 oder ~a parallel zu ~b

|~a×~b|2 = |~a|2|~b|2 − (~a ·~b)2.
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Zum Nachweis der letzten Beziehung beachte man, dass aus der De-

finition des Vektorproduktes folgt |~a × ~b| = |~a||~b| sin(∠(~a,~b)). Wegen
sin2 α+ cos2 α = 1 für alle α folgt hieraus durch Quadrieren

|~a×~b|2 = |~a|2|~b|2 sin2(∠(~a,~b))︸ ︷︷ ︸
=1−cos2(∠(~a,~b))

= |~a|2|~b|2 − |~a|2|~b|2 cos2(∠(~a,~b))︸ ︷︷ ︸
=(~a·~b)2

= |a|2|b|2 − (~a ·~b)2.

I.4.8. Das Spatprodukt. Das Spatprodukt ist eine Kombi-
nation aus Vektorprodukt und Skalarprodukt. Für je drei Vektoren ~a,
~b, ~c ist es definiert durch

[~a,~b,~c] = ~a · (~b× ~c).

Es hat folgende geometrische Bedeutung:

Der von den drei Vektoren ~a,~b, ~c aufgespannte Spat (auch Par-
allelfläche oder Parallelepiped genannt) hat das Volu-
men

V = |[~a,~b,~c]|.

Aus dieser geometrischen Bedeutung ergeben sich unmittelbar folgende
Konsequenzen

Das von den Vektoren ~a, ~b, ~c aufgespannte Tetraeder hat

das Volumen 1
6
|[~a,~b,~c]|.

Die Vektoren ~a, ~b, ~c sind nicht parallel zu einer Ebene
(man sagt

”
sie sind linear unabhängig“) genau dann, wenn

[~a,~b,~c] 6= 0 ist.

Die Vektoren (~a,~b,~c) bilden ein Rechtssystem genau dann,

wenn [~a,~b,~c] > 0 ist.

und Rechenregeln

[~a,~b,~c] = [~b,~c,~a] = [~c,~a,~b]

[~a,~b,~c] = −[~b,~a,~c] = −[~c,~b,~a] = −[~a,~c,~b].
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I.4.9. Koordinatendarstellungen. Ein kartesisches Koor-
dinatensystem im Raum besteht aus drei sich in einem Punkt 0
rechtwinklig schneidenden Zahlengeraden gleicher Längeneinheit und
jeweils dem Nullpunkt im Schnittpunkt 0. 0 heißt der Ursprung des
Koordinatensystems. Die drei Zahlengeraden bezeichnet man als die x-,
y- und z-Achse derart, dass sie in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem
bilden. Die drei durch je zwei Koordinatenachsen bestimmten Ebenen
nennt man die Koordinatenebenen. Die Koordinaten x0, y0, z0 eines
Punkte P0 sind die Lote des Punktes auf die Koordinatenachsen.

Nach Wahl eines kartesischen Koordinatensystems ist jeder Punkt
P des Raumes eindeutig bestimmt durch die Angabe seiner Koordina-
ten x, y, z. In diesem Sinne kann man bei festem Koordinatensystem
den Raum mit der Menge R3 identifizieren.

Durch ein kartesisches Koordinatensystem werden drei ausgezeich-
nete Vektoren ~e1, ~e2, ~e3 definiert, nämlich die Einheitsvektoren in Rich-
tung der positiven x-, y- bzw. z-Achse. Statt ~e1, ~e2, ~e3 schreibt man

manchmal auch ~ex, ~ey, ~ez oder~i, ~j, ~k. Wir nennen (~e1, ~e2, ~e3) eine kar-
tesische Basis und bezeichnen das Koordinatensystem mit (0;~e1, ~e2,
~e3).

Der Vektor ~a =
−→
0A heißt Ortsvektor des Punktes A. Hat A

die Koordinaten (a1, a2, a3), kann sein Ortsvektor ~a in der Form ~a =
a1~e1 + a2~e2 + a3~e3 zerlegt werden. Daher schreibt man bei festgelegtem
Koordinatensystem abkürzend

~a =

a1

a2

a3

 ⇐⇒ ~a = a1~e1 + a2~e2 + a3~e3 =
−→
0A

mit A = (a1, a2, a3).

Bemerkung I.4.2. Man beachte: (a1, a2, a3) bezeichnet die Koor-

dinaten des Punktes A;

a1

a2

a3

 bezeichnet den Ortsvektor
−→
0A.

Sind P = (p1, p2, p3) und Q = (q1, q2, q3) zwei Punkte, so ist
−→
PQ =

−→
0Q−

−→
0P . Daher folgt

−→
PQ =

q1 − p1

q2 − p2

q3 − p3

 falls P = (p1, p2, p3), Q = (q1, q2, q3).

Für Summe, skalares Vielfaches und Betrag von Vektoren gelten in
der Koordinatendarstellung folgende Rechenregeln
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a1

a2

a3

+

b1b2
b3

 =

a1 + b1
a2 + b2
a3 + b3


α

a1

a2

a3

 =

αa1

αa2

αa3


∣∣∣∣∣∣
a1

a2

a3

∣∣∣∣∣∣ =
√
a2

1 + a2
2 + a2

3.

Konstruktionsgemäß sind die Vektoren ~e1, ~e2, ~e3 paarweise orthogo-
nal und bilden ein Rechtssystem. Zusammen mit den Rechenregeln für
Skalarprodukt und Vektorprodukt ergeben sich hieraus die folgenden
Koordinatendarstellungen

a1

a2

a3

 ·
b1b2
b3

 = a1b1 + a2b2 + a3b3a1

a2

a3

×
b1b2
b3

 =

a2b3 − a3b2
a3b1 − a1b3
a1b2 − a2b1

 .

Aus der Darstellung des Vektorproduktes lassen sich die folgenden
nützlichen Identitäten herleiten

~a× (~b× ~c) = (~a · ~c)~b− (~a ·~b)~c

(~a×~b) · (~c× ~d) = (~a · ~c)(~b · ~d)− (~b · ~c)(~a · ~d).

Vergleichen wir die erste dieser Identitäten mit der Darstellung von
a⊥~b in Beispiel I.4.1, so erhalten wir die folgende Formel für die ortho-

gonale Komponente von ~a längs ~b:

~a⊥~b =
1

|b|2
~b× (~a×~b).

Für das Spatprodukt erhält man schließlich die Darstellung
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a1

a2

a3

 ,

b1b2
b3

 ,

c1c2
c3

 = a1(b2c3 − b3c2) + a2(b3c1 − b1c3)

+ a3(b1c2 − b2c1)

Dies ist der Wert der Determinante (vgl. Abschnitt II.3.1)

det

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

 .

Beispiel I.4.3. Unter der Kraft

~K =

 3
−1
2

 N

werde der Punkt P = (2,−2, 1) nach Q = (3, 0, 2) verschoben. Die
Längeneinheit des Koordinatensystems sei 1m. Die geleistete Arbeit ist

das Skalarprodukt der Vektoren ~K und
−→
PQ

A = ~K ·
−→
PQ Nm

=

 3
−1
2

 ·
 3− 2

0− (−2)
2− 1

 Nm

= (3− 2 + 2) Nm

= 3 Nm.

Beispiel I.4.4. Das Drehmoment einer Einzelkraft ~K, die im
Punkt P angreift, ist in Bezug auf den Ursprung gegeben durch ~m0 =−→
0P× ~K. Für ~K und P wie in Beispiel I.4.3 erhalten wir bei den gleichen
Maßeinheiten

~m0 =

 2
−2
1

×
 3
−1
2

 Nm

=

 −2 · 2− 1 · (−1)
1 · 3− 2 · 2

2 · (−1)− (−2) · 3

 Nm

=

−3
−1
4

 Nm.

Beispiel I.4.5. Der Flächeninhalt eines Dreieckes ABC ist
F = 1

2
|
−→
AB ×

−→
AC|. Für A = (1, 2, 3), B = (−2, 0, 4), C = (−1,−1, 2)
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ergibt sich

−→
AB =

−3
−2
1

 ,
−→
AC =

−2
−3
−1


und

F =
1

2

√
|
−→
AB|2|

−→
AC|2 − (

−→
AB ·

−→
AC)2

=
1

2

√
14 · 14− 112

=
1

2

√
75

=
5

2

√
3.

Beispiel I.4.6 (Nichtorthogonale Zerlegung). Die drei Stä-
be eines Tragbockes führen von der Spitze S in Richtung der drei Vek-
toren

~a =

1
0
0

 m, ~b =
1√
2

 1
−1
0

 m, ~c =
1√
2

 1
0
−1

 m.

In S zieht die Kraft

~K = 60

0
1
1

 N

und ruft in den Fußpunkten A, B, C die Lagerkräfte ~KA = α~a, ~KB =

β~b, ~KC = γ~c hervor. Die Zahlen α, β, γ ergeben sich durch die Gleich-
gewichtsbedingung

~K + ~KA + ~KB + ~KC = 0.

Multipliziert man diese Gleichung der Reihe nach mit ~b× ~c, ~c×~a und

~a×~b skalar, so verschwinden je zwei Summanden und man erhält

(~b× ~c) · ~K + α(~b× ~c) · ~a = 0

=⇒ α = − [ ~K,~b,~c]

[~a,~b,~c]

= −120 Nm−1

(~c× ~a) · ~K + β(~c× ~a) ·~b = 0

=⇒ β = − [ ~K,~c,~a]

[~b,~c,~a]

= 60
√

2 Nm−1

(~a×~b) · ~K + γ(~a×~b) · ~c = 0
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=⇒ γ = − [ ~K,~a,~b]

[~c,~a,~b]

= 60
√

2 Nm−1.

I.5. Geraden und Ebenen

I.5.1. Die Parameterdarstellung einer Geraden.Wir betrach-
ten eine Gerade g durch einen Punkt A in Richtung eines Vektors ~c,

~c 6= ~0. Für jeden Punkt X auf g muss der Vektor
−−→
AX parallel zu ~c sein,

d.h. es muss eine Zahl t ∈ R geben mit
−−→
AX = t~c. Man sagt hierzu, g

hat die

Punkt-Richtungs-Gleichung:
−−→
AX = t~c, t ∈ R.

Die Variable t nennt man einen Parameter. Jedem Parameter ent-
spricht genau ein Punkt auf g und umgekehrt. Daher nennt man die
obige Darstellung auch eine Parameterdarstellung.

Ist ein zweiter Punkt B auf g gegeben, B 6= A, kann man ~c =
−→
AB

wählen.
Führen wir ein kartesisches Koordinatensystem ein, ergeben sich die
folgenden Koordinatendarstellungen der Geraden:

Punkt-Richtungs-Gleichung:x1

x2

x3

 =

a1

a2

a3

+ t

c1c2
c3


Zwei-Punkte-Gleichung:x1

x2

x3

 =

a1

a2

a3

+ t

b1 − a1

b2 − a2

b3 − a3



Beispiel I.5.1. Für die Gerade g

durch A = (1, 0,−1) in Richtung ~c =

1
1
2


ergibt sich die Punkt-Richtungs-Gleichungx1

x2

x3

 =

 1
0
−1

+ t

1
1
2

 .
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Die Parameterwerte t = 1 und t = 3 liefern die Punkte B = (2, 1, 1)
und C = (4, 3, 5). Daher hat g auch die Zwei-Punkte-Gleichungx1

x2

x3

 =

4
3
5

+ t

−2
−2
−4

 .

I.5.2. Die Koordinatengleichungen einer Geraden. Löst man
jede der drei Gleichungen der Zwei-Punkte-Gleichung einer Geraden
nach dem Parameter t auf und setzt die Ergebnisse gleich, erhält man
die Koordinatengleichungen der Geraden durch A, B:

x1 − a1

b1 − a1

=
x2 − a2

b2 − a2

=
x3 − a3

b3 − a3

, falls ai 6= bi, i = 1, 2, 3(a)

x1 − a1

b1 − a1

=
x2 − a2

b2 − a2

, x3 = a3, falls a3 = b3(b)

x1 − a1

b1 − a1

=
x3 − a3

b3 − a3

, x2 = a2, falls a2 = b2

x2 − a2

b2 − a2

=
x3 − a3

b3 − a3

, x1 = a1, falls a1 = b1

x1 = a1, x2 = a2, falls a1 = b1, a2 = b2, a3 6= b3(c)

x2 = a2, x3 = a3, falls a2 = b2, a3 = b3, a1 6= b1

x3 = a3, x1 = a1, falls a1 = b1, a3 = b3, a2 6= b2

Beispiel I.5.2. Die Gerade aus Beispiel I.5.1 hat die Koordinaten-
gleichungen

x1 − 1 = x2 =
x3 + 1

2
.

Aus den Koordinatengleichungen einer Geraden erhält man mit t =
xi−ai

bi−ai
für die Indizes i, für die bi 6= ai ist, die Zwei-Punkte-Gleichung in

Parameterform zurück.

Beispiel I.5.3. Die Gerade mit den Koordinatengleichungen

x1 − 3

5
=
x2 + 1

7
, x3 = 4

besitzt die Parameterdarstellungx1

x2

x3

 =

 3
−1
4

+ t

5
7
0

 .

I.5.3. Die Momentengleichung einer Geraden. Betrachte die
Gerade g durch A in Richtung ~c und einen beliebigen Bezugspunkt P .

Sei X ein Punkt auf g. Dann ist
−−→
AX =

−−→
PX −

−→
PA genau dann parallel

zu ~c, wenn
−−→
AX × ~c = 0 ist, d.h.

−−→
PX × ~c =

−→
PA× ~c. Dies führt auf:
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Momentengleichung bzgl. des Bezugspunktes P :
−−→
PX × ~c = ~mP mit ~mP =

−→
PA× ~c.

Gemäß Abschnitt I.4.9 ist

−→
PS =

1

|~c|2
~c× (

−→
PA× ~c) =

1

|~c|2
~c× ~mP

der Lotvektor von P auf g. Daher ist

−−→
PX =

1

|~c|2
~c× ~mP + t~c

eine Parameterdarstellung der durch obige Momentengleichung gege-
benen Geraden.

I.5.4. Abstand Punkt - Gerade. Betrachte die Gerade g durch

A in Richtung ~c und einen Punkt P . Das Lot
−→
PS von P auf g ist gemäß

Abschnitt I.4.9 gegeben durch

−→
PS =

1

|c|2
~c× (

−→
PA× ~c).

Seine Länge d = |
−→
PS| ist der Abstand von P zu g. Da gemäß Abschnitt

I.4.7

|~c× (
−→
PA× ~c)|2 = |~c|2|

−→
PA× ~c|2 − ((

−→
PA× ~c) · ~c︸ ︷︷ ︸

=0

)2

= |~c|2|
−→
PA× ~c|2

ist, ergibt sich für den Abstand von P zu g

d =
|
−→
PA× ~c|
|~c|

.

Beispiel I.5.4. Der Abstand des Punktes P = (0, 1, 0) zu der Ge-
raden g aus Beispiel I.5.1 ist

d =

∣∣∣∣∣∣
 1
−1
−1

×
1

1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

1
2

∣∣∣∣∣∣
=

√
3 · 6− (−2)2

√
6
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=

√
14

6

=

√
21

3
.

I.5.5. Abstand Gerade - Gerade. Wir wollen den Abstand d
der beiden Geraden g1 durch A in Richtung ~u und g2 durch B in Rich-
tung ~v bestimmen. Falls die Geraden parallel sind, ist dieser Abstand
gleich demjenigen des Punktes B zur Geraden g1, und wir können das
Ergebnis von Abschnitt I.5.4 ausnutzen. Falls die Geraden nicht par-

allel sind, ist d der Betrag der Komponente von
−→
AB in Richtung des

Vektors ~n = ~u × ~v, der auf ~u und ~v senkrecht steht. Indem wir in

Beispiel I.5.1 ~a =
−→
AB und ~b = ~u× ~v setzen, erhalten wir

d =
|
−→
AB · (~u× ~v)|
|~u× ~v|

=
|[
−→
AB, ~u,~v]|
|~u× ~v|

.

Insgesamt liefert dies:

Der Abstand d der Geraden durch A in Richtung ~u zu der
Geraden durch B in Richtung ~v ist

d =


|
−→
AB×~u|
|~u| falls ~u und ~v parallel sind,

|[
−→
AB,~u,~v]|
|~u×~v| falls ~u× ~v 6= 0.

Beispiel I.5.5. Die Geradenx1

x2

x3

 =

 1
0
−1

+ t

1
1
2


und x1

x2

x3

 =

 3
−1
4

+ t

5
7
0


aus Beispiel I.5.1 und I.5.3 haben den Abstand

d =

∣∣∣∣∣∣
 2
−1
5

 ,

1
1
2

 ,

5
7
0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

1
2

×
5

7
0

∣∣∣∣∣∣
=

28√
6 · 74− 122
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=
28√
300

=
14

15

√
3.

I.5.6. Die Parameterdarstellung einer Ebene. Wir betrach-
ten die Ebene E durch den Punkt A, die von den beiden von Null
verschiedenen und nicht parallelen Vektoren ~u und ~v erzeugt wird. Ein

Punkt X liegt genau dann in E, wenn sich der Vektor
−−→
AX in der Form−−→

AX = s~u+ t~v darstellen lässt. Dies führt auf die

Parameterdarstellung von E:
−−→
AX = s~u+ t~v mit s, t ∈ R.

Führen wir ein kartesisches Koordinatensystem ein, ergibt sich hieraus
die Koordinatendarstellung

x1

x2

x3

 =

a1

a2

a3

+ s

u1

u2

u3

+ t

v1

v2

v3

 .

Sind zwei weitere von A verschiedene Punkte B und C in E gegeben,

sodass A, B und C nicht auf einer Geraden liegen, so kann man ~u =
−→
AB

und ~v =
−→
AC wählen. Dies führt auf die

Drei-Punkte-Gleichung von E:x1

x2

x3

 =

a1

a2

a3

+ s

b1 − a1

b2 − a2

b3 − a3

+ t

c1 − a1

c2 − a2

c3 − a3

 .

I.5.7. Parameterfreie Darstellungen einer Ebene. Wir be-
trachten die Ebene E durch die drei Punkte A, B, C, die paarweise
verschieden sind und die nicht auf einer Geraden liegen. Offensichtlich

liegt ein Punkt X genau dann in E, wenn der Vektor
−−→
AX von den

Vektoren
−→
AB und

−→
AC linear abhängig ist. Wegen Abschnitt I.4.8 ist

dies äquivalent zu

[
−−→
AX,

−→
AB,
−→
AC] = 0.

Man nennt diese Darstellung die parameterfreie Drei-Punkte-Formel in

Determinantenform. Obige Gleichung bedeutet
−−→
AX ·(

−→
AB×

−→
AC) =
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0, d.h. der Vektor 0 6= ~n =
−→
AB×

−→
AC steht senkrecht auf E. Man nennt

~n einen Normalenvektor von E und

−−→
AX · ~n = 0 A Punkt in E, ~n Normalenvektor von E

eine Normalengleichung von E. In kartesischen Koordinaten lautet
mit

A = (a1, a2, a3), ~n =

n1

n2

n3


die Normalengleichung

n1x1 + n2x2 + n3x3 = c mit c = n1a1 + n2a2 + n3a3.

Ist insbesondere |~n| = 1, nennt man diese Darstellung auch Hesse-
Normalform der Ebene.

Wird E durch einen Punkt A und einen Normalenvektor ~n gegeben

und ist P ein beliebiger Punkt, dann ist der Lotvektor
−→
PS von P auf

E gleich der Komponente von
−→
PA in Richtung ~n. Wegen Beispiel I.4.1

(S. 30) und ~n 6= 0 ist daher

−→
PS =

−→
PA · ~n
|~n|2

~n.

Insbesondere ist

d =
|
−→
PA · ~n|
|~n|

der Abstand von P zur Ebene E durch A senkrecht zu ~n.

Beispiel I.5.6. Betrachte die Ebene E durch die Punkte A =
(1, 0, 0), B = (2, 1, 1) und C = (3, 0, 2). Die Parameterdarstellung von
E lautet x1

x2

x3

 =

1
0
0

+ s

1
1
1

+ t

2
0
2

 .

Ein Normalenvektor ist

~n =

1
1
1

×
2

0
2

 =

 2
0
−2

 .

Die Normalengleichung lautet

2x1 − 2x3 = 2.
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Der Abstand des Punktes P = (4, 5,−3) zu E ist

d =

∣∣∣∣∣∣
 3

5
−3

 ·
 2

0
−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
 2

0
−2

∣∣∣∣∣∣
=

12√
8

= 3
√

2.

I.5.8. Die Schnittgerade zweier Ebenen. Zwei nicht parallele
Ebenen

E1 : n1x1 + n2x2 + n3x3 = c1

E2 : m1x1 +m2x2 +m3x3 = c2

schneiden sich in einer Geraden g. Das Vektorprodukt der beiden Nor-
malenvektoren ~n und ~m ist parallel zu beiden Ebenen und zeigt daher
in Richtung von g. Kennt man einen Punkt A auf g, erhält man mit

−→
0X =

−→
0A+ t(~n× ~m)

sofort eine Parameterdarstellung von g.

Beispiel I.5.7. Betrachte die Ebene E1 aus Beispiel I.5.6 und die
Ebene E2 durch die Punkte F = (0, 0, 1), G = (−1, 2, 0) und H =
(3,−1, 3). Ein Normalenvektor von E1 ist gemäß Beispiel I.5.6

~n =

 2
0
−2

 .

Ein Normalenvektor von E2 ist

~m =

−1
2
−1

×
 3
−1
2

 =

 3
−1
−5

 .

Also ist die Schnittgerade g parallel zu

~n× ~m =

−2
4
−2

 .

Zur Bestimmung eines Punktes P auf g stellen wir die Normalenglei-
chungen von E1 und E2 auf.

E1 : 2x1 − 2x3 = 2

E2 : 3x1 − x2 − 5x3 = −5.
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Wählen wir x3 = 1, erhalten wir aus der Gleichung für E1 x1 = 1.
Einsetzen dieser Werte in die Gleichung für E2 liefert x2 = 6. Also
lautet die Parameterdarstellung von gx1

x2

x3

 =

2
6
1

+ t

−2
4
−2

 .

I.5.9. Die Winkel zwischen zwei Ebenen und zwischen ei-
ner Ebene und einer Geraden. Die Winkel zwischen zwei sich
schneidenden Ebenen stimmen überein mit den beiden Winkeln zwi-
schen den zugehörigen Normalenvektoren. Sind also ~n und ~m Norma-
lenvektoren der beiden Ebenen, dann sind φ1 mit

cosφ1 =
|~n · ~m|
|~n||~m|

, 0 ≤ φ1 ≤
π

2

und φ2 = π − φ1 die beiden Winkel zwischen den Ebenen. In der
Regel wird nur φ1 berücksichtigt.

Als Winkel zwischen einer Geraden g in Richtung ~c und einer Ebene
E mit Normalenvektor ~n bezeichnet man den Winkel zwischen ~c und
der zu ~n orthogonalen Komponente 1

|~n|2n×(~c×~n). Für diesen Winkel φ

gilt φ = π
2
−∠(~c, ~n). Daher ist der Winkel zwischen g und E bestimmt

durch

sinφ =
|~n · ~c|
|~n||~c|.

Beispiel I.5.8. Für die beiden Ebenen aus Beispiel I.5.7 erhalten
wir den Winkel

cosφ =

∣∣∣∣∣∣
 2

0
−2

 ·
 3
−1
−5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
 2

0
−2

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
 3
−1
−5

∣∣∣∣∣∣
=

16√
8 · 35

=
4

35

√
70

=⇒ φ ≈ 17.0239◦.
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I.6. Die komplexen Zahlen

I.6.1. Motivation. Die Notwendigkeit, Gleichungen der Form

x+ 5 = 3 bzw. 2x = 5 bzw. x2 = 2

zu lösen, führt auf die Konstruktion der ganzen bzw. rationalen bzw.
reellen Zahlen. Der Wunsch, quadratische Gleichungen

x2 + ax+ b = 0

einheitlich für alle reellen Werte von a, b – wie z.B. a = 0, b = −1
– lösen zu können, führt auf die Konstruktion der komplexen Zah-
len. Weitere wichtige Anwendungen der komplexen Zahlen werden wir
später kennen lernen.

Im Folgenden definieren wir die komplexen Zahlen und die ent-
sprechenden Grundrechenarten geometrisch. Dabei sollen die gleichen
Rechengesetze wie bei den reellen Zahlen gelten.

I.6.2. Definition. Wie in Abschnitt I.3.1 führen wir in der Ebene
ein kartesisches Koordinatensystem ein. Jeder Punkt P der Ebene ist
dann eindeutig charakterisiert durch seine Koordinaten x und y. Statt
(x, y) schreiben wir x+iy und nennen diesen Ausdruck eine komplexe
Zahl. Die Menge der komplexen Zahlen nennen wir C:

C = {x+ iy : x, y ∈ R}.

Für eine komplexe Zahl z = x+ iy heißen x bzw. y der Realteil bzw.
Imaginärteil von z, kurz

Re(x+ iy) = x, Im(x+ iy) = y.

Jedem Paar (x, y) reeller Zahlen entspricht also genau eine komplexe
Zahl z = x + iy. Umgekehrt entspricht jeder komplexen Zahl z genau
ein Paar (Re z, Im z) reeller Zahlen. In diesem Sinne können wir die
Mengen C und R2 identifizieren.

I.6.3. Betrag und Konjugation. Nach Wahl eines kartesischen
Koordinatensystems entspricht einer komplexen Zahl z = x + iy der
Punkt P = (x, y) der Ebene. Dieser hat einen eindeutig definierten
Abstand zum Ursprung des Koordinatensystems. Dies ist der Betrag

des Ortsvektors
−→
0P und gemäß Abschnitt I.4.9 gleich

√
x2 + y2. Wir

nennen diese Größe den Betrag der komplexen Zahl z und schreiben
hierfür |z|:

|x+ iy| =
√
x2 + y2

bzw.
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|z| =
√

(Re z)2 + (Im z)2.

Durch Spiegelung des Punktes P = (x, y) an der x-Achse geht dieser
in den Punkt P = (x,−y) über. Entsprechend geht die komplexe Zahl
z = x + iy über in die komplexe Zahl x− iy. Wir nennen diese die zu
z konjugiert komplexe Zahl und schreiben dafür z:

x+ iy = x− iy

bzw.

z = (Re z)− i(Im z).

Da eine nochmalige Spiegelung den Punkt P wieder in den Punkt P
überführt, gilt die Regel

(z) = z.

I.6.4. Addition und Subtraktion. Wir betrachten zwei kom-
plexe Zahlen z = x+ iy und w = u+ iv. Diesen entsprechen die Punkte

P = (x, y) und Q = (u, v). Die zugehörigen Ortsvektoren
−→
0P und

−→
0Q

können wir addieren und erhalten somit den Ortsvektor eines neuen
Punktes R. Die zugehörige komplexe Zahl nennen wir die Summe von
z und w, kurz z +w. Aus Abschnitt I.4.9 ergibt sich unmittelbar (vgl.
Abbildung I.6.1):

(x+iy)+(u+iv) = (x+u)+i(y+v)

bzw.

z + w = (Re z + Rew) + i(Im z + Imw).

Analog lässt sich die Differenz z − w der Zahlen z und w berechnen:

(x+iy)−(u+iv) = (x−u)+i(y−v)

bzw.

z − w = (Re z − Rew) + i(Im z − Imw).

Für die Konjugation gilt:
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z ± w = z ± w.

Beispiel I.6.1. Für z = 2+3i, w = 1+2i erhalten wir z+w = 3+5i
und z − w = 1 + i.

I.6.5. Multiplikation und Division. Der Punkt P = (x, y), der
zu der komplexen Zahl z = x+ iy gehört, ist eindeutig bestimmt durch
seinen Abstand r zum Ursprung und durch den Winkel ϕ zwischen der

positiven x-Achse und dem Ortsvektor
−→
0P , d.h. z = r cosϕ+ ir sinϕ =

r(cosϕ+i sinϕ). Bezeichne mit s und ψ die entsprechenden Größen für
die komplexe Zahl w = u + iv. Wir definieren das Produkt von z und
w, kurz z ·w, nun durch folgende Vorschrift: Multipliziere die Abstände
r und s und addiere die Winkel ϕ und ψ (vgl. Abbildung I.6.1).

-
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Abbildung I.6.1. Addition und Multiplikation zweier
komplexer Zahlen

Speziell erhalten wir für die komplexe Zahl i, d.h. x = 0, y = 1,
den Wert r = 1 und ϕ = π

2
. Gemäß unserer Regel hat dann i2 = i · i

den Abstand 1 und den Winkel π. Dies entspricht aber der komplexen
Zahl −1. Es gilt also die Regel

i2 = −1.

Man kann zeigen, dass für die Addition und Multiplikation komple-
xer Zahlen die gleichen Rechenregeln gelten wie bei den reellen Zahlen.
Daher ergibt sich folgende Regel für das Produkt zweier komplexer
Zahlen:
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(x+ iy) · (u+ iv) = (xu− yv) + i(xv+ yu)

bzw.

z · w = ((Re z)(Rew)− (Im z)(Imw))

+ i((Re z)(Imw) + (Im z)(Rew)).

Der Quotient z
w
, w 6= 0, ist die komplexe Zahl, deren Produkt mit w

die Zahl z ergibt. Also muss sich dieser Quotient nach folgender Regel
berechnen: Dividiere die Abstände r und s und subtrahiere die Winkel
ϕ und ψ.
Andererseits entspricht der Zahl w

|w|2 der Abstand 1
s

und der Winkel

2π−ψ. Daher hat die Multiplikation von z mit w
|w|2 den gleichen Effekt

wie die Division von z durch w. Daher erhalten wir die folgende Regel
für den Quotienten zweier komplexer Zahlen

x+ iy

u+ iv
=

(x+ iy) · (u− iv)
u2 + v2

=
xu+ yv

u2 + v2
+ i
−xv + yu

u2 + v2

bzw.

z

w
=
z · w
|w|2

.

Für die Konjugation und den Betrag ergibt sich

z · w = z · w

(
z

w
) =

z

w
.

|z · w| = |z||w|∣∣∣ z
w

∣∣∣ =
|z|
|w|

.

Beispiel I.6.2. Für z = 2+3i, w = 1+2i erhalten wir z·w = −4+7i
und z

w
= 8

5
− 1

5
i.
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Beispiel I.6.3 (Additionstheoreme für den Sinus und Co-
sinus). Betrachte die komplexen Zahlen

z = cosα+ i sinα,

w = cos β + i sin β.

Sie haben beide den Betrag 1 und die Winkel α bzw. β. Daher hat z ·w
den Betrag 1 und den Winkel α+ β. Damit folgt

cos(α+ β) + i sin(α+ β) = z · w
= (cosα+ i sinα) · (cos β + i sin β)

= cosα cos β − sinα sin β

+ i(cosα sin β + sinα cos β).

Vergleichen wir die Real- und Imaginärteile, erhalten wir die Additi-
onstheoreme

cos(α+ β) = cosα cos β − sinα sin β

sin(α+ β) = sinα cos β + cosα sin β.

Da z
w

= z ·w (wegen |w| = 1) den Betrag 1 und den Winkel α− β hat,
erhalten wir analog

cos(α− β) = cosα cos β + sinα sin β

sin(α− β) = sinα cos β − cosα sin β.

I.6.6. Wurzeln komplexer Zahlen. Gegeben seien eine komple-
xe Zahl z und eine natürliche Zahl n ≥ 2. Wir betrachten die Gleichung

wn = w · . . . · w︸ ︷︷ ︸
n-mal

= z

mit einer unbekannten komplexen Zahl w. Jede Lösung dieser Glei-
chung nennen wir eine n-te Wurzel von z. Ist w eine n-te Wurzel
von z schreiben wir auch w = n

√
z.

Sind r, s und ϕ, ψ die Abstände und Winkel zu z bzw. w, muss
gemäß unserer Multiplikationsregel gelten: sn = r und n · ψ = ϕ, d.h.
s = n
√
r, ψ = ϕ

n
. Betrachte nun eine natürliche Zahl k ∈ {1, . . . , n− 1}

und die komplexe Zahl w̃ mit Abstand s̃ = n
√
r und Winkel ψ̃ = ϕ

n
+ 2πk

n
.

Dann hat w̃n den Abstand s̃n = r und den Winkel nψ̃ = ϕ + 2πk. Sie
stellt daher auch die Zahl z dar. D.h., w̃ ist auch eine n-te Wurzel von
z. Damit ergibt sich:
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Die komplexe Zahl z mit Abstand r und Winkel ϕ hat genau
n verschiedene n-te Wurzeln. Diese haben alle den Abstand
n
√
r und die Winkel ϕ

n
+ 2πk

n
, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Dies liefert folgende Regel:

z = |z| cosϕ+ i|z| sinϕ

=⇒ n
√
z = n

√
|z| cos(

ϕ+ 2πk

n
) + i n

√
|z| sin(

ϕ+ 2πk

n
)

k = 0, 1, . . . , n− 1.

Beispiel I.6.4. Für z = i und n = 2 erhalten wir

|z| = 1

ϕ =
π

2

und damit die zwei Wurzeln

√
z = cos

π

4
+ i sin

π

4

=

√
2

2
+ i

√
2

2

und

√
z = cos

5π

4
+ i sin 5π4

= −
√

2

2
− i
√

2

2
.

Für z = −4
√

2 + i4
√

2 und n = 3 erhalten wir

|z| = 8

ϕ =
3π

4

und damit die drei Wurzeln

3
√
z = 2 cos

π

4
+ i2 sin

π

4

=
√

2 + i
√

2

3
√
z = 2 cos(

π

4
+

2π

3
) + i2 sin(

π

4
+

2π

3
)

= −
√

2(1 +
√

3)

2
+ i

√
2(
√

3− 1)

2
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und

3
√
z = 2 cos(

π

4
+

4π

3
) + i2 sin(

π

4
+

4π

3
)

=

√
2(
√

3− 1)

2
− i
√

2(
√

3 + 1)

2
.

Beispiel I.6.5 (Quadratische Gleichungen). Betrachte die
quadratische Gleichung

x2 + 4x+ 13 = 0.

Sie hat die Diskriminante

42 − 4 · 13 = −36

und besitzt daher keine reellen Lösungen. Aus den Formeln von Vieta
ergeben sich formal die Lösungen

x1,2 = −2±
√

4− 13 = −2±
√
−9.

Wegen i2 = −1, d.h. i =
√
−1, erhalten wir die zwei komplexen Lösun-

gen
x1,2 = −2± 3i.





KAPITEL II

Lineare Algebra

II.1. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

II.1.1. Matrizen. Eine m × n Matrix ist ein rechteckiges Zah-
lenschema der Form

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn

 .

Die reellen oder komplexen Zahlen aij heißen Elemente der Matrix.
Wir schreiben auch abkürzend A = (aij)m×n oder nur A = (aij), wenn
die Zahlen m und n feststehen. Die Matrix heißt reell, wenn alle Ele-
mente reell sind, sonst komplex. Sofern nicht explizit anders erwähnt,
betrachten wir im Folgenden stets reelle Matrizen.

Diem×1-Matrizen bzw. 1×n-Matrizen heißen Spaltenvektoren
bzw. Zeilenvektoren. Sie haben die Form

S =

a1
...
am

 bzw. Z = (a1, . . . , an).

Man beachte, dass man bei nur einer Zeile oder Spalte keinen zusätz-
lichen Spalten- bzw. Zeilenindex benötigt.

Die Matrix A = (aij)m×n besteht aus m Zeilenvektoren mit je n
Elementen

Zi = (ai1, ai2, . . . , ain) i = 1, 2, . . . ,m

bzw. aus n Spaltenvektoren mit je m Elementen

Sj =


a1j

a2j
...
amj

 j = 1, 2, . . . , n.

Je nachdem, ob wir die Zeilen oder die Spalten von A hervorheben
wollen, schreiben wir

A =


Z1

Z2
...

Zm

 oder A = (S1,S2, . . . ,Sn).

53
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Das (i, j)-te Element aij von A gehört zum i-ten Zeilenvektor Zi und
zum j-ten Spaltenvektor Sj.

Zwei Matrizen A und B sind genau dann gleich, wenn sie die
gleiche Anzahl von Zeilen und Spalten haben und wenn aij = bij gilt
für alle i, j.

Beispiel II.1.1. Die Matrix

A =

(
1 2 3
4 0 −1

)
hat 2 Zeilen und 3 Spalten, ist also eine 2 × 3-Matrix. Sie hat die
Zeilenvektoren

Z1 = (1, 2, 3) und Z2 = (4, 0,−1)

und die Spaltenvektoren

S1 =

(
1
4

)
, S2 =

(
2
0

)
und S3 =

(
3
−1

)
.

Die Menge aller reellen bzw. komplexen m×n Matrizen bezeichnen
wir mit Rm×n bzw. Cm×n. Insbesondere ist R1×n die Menge aller reellen
Zeilenvektoren mit n Elementen und Rm×1 die Menge aller reellen Spal-
tenvektoren mit m Elementen. Zur Abkürzung schreiben wir auch Rn

statt Rn×1 und fassen die Elemente von Rn stets als Spaltenvektoren
auf.

II.1.2. Rechenregeln. Matrizen mit gleicher Anzahl von Zeilen
und Spalten können addiert und subtrahiert werden. Dies geschieht
elementweise:

a11 · · · a1n
...

...
am1 · · · amn

±
 b11 · · · b1n

...
...

bm1 · · · bmn


=

 a11 ± b11 · · · a1n ± b1n
...

...
am1 ± bm1 · · · amn ± bmn

 .

Matrizen können zudem mit einem Zahlenfaktor multipliziert werden.
Auch dies geschieht elementweise:

λ

a11 · · · a1n
...

...
am1 · · · amn

 =

λa11 · · · λa1n
...

...
λam1 · · · λamn

 .
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Beispiel II.1.2. Es ist(
1 2 3
4 0 −1

)
+

(
−2 0 5
1 6 3

)
=

(
−1 2 8
5 6 2

)
und

3 ·
(

1 2 3
4 0 −1

)
=

(
3 6 9
12 0 −3

)
.

Die Matrix

0 =

0 · · · 0
...

...
0 · · · 0

 ∈ Rm×n,

deren sämtliche Elemente verschwinden, heißt Nullmatrix. Die Null-
matrizen in R1×n und Rm×1 nennt man auch Nullvektor.

Es gelten die zu den Zahlen analogen Rechenregeln:

A+B = B + A

(A+B) + C = A+ (B + C)

A+ 0 = A

A− A = 0

(λµ)A = λ(µA)

1A = A

(λ+ µ)A = λA+ µA

λ(A+B) = λA+ λB.

Aus den Rechenregeln folgt, dass sich jeder Spaltenvektor

a =

a1
...
an

 ∈ Rn×1

eindeutig schreiben lässt als a = a1e1 + . . .+ anen mit den Vektoren

e1 =



1
0
0
...
0
0

 , e2 =



0
1
0
...
0
0

 , . . . , en =



0
0
0
...
0
1

 .

Das System dieser Vektoren heißt natürliche Basis des Rn. Ganz
analog heißt das System der Vektoren

e′1 = (1, 0, . . . , 0), e′2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , e′n = (0, . . . , 0, 1)

die natürliche Basis des R1×n.
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II.1.3. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen. Ein li-
neares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbe-
kannten x1, · · · , xn, kurz LGS, hat die Form

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
...

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

(II.1.1)

mit den Koeffizienten aij und den Absolutgliedern bi. (Kommt
eine Unbekannte in einer Gleichung nicht vor, hat sie dort den Koeffi-
zienten 0.)

Für ein solches LGS schreibt mana11 · · · a1n
...

...
am1 · · · amn

x1
...
xn

 =

 b1
...
bm


oder kurz

Ax = b

mit der Koeffizientenmatrix A = (aij)m×n, dem Spaltenvektor x ∈
Rn mit den unbekannten Komponenten xi und dem Spaltenvektor b ∈
Rm der rechten Seite.

Ein LGS heißt homogen, wenn b = 0 ist. Andernfalls heißt es
inhomogen.

Ein Spaltenvektor c mit den Komponenten c1, . . . , cn heißt eine
Lösung des LGS (II.1.1), wenn für xi = ci (i = 1, . . . , n) alle m Glei-
chungen erfüllt sind, d.h. Ac = b gilt.

Ein homogenes LGS Ax = 0 besitzt stets mindestens eine Lösung,
nämlich den Nullvektor. Diese Lösung nennt man auch die triviale
Lösung.

Nicht jedes LGS besitzt eine Lösung. Es tritt stets einer der folgen-
den drei Fälle auf:

• Das Gleichungssystem besitzt keine Lösung.
Beispiel: (zwei parallele Geraden)

2x1 + x2 = 1

2x1 + x2 = 2.

• Das Gleichungssystem besitzt genau eine Lösung.
Beispiel: (zwei nicht parallele Geraden)

2x1 + x2 = 1

x1 + x2 = 2.

Hier ist x1 = −1, x2 = 3 die eindeutige Lösung.
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• Das Gleichungssystem besitzt unendlich viele Lösungen.
Beispiel: (eine Geraden)

2x1 + x2 = 1.

Hier ist x1 = a, x2 = 1− 2a für jedes a ∈ R eine Lösung.

II.1.4. Das Gaußsche Eliminationsverfahren. Das bekanntes-
te und wichtigste Verfahren zur Lösung linearer Gleichungssysteme
Ax = b ist das Gaußsche Eliminationsverfahren. Zu seiner Beschrei-
bung ist es zweckmäßig, die Koeffizientenmatrix A und die rechte Seite
b zur erweiterten Koeffizientenmatrix (A,b) zusammenzufassen, indem
man b als (n+ 1)-ten Spaltenvektor hinzufügt.

Das Gaußsche Eliminationsverfahren beruht auf folgenden Grund-
operationen:

• Vertauschen zweier Zeilen von (A,b) oder zweier Spalten von
A. Wurden zwei Spalten vertauscht, müssen die Komponenten
des Vektors x der Unbekannten entsprechend umnummeriert
werden.
• Multiplikation einer Zeile von (A,b) mit einer von Null ver-

schiedenen Zahl.
• Addition bzw. Subtraktion des α-fachen einer Zeile von (A,b)

von einer anderen Zeile.

Diese Operationen ändern die Lösungsmenge des LGS nicht, d.h. geht
(B, c) durch solche Operationen aus (A,b) hervor, so besitzt das LGS
Bx = c genau die gleichen Lösungen wie das LGS Ax = b.

Das Gaußsche Eliminationsverfahren besteht aus drei Etappen:

• dem Eliminationsteil,
• dem Lösbarkeitstest,
• dem Rücklösungsteil.

Am Ende des Eliminationsteils hat die erweiterte Koeffizientenmatrix
folgende Struktur

r


m− r





• ∗ ∗ . . . . . . . . . . . . ∗ ∗
0 • ∗ . . . . . . . . . . . . ∗ ∗
0 0 • . . . . . . . . . . . . ∗ ∗
...

...
. . .

...
...

...
...

...
... • ∗ . . . ∗ ∗

0 0 . . . 0 ∗
...

... . . .
...

...
0 0 . . . 0 ∗


︸ ︷︷ ︸

n+1

.

Dabei steht • für eine von Null verschiedene Zahl und ∗ für eine belie-
bige Zahl.

Die Zahl r heißt der Rang von A, kurz
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r = RangA.

Der Rang von A ist eindeutig bestimmt. Es gilt

RangA ≤ min{m,n} für A ∈ Rm×n.

Beim Lösungstest wird entschieden, ob das LGS keine, genau ei-
ne oder unendlich viele Lösungen besitzt. Falls es keine Lösung be-
sitzt, wird das Verfahren beendet. Im Rücklösungsteil werden sämtliche
Lösungen des LGS ermittelt.

Algorithmus II.1.3. Gaußsches Eliminationsverfahren
zur Lösung des LGS Ax = b.

(1) Eliminationsteil:
(a) Setze i = 1.
(b) Pivotsuche: Bestimme zwei Indizes i0, j0 mit i ≤ i0 ≤

m und i ≤ j0 ≤ n und ai0j0 6= 0. Falls keine derartigen
Indizes existieren, setze r = i − 1 und gehe zum Lösbar-
keitstest (2), andernfalls fahre mit Schritt (c) fort.

(c) Zeilen- / Spaltentausch: Falls i0 6= i ist, vertausche
die Zeilen i und i0 von (A,b). Falls j0 6= i ist, vertausche
die Spalten i und j0 von (A,b) und merke die entsprechen-
de Umnummerierung der Komponenten des Lösungsvek-
tors. Falls i = m ist, setze r = m und gehe zum Lösbar-
keitstest (2), andernfalls fahre mit Schritt (d) fort.

(d) Elimination: Für k = i + 1, . . . ,m subtrahiere das
aki
aii

-

fache der i-ten Zeile von (A,b) von der k-ten Zeile von
(A,b).

(e) Falls i ≤ m−1 ist, erhöhe i um 1 und gehe zu Schritt (b)
zurück.

(2) Lösbarkeitstest: Falls r < m und mindestens eine der
Zahlen br+1, . . . , bm von Null verschieden ist, besitzt das LGS
keine Lösung. Beende in diesem Fall das Verfahren. Andern-
falls gehe zum Rücklösungsteil.

(3) Rücklösungsteil:
(a) Setze

xr =
br
arr

und berechne für i = r − 1, r − 2, . . . , 1 sukzessive

xi =
1

aii
{bi − airxr − air−1xr−1

− . . .− aii+1xi+1}.
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(b) Falls r = n ist, ist

u =

x1
...
xr


mit x1, . . . , xr aus (a) die eindeutige Lösung des LGS. Be-
ende in diesem Fall das Verfahren. Andernfalls setze

u0 =



x1
...
xr
0
...
0


∈ Rn×1

und fahre mit Schritt (c) fort.
(c) Führe für j = r + 1, . . . , n folgende Schritte aus:

(i) Führe Schritt (a) durch mit dem Vektor−a1j
...
−arj


an Stelle des Vektorsb1...

br

 .

(ii) Setze

uj−r =



x1
...
xr
0
...
0
1
0
...
0


← j-te Komponente

mit x1, · · · , xr aus Schritt (a).
(iii) Die Lösungsmenge des LGS ist

{u0 + α1u1 + . . .+ αn−run−r :

α1, . . . , αn−r ∈ R}.
Beende das Verfahren.
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Bemerkung II.1.4. (1) Wenn man nur daran interessiert ist zu
entscheiden, ob das LGS eine eindeutige Lösung besitzt und wie diese
Lösung lautet, kann man sich bei der Pivotsuche in Schritt (1b) auf
die i-te Spalte beschränken, d.h. man setzt j0 = i. Dann entfällt die
Notwendigkeit eines Spaltentausches mit entsprechender Umnumme-
rierung der Unbekannten.
(2) Bei der Implementierung des Gaußschen Eliminationsverfahrens
auf einem Computer sollte man bei der Pivotsuche die Indizes i0, j0 so
bestimmen, dass

|ai0j0| = max{|ak`| : i ≤ k ≤ m, j ≤ ` ≤ n}

ist. Die Abfrage
”
ai0j0 = 0?“ ist zu ersetzen durch

”
|ai0j0| ≤ ε?“, wobei

ε eine kleine positive Zahl ist. Die Wahl von ε hängt von der Rechen-
genauigkeit ab. Typische Werte auf gebräuchlichen Computern sind
ε = 10−6 oder ε = 10−8.

Das folgende Java-Programm realisiert Algorithmus II.1.3 für qua-
dratische Matrizen, d.h n = m:
// Gaussian elimination

public void gaussElimination() throws LinearAlgebraException {

elimination();

backSolve();

} // end of gaussElimination

// elimination part of Gaussian elimination

public void elimination() throws LinearAlgebraException {

for ( int i = 0; i < dim-1; i++) {

int jp = pivot(i); // find pivot, j is pivotelement

if ( Math.abs( a[jp][i] ) < EPS ) // pivot = 0 ??

throw new LinearAlgebraException(

" WARNING: zero pivot in "+i+"-th elimination step");

if ( jp > i ) { // swap equations i and j

swap(b, i, jp);

swap(a, i, jp);

}

for ( int k = i+1; k < dim; k++ ) // elimination

substractEquations(k, i, a[k][i]/a[i][i]);

}

if ( Math.abs( a[dim-1][dim-1] ) < EPS )

throw new LinearAlgebraException(

" WARNING: zero pivot in "+(dim-1)+"-th elimination step");

} // end of elimination

// find pivot

public int pivot(int i) {

int pivotElement = i;

double pivotValue = Math.abs( a[i][i] );

for ( int j = i+1; j < dim; j++ ) {

if ( Math.abs( a[j][i] ) > pivotValue ) {

pivotElement = j;

pivotValue = Math.abs( a[j][i] );

}

}

return pivotElement;

} // end of pivot
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// substract factor times equation i from equation k

public void substractEquations(int k, int i, double factor) {

b[k] -= b[i]*factor;

for( int l = i+1; l < dim; l++ )

a[k][l] -= a[i][l]*factor;

} // end of substractEquations

// solution part of Gaussian elimination

public void backSolve() {

x[dim-1] = b[dim-1]/a[dim-1][dim-1];

for ( int i = dim-2; i >= 0; i-- )

x[i] = (b[i] - innerProduct(a[i], x, i+1, dim))/a[i][i];

} // end of backSolve

// swap components i and j of vector u

public void swap(double[] u, int i, int j) {

double v = u[i];

u[i] = u[j];

u[j] = v;

} // end of swap

// inner product of sections first, ..., last-1 of two vectors

public double innerProduct(double[] u, double[] v, int first,

int last) {

double prod = 0;

for( int i = first; i < last; i++ )

prod += u[i]*v[i];

return prod;

} // end of inner product

Beispiel II.1.5. Betrachte das LGS

x1 + 2x2 + 3x3 = 4

4x1 + 5x2 + 6x3 = 0

7x1 + 8x2 + 10x3 = 4.

Jede dieser Gleichungen beschreibt eine Ebene im Raum. Daher be-
steht die Lösungsmenge aus keinem Punkt, genau einem Punkt, einer
Geraden oder aus einer Ebene. Es ist

A =

1 2 3
4 5 6
7 8 10

 , b =

4
0
4

 .

Das Gaußsche Eliminationsverfahren liefert

1 2 3 4
4 5 6 0
7 8 10 4

→
1 2 3 4
0 -3 -6 -16
0 -6 -11 -24

→
1 2 3 4
0 -3 -6 -16
0 0 1 8

.

Also ist RangA = 3 und

x3 = 8

x2 = −1

3
{−16 + 6 · 8}

= −32

3



62 II. LINEARE ALGEBRA

x1 = 4− 2 · (−32

3
)− 3 · 8

=
4

3
.

Die eindeutige Lösung des LGS ist
4
3

−32
3

8

 .

Beispiel II.1.6. Wir ersetzen in Beispiel II.1.5 den Koefffizienten
10 von x3 in der dritten Gleichung durch 9:

A =

1 2 3
4 5 6
7 8 9

 , b =

4
0
4

 .

Das Gaußsche Eliminationsverfahren liefert jetzt

1 2 3 4
4 5 6 0
7 8 9 4

→
1 2 3 4
0 -3 -6 -16
0 -6 -12 -24

→
1 2 3 4
0 -3 -6 -16
0 0 0 8

.

Also ist RangA = 2. Wegen b3 = 8 hat das LGS keine Lösung.

Beispiel II.1.7. Wir ersetzen in Beispiel II.1.6 die letzte Kompo-
nente von b durch −4:

A =

1 2 3
4 5 6
7 8 9

 , b =

 4
0
−4

 .

Das Gaußsche Eliminationsverfahren liefert jetzt

1 2 3 4
4 5 6 0
7 8 9 -4

→
1 2 3 4
0 -3 -6 -16
0 -6 -12 -32

→
1 2 3 4
0 -3 -6 -16
0 0 0 0

.

Also ist RangA = 2. Wegen b3 = 0 besitzt das LGS unendlich viele
Lösungen. Schritt (3a) liefert

x2 =
16

3

x1 = 4− 2 · 16

3

= −20

3
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und somit

u0 =


−20

3

16
3

0

 .

Schritt (3c) liefert

x2 =
6

−3
= −2

x1 = −3− 2 · (−2)

= 1

und somit

u1 =

 1
−2
1

 .

Daher ist die Lösungsmenge des LGS die Gerade

−20

3

16
3

0

+

 1
−2
1

 : α ∈ R

 .

II.2. Die Matrixmultiplikation

II.2.1. Das Matrixprodukt. Wir definieren das Produkt eines
Zeilenvektors a mit n Elementen und eines Spaltenvektors b mit eben-
falls n Elementen durch

ab = (a1, . . . , an)

b1...
bn

 = a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn.

Beispiel II.2.1. Es ist

(2, 3, 0, 4)


1
−1
5
2

 = 2− 3 + 0 + 8 = 7.

Wir definieren das Produkt einer k × `-Matrix A mit den Zeilen-
vektoren a1, . . . , ak mit einer `×m-Matrix B mit den Spaltenvektoren
b1, . . . ,bm durch



64 II. LINEARE ALGEBRA

AB =

a1
...
an

 (b1, . . . ,bm)

=


a1b1 a1b2 . . . a1bm
a2b1 a2b2 . . . a2bm

...
...

...
akb1 akb2 . . . akbm


=

(∑̀
µ=1

aiµbµj

)
1≤i≤k
1≤j≤m

.

Beachte:

Das Produkt AB ist nur definiert, wenn die Spaltenzahl von
A gleich der Zeilenzahl von B ist. Die Zeilen- bzw. Spalten-
zahl des Produktes AB ist gleich der Zeilenzahl von A bzw.
der Spaltenzahl von B.
Das Matrixprodukt ist im allgemeinen nicht kommutativ,
d.h. es gibt Matrizen A und B mit

AB 6= BA.

Beispiel II.2.2. Für

A =

(
0 1
1 0

)
,

B =

(
2 3
4 5

)
erhalten wir

AB =

(
4 5
2 3

)
und

BA =

(
3 2
5 4

)
.

Beispiel II.2.3. Es ist(
1 2 3
4 5 6

)3 0 4 −5
2 1 3 4
0 −2 −6 2

 =

(
7 −4 −8 9
22 −7 −5 12

)
.
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Die Matrix

In =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

 ∈ Rn×n

heißt n×n Einheitsmatrix. Wenn die Größe von n aus dem Zusam-
menhang klar ist, schreiben wir auch einfach I statt In.

Für beliebige Matrizen A,A1, A2 ∈ Rk×`, B,B1, B2 ∈ R`×m, C ∈
Rm×n und α ∈ R gelten folgende Rechenregeln:

(A1 + A2)B = (A1B) + (A2B),

A(B1 +B2) = (AB1) + (AB2),

α(AB) = (αA)B

= A(αB),

A(BC) = (AB)C,

IkA = AI`.

II.2.2. Die transponierte Matrix. Jeder m × n-Matrix A ∈
Rm×n ordnen wir ihre transponierte Matrix AT ∈ Rn×m zu, deren
i-te Zeile aus den Elementen der i-ten Spalte von A besteht.

Beispiel II.2.4. Es ist

(
1 2 3

)T
=

1
2
3

 ,

4
5
6

T

= (4, 5, 6),

(
1 2 3
4 5 6

)T
=

1 4
2 5
3 6

 ,

(
1 2
2 3

)T
=

(
1 2
2 3

)
.

Es gelten folgende Rechenregeln:

(A+B)T = AT +BT ,

(αA)T = α(AT ),

(AT )T = A,
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(AB)T = BTAT .

Eine n × n Matrix A heißt symmetrisch, wenn AT = A ist. Sie
heißt schiefsymmetrisch, wenn AT = −A ist.

Beispiel II.2.5. Die Matrix1 2 3
2 4 5
3 5 6


ist symmetrisch; die Matrix 0 2 3

−2 0 5
−3 −5 0


ist schiefsymmetrisch.

II.2.3. Invertierbare Matrizen. Eine n× n Matrix A heißt in-
vertierbar oder regulär, wenn es eine n × n Matrix B gibt mit
AB = BA = In. Falls A invertierbar ist, ist diese Matrix B eindeu-
tig bestimmt. Sie heißt inverse Matrix oder Inverse von A und
wird mit A−1 bezeichnet. Ist A nicht invertierbar, nennen wir A auch
singulär.

Ist A invertierbar und b ∈ Rn×1, so ist das LGS Ax = b eindeutig
lösbar. Die Lösung ist x = A−1b.

Es gelten folgende Rechenregeln:

A invertierbar und α 6= 0 =⇒ αA invertierbar und (αA)−1 =
1
α
A−1.

A und B invertierbar =⇒ AB invertierbar und (AB)−1 =
B−1A−1.
A invertierbar =⇒ AT invertierbar und (AT )−1 = (A−1)T .

II.2.4. Das Gaußsche Eliminationsverfahren zur Berech-
nung der inversen Matrix. Mit einer Variante des Gaußschen Eli-
minationsverfahrens aus Abschnitt II.1.4 kann entschieden werden, ob
eine n×n-Matrix A invertierbar ist, und im positiven Fall A−1 berech-
net werden. Die Idee ist, simultan die LGS Ax = e1, . . . , Ax = en zu
lösen. Dazu wird die Matrix A durch die n × n Einheitsmatrix In zu
(A, In) ergänzt. Auf die erweiterte Matrix werden die Grundoperatio-
nen aus Abschnitt II.1.4 so lange angewandt, bis entweder entschieden
ist, dass A nicht invertierbar ist, oder bis die erweiterte Matrix die
Form (In, B) hat. Dann ist B = A−1.

Algorithmus II.2.6. Gaußsches Eliminationsverfahren
zur Berechnung der inversen Matrix.
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(1) Eliminationsteil:
(a) Setze i = 1.
(b) Pivotsuche: Bestimme einen Index i0 mit i ≤ i0 ≤ n

und ai0i 6= 0. Falls kein derartiger Index existiert, ist die
Matrix nicht invertierbar; beende das Verfahren. Andern-
falls fahre mit Schritt (c) fort.

(c) Zeilentausch: Vertausche die Zeilen i und i0 der erwei-
terten Matrix.

(d) Elimination: Für k = i + 1, . . . , n subtrahiere das
aki
aii

-

fache der i-ten Zeile der erweiterten Matrix von deren
k-ter Zeile.

(e) Falls i < n− 1 ist, erhöhe i um 1 und gehe zu Schritt (b)
zurück. Falls i = n − 1 und ann = 0 ist, ist die Matrix
nicht invertierbar; beende das Verfahren. Andernfalls gehe
zum Rücklösungsteil über.

(2) Rücklösungsteil:
(a) Für i = 1, . . . , n dividiere die i-te Zeile der erweiterten

Matrix durch aii.
(b) Für i = n, n−1, . . . , 1 und k = i−1, i−2, . . . , 1 subtrahiere

das aki-fache der i-ten Zeile der erweiterten Matrix von
deren k-ter Zeile.

(c) Die letzten n Spalten der erweiterten Matrix sind die In-
verse von A. Beende das Verfahren.

Bemerkung II.2.7. Wie in Abschnitt II.1.4 sollte man bei der
Implementierung des Verfahrens auf einem Computer den Pivotindex
i0 so bestimmen, dass

|ai0i| = max{|aki| : i ≤ k ≤ n}
ist, und die Abfrage

”
|aii| = 0?“ durch

”
|aii| ≤ ε?“ ersetzen.

Beispiel II.2.8. Für die Matrix

A =

1 2 3
4 5 6
7 8 10


aus Beispiel II.1.5 (S. 61) erhalten wir folgendes Schema:

1 2 3 1 0 0

4 5 6 0 1 0

7 8 10 0 0 1

→

1 2 3 1 0 0

0 -3 -6 -4 1 0

0 -6 -11 -7 0 1

→

1 2 3 1 0 0

0 -3 -6 -4 1 0

0 0 1 1 -2 1

→

1 2 3 1 0 0

0 1 2 4
3
−1

3
0

0 0 1 1 -2 1
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→

1 2 0 -2 6 -3

0 1 0 −2
3

11
3

-2

0 0 1 1 -2 1

→

1 0 0 −2
3
−4

3
1

0 1 0 −2
3

11
3

-2

0 0 1 1 -2 1

Es ist

A−1 =


−2

3
−4

3
1

−2
3

11
3
−2

1 −2 1

 .

Aus der Definition der Invertierbarkeit, Algorithmus II.2.6 und Ab-
schnitt II.1.4 ergibt sich:

Für eine n× n Matrix sind folgende Aussagen äquivalent:

• A ist invertierbar.
• Es gibt eine n× n Matrix B mit BA = I.
• Es gibt eine n× n Matrix C mit AC = I.
• Das homogene LGS Ax = 0 besitzt nur die triviale

Lösung x = 0.
• Jedes LGS Ax = b besitzt eine eindeutige Lösung.
• Rang A = n.

II.2.5. Die LR-Zerlegung. In der Praxis tritt häufig das Pro-
blem auf, mehrere LGS Ax = b mit gleicher Matrix A und verschieden
rechten Seiten b lösen zu müssen. Da der Eliminationsteil des Gauß-
schen Verfahrens zur Lösung linearer Gleichungssysteme, Algorithmus
II.1.3 (S. 58), O(n3)-Operationen, der Rücklösungsteil aber nur O(n2)-
Operationen erfordert, ist es nicht sinnvoll, diesen Algorithmus auf je-
des LGS separat anzuwenden. Da andererseits der Rücklösungsteil des
Gaußschen Verfahrens zur Bestimmung von A−1, Algorithmus II.2.6,
genauso aufwendig ist wie der Eliminationsteil und da die Multipli-
kation A−1b für jedes b O(n2) Operationen erfordert, lohnt sich die
Berechnung von A−1 nur dann, wenn die Zahl der rechten Seiten etwa
n ist.

Die LR-Zerlegung ist auf diese Problematik zugeschnitten. Die Idee
besteht darin, im Algorithmus II.1.3 (S. 58) die Behandlung der Matrix
A und der rechten Seite b zu entkoppeln. Hierzu merkt man sich die
Elementaroperationen, die im Eliminationsteil ausgeführt werden, um
sie später auf die rechte Seite anzuwenden.

Der Algorithmus zerfällt in den Zerlegungs- und den Lösungsteil.
Im Zerlegungsteil werden drei Matrizen L, R und P mit folgenden
Eigenschaften berechnet:

• P ist eine Permutationsmatrix, d.h. P entsteht durch Zeilen-
vertauschungen aus In.
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• R ist eine obere Dreiecksmatrix mit von Null verschiede-
nen Diagonalelementen, d.h. R hat die Form

• ∗ ∗ . . . ∗
0 • ∗ . . . ∗
0 0 • . . . ∗
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0 •

 .

• L ist eine untere Dreiecksmatrix mit Diagonalelementen
1, d.h. L hat die Form

1 0 0 . . . . . . 0
∗ 1 0 . . . . . . 0
∗ ∗ 1 . . . . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
. . . 0

∗ ∗ . . . . . . ∗ 1


.

• Es ist
LR = PA.

Im Lösungsteil wird bei gegebener rechter Seite b das LGS Ax = b in
folgenden Schritten gelöst:

• Berechne z = Pb.
• Löse das LGS Ly = z.
• Löse das LGS Rx = y.

Dabei können der zweite und dritte Schritt wegen der Dreiecksstruktur
von L und R analog zu Schritt (3a) von Algorithmus II.1.3 (S. 58)
ausgeführt werden.

Algorithmus II.2.9. Bestimmung der LR-Zerlegung.

(0) Setze p = (1, 2, . . . , n) und i = 1.
(1) Bestimme einen Index i0 mit i ≤ i0 ≤ n und ai0i 6= 0. Falls

kein solcher Index existiert, ist die Matrix A nicht zerlegbar
und damit auch nicht invertierbar; beende das Verfahren mit
einer entsprechenden Fehlermeldung.

(2) Vertausche die i-te und die i0-te Zeile von A und die i-te und
die i0-te Komponente von p.

(3) Für k = i+ 1, i+ 2, . . . , n führe folgende Schritte aus:

(a) Ersetze aki durch
aki
aii

.

(b) Für j = i+ 1, i+ 2, . . . , n ersetze akj durch akj − aijaki.
(4) Falls i < n−1 ist, erhöhe i um 1 und gehe zu Schritt 1 zurück.

Falls i = n−1 und ann = 0 ist, ist die Matrix A nicht zerlegbar
und damit auch nicht invertierbar; beende das Verfahren mit
einer entsprechenden Fehlermeldung. Ansonsten ist das Ver-
fahren erfolgreich abgeschlossen.
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Nach erfolgreicher Durchführung von Algorithmus II.2.9 enthält die
obere Hälfte der Matrix A einschließlich ihrer Diagonalen die obere
Hälfte der Matrix R. Die untere Hälfte von A ohne Diagonale enthält
die untere Hälfte von L ohne die Diagonale, die durch 1 ergänzt werden
muss. Die Matrix P erhält man aus dem Vektor p wie folgt: In der i-ten
Zeile (1 ≤ i ≤ n) von P steht in der pi-ten Spalte eine 1, alle anderen
Elemente der Zeile sind 0.

Algorithmus II.2.10. Lösen des LGS Ax = b bei bekannter LR-
Zerlegung.

(1) Für i = 1, . . . , n setze

zi = bpi
.

(2) Setze
y1 = z1

und berechne für i = 2, . . . , n sukzessive

yi = zi − ai1y1 − . . .− aii−1yi−1.

(3) Setze

xn =
yn
ann

und berechne für i = n− 1, n− 2, . . . , 1 sukzessive

xi =
1

aii
{yi − aii+1xi+1 − . . .− ainxn}.

Das folgende Java-Programm realisiert die Algorithmen II.2.9 und
II.2.10. Die Methoden pivot, swap, innerProduct und backsolve sind
identisch mit den in Abschnitt II.1.4 angegebenen Methoden gleichen
Namens.
// LR decomposition

public void lrDecomposition() throws LinearAlgebraException {

lrElimination();

permutation();

forSolve();

backSolve();

} // end of lrDecomposition

// elimination part of LR-decomposition

public void lrElimination() throws LinearAlgebraException {

perm = new int[dim];

for( int i = 0; i < dim; i++ )

perm[i] = i;

for ( int i = 0; i < dim-1; i++) {

int jp = pivot(i); // find pivot, j is pivotelement

if ( Math.abs( a[jp][i] ) < EPS ) // pivot = 0 ??

throw new LinearAlgebraException(

" WARNING: zero pivot in "+i+"-th elimination step");

if ( jp > i ) { // swap equations i and j

swap(perm, i, jp);

swap(a, i, jp);

}

for ( int k = i+1; k < dim; k++ ) { // elimination



II.2. DIE MATRIXMULTIPLIKATION 71

a[k][i] /= a[i][i];

substractRows(k, i, a[k][i]);

}

}

if ( Math.abs( a[dim-1][dim-1] ) < EPS )

throw new LinearAlgebraException(

" WARNING: zero pivot in "+(dim-1)+"-th elimination step");

} // end of lrElimination

// substract factor times row i from row k of a

public void substractRows(int k, int i, double factor) {

for( int l = i+1; l < dim; l++ )

a[k][l] -= a[i][l]*factor;

} // end of substractRows

// forward solution part of LR-algorithm (rhs is x, result is b)

public void forSolve() {

b[0] = x[0];

for( int i = 1; i < dim; i++ )

b[i] = x[i] - innerProduct(a[i], b, 0, i);

} // end of forSolve

// permute right-hand side according to vector perm and store on x

public void permutation() {

for( int i = 0; i < dim; i++ )

x[i] = b[ perm[i] ];

} // end of permutation

Für den Aufwand der Algorithmen II.2.9 und II.2.10 gilt:

Algorithmus II.2.9 benötigt O(n3) arithmetische Operatio-
nen. Algorithmus II.2.10 benötigt pro rechter Seite O(n2)
Operationen.

Das folgende Beispiel verdeutlicht die Vorgehensweise der Algorith-
men II.2.9 und II.2.10.

Beispiel II.2.11. Für die Matrix aus Beispiel II.1.5 (S. 61) liefert
Algorithmus II.2.9 die LR-Zerlegung:

p = (1, 2, 3)

und
1 2 3
4 5 6
7 8 10

→
1 2 3
4 −3 −6
7 −6 −11

→
1 2 3
4 −3 −6
7 2 1

Wir erhalten A = LR mit

L =

1 0 0
4 1 0
7 2 1

 , R =

1 2 3
0 −3 −6
0 0 1

 .

Für die rechte Seite

b =

4
0
4


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ergibt sich z = b und

y =

 4
−16
8

 , x =


4
3

−32
3

8

 .

II.3. Determinanten

II.3.1. Determinanten von 2 × 2 und 3 × 3 Matrizen. Das
von den Vektoren

a =

(
a1

a2

)
und b =

(
b1
b2

)
in der Ebene erzeugte Parallelogramm hat gemäß Abschnitt I.4.7 und
I.4.9 die Fläche

F =

∣∣∣∣∣∣
a1

a2

0

×
b1b2

0

∣∣∣∣∣∣ = |a1b2 − a2b1|.

Wir nennen die Zahl

detA = a1b2 − a2b1

die Determinante der 2× 2 Matrix

A =

(
a1 b1
a2 b2

)
.

Wegen Abschnitt I.4.7 und I.4.9 ist detA = 0 genau dann, wenn die
Vektoren a und b parallel sind, d.h. a = λb für ein λ ∈ R. Wegen
Abschnitt II.1.4 ist letzteres genau dann der Fall, wenn RangA < 2
ist. Also gilt:

detA 6= 0 ⇐⇒ A ist invertierbar.

Beispiel II.3.1. Es ist

det

(
1 2
3 4

)
= 1 · 4− 2 · 3 = −2.

Betrachte nun drei Vektoren

a1 =

a11

a21

a31

 , a2 =

a12

a22

a32

 , a3 =

a13

a23

a33

 .
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Das von ihnen in einem kartesischen Koordinatensystem erzeugte Spat
hat gemäß Abschnitt I.4.8 und I.4.9 das Volumen

V = |[a1, a2, a3]|
= |a11(a22a33 − a32a23)

− a21(a12a33 − a32a13)

+ a31(a12a23 − a22a13)|.

(II.3.1)

Wir nennen die Zahl

detA = [a1, a2, a3]

die Determinante der 3× 3 Matrix

A =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 .

Wie für 2× 2 Matrizen gilt:

detA 6= 0 ⇐⇒ A ist invertierbar.

Ein Vergleich der Formel (II.3.1) mit der Definition der Determi-
nante einer 2× 2 Matrix liefert die Rekursionsformel

det

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 = a11 det

(
a22 a23

a32 a33

)

− a21 det

(
a12 a13

a32 a33

)
+ a31 det

(
a12 a13

a22 a23

)
.

Die Determinante einer 3× 3 Matrix kann nach der Formel von
Sarrus berechnet werden:

+ + +
a11 a12 a13 a11 a12

↘ ↘↗ ↘↗ ↗
a21 a22 a23 a21 a22

↗ ↘↗ ↘↗ ↘
a31 a32 a33 a31 a32

− − −

.

Dabei müssen die drei Zahlen auf jedem Pfeil miteinander multipliziert,
die Ergebnisse der ↘-Pfeile addiert und die Ergebnisse der ↗-Pfeile
subtrahiert werden.
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Beispiel II.3.2. Es ist

det

1 2 3
4 5 6
7 8 10

 = 1 · 5 · 10 + 2 · 6 · 7 + 3 · 4 · 8

− 7 · 5 · 3− 8 · 6 · 1− 10 · 4 · 2
= 50 + 84 + 96− 105− 48− 80

= −3.

II.3.2. Die Determinante einer n×n Matrix. In Verallgemei-
nerung der Fälle n = 2 und n = 3 wird die Determinante einer n×n
Matrix wie folgt rekursiv definiert:

Für n = 1, d.h. A = (a11), ist detA = a11.
Für n ≥ 2 ist

detA = a11 det(A11)− a21 detA21

+ . . .+ (−1)n+1an1 detAn1.

Dabei ist Aij die (n−1)×(n−1) Matrix, die durch Streichen
der i-ten Zeile und j-ten Spalte aus A entsteht.

Beispiel II.3.3. Für

A =


1 2 0 1
3 −2 1 0
0 6 3 −2
2 4 3 1


erhalten wir

A11 =

−2 1 0
6 3 −2
4 3 1

 ,

A21 =

2 0 1
6 3 −2
4 3 1

 ,

A31 =

 2 0 1
−2 1 0
4 3 1

 ,

A41 =

 2 0 1
−2 1 0
6 3 −2


und

detA = 1 · detA11 − 3 · detA21 + 0 · detA31 − 2 · detA11
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= −32− 3 · 24− 2 · (−16)

= −72.

II.3.3. Rechenregeln für Determinanten. Es gelten folgende
Rechenregeln für Determinanten:

(1) Eine Determinante kann durch Entwicklung nach einer belie-
bigen Zeile oder Spalte berechnet werden:

detA = (−1)i+1ai1 detAi1 + (−1)i+2ai2 detAi2

+ . . .+ (−1)i+nain detAin

(Entwicklung nach der i-ten Zeile)

= (−1)j+1a1j detA1j + (−1)j+2a2j detA2j

+ . . .+ (−1)j+najn detAjn

(Entwicklung nach der j-ten Spalte).

(2) Hat A obere bzw. untere Dreiecksgestalt, d.h. aij = 0 für i > j
bzw. aij = 0 für i < j, so ist detA das Produkt der Diagonal-
elemente

detA = a11 · a22 · . . . · ann.
(3) Die Determinante ist linear in jeder Zeile bzw. Spalte,

d.h.

det


z1
...
αzi
...
zn

 = α det


z1
...
zi
...
zn



det


z1
...

a + b
...
zn

 = det


z1
...
a
...
zn

+ det


z1
...
b
...
zn


bzw.

det(S1, . . . , αSi, . . . ,Sn) = α det(S1, . . . ,Si, . . . ,Sn)

det(S1, . . . , a + b, . . . ,Sn) = det(S1, . . . , a, . . . ,Sn)

+ det(S1, . . . ,b, . . . ,Sn).

(4) Die Determinante ist alternierend, d.h. geht Ã aus A durch
Vertauschen zweier Zeilen oder Spalten hervor, dann gilt, det Ã
= − detA.
Insbesondere ist detA = 0, falls zwei Zeilen oder Spalten von
A gleich sind.
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(5) Die Determinante ändert sich nicht, wenn das Vielfache einer
Zeile (bzw. Spalte) zu einer anderen Zeile (bzw. Spalte) hin-
zuaddiert wird.

(6) det(AT ) = detA.
(7) det(AB) = (detA)(detB).
(8) A ist invertierbar genau dann, wenn detA 6= 0 ist. In diesem

Fall ist det(A−1) = (detA)−1.
(9) Ist B eine k × k Matrix, C eine k × ` Matrix, D eine ` × k

Matrix und E eine `× ` Matrix, so gilt

det

(
B C
0 E

)
= detB · detE,

det

(
B 0
D E

)
= detB · detE.

Bemerkung II.3.4. Für n ≥ 4 empfiehlt es sich für die Berechnung
von detA häufig, A mit dem Eliminationsteil des Gaußschen Algorith-
mus II.1.3 (S. 58) zunächst auf obere Dreiecksgestalt zu transformieren.
Dies ändert die Determinante nicht.

Beispiel II.3.5. Es ist

det

1 2 3
2 1 1
3 3 4

 = 0 da z3 = z1 + z2

und

det


1 2 3 4
0 4 1 2
0 1 3 −1
−1 2 0 1

 = det


1 2 3 4
0 4 1 2
0 1 3 −1
0 4 3 5


= det

4 1 2
1 3 −1
4 3 5


= det

0 −11 6
1 3 −1
0 −9 9


= − det

(
−11 6
−9 9

)
= 45.

II.3.4. Die Cramersche Regel. Die Matrix A = (a1, . . . , an) sei
invertierbar. Dann besitzt das LGS Ax = b eine eindeutige Lösung.
Ersetzen wir die i-te Spalte ai von A durch b = a1x1 + . . . + anxn, so
erhalten wir mit den Rechenregeln des vorigen Abschnitts

det(a1, . . . , ai−1,b, ai+1, . . . , an)
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= det(a1, . . . , ai−1, x1a1 + . . .+ xnan, ai+1, . . . , an)

= x1 det(a1, . . . , ai−1, a1, ai+1, . . . , an)︸ ︷︷ ︸
=0

+ . . .

+ xi det(a1, . . . , ai−1, ai, ai+1, . . . , an)︸ ︷︷ ︸
=detA

+ . . .

+ xn det(a1, . . . , ai−1, an, ai+1, . . . , an)︸ ︷︷ ︸
=0

= xi detA.

Dies beweist die

Cramersche Regel: Die Lösung des LGS Ax = b ist bei
invertierbarer Matrix A gegeben durch

xi =
det(a1, . . . , ai−1,b, ai+1, . . . , an)

detA
i = 1, . . . , n.

Beispiel II.3.6. Die Cramersche Regel ist für die praktische Rech-
nung bei großen Werten von n, d.h. n � 4, ungeeignet. Denn ihr
Rechenaufwand ist n! im Vergleich zu n3 beim Gaußschen Eliminati-
onsverfahren. So würde ein Gigaflop Rechner mit der Cramerschen Re-
gel zur Lösung eines LGS mit 20 Gleichungen und Unbekannten mehr
als 77 Jahre benötigen; bei dem Gaußschen Eliminationsverfahren ist
die Rechenzeit kleiner als 8µsec.

II.3.5. Kegelschnitte. Ein Kegelschnitt in der (x, y)-Ebene ist
gegeben durch eine Gleichung der Form

a1x
2 + a2y

2 + a3xy + a4x+ a5y + a6 = 0,

in der nicht alle Koeffizienten ai von Null verschieden sind. Da ein Ko-
effizient zu 1 normiert werden kann, ist im allgemeinen ein Kegelschnitt
durch die Angabe von 5 Punkten Ai = (xi, yi), 1 ≤ i ≤ 5, auf der Kur-
ve bestimmt. Diese Punkte Ai und der

”
allgemeine“ Punkt x = (x, y)

liefern ein homogenes Gleichungssystem

a1x
2 + a2y

2 + a3xy + a4x+ a5y + a6 = 0

a1x
2
1 + a2y

2
1 + a3x1y1 + a4x1 + a5y1 + a6 = 0

...
...

a1x
2
5 + a2y

2
5 + a3x5y5 + a4x5 + a5y5 + a6 = 0

für die Koeffizienten a1, . . . , a6. Da dieses eine nicht triviale Lösung
besitzt, muss die Determinante der Koeffizientenmatrix verschwinden.
Das ergibt die sog. 5-Punkte-Gleichung für den allgemeinen
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Kegelschnitt:

det


x2 y2 xy x y 1
x2

1 y2
1 x1y1 x1 y1 1

...
...

...
...

...
...

x2
5 y2

5 x5y5 x5 y5 1

 = 0.

Spezielle Kegelschnitte sind durch weniger als 5 Punkte festgelegt. So
hat z.B. ein Kreis die Gleichung a(x2 + y2) + bx + cy + d = 0 und ist
durch die Angabe von drei Punkten festgelegt. Wie oben ergibt sich
die Gleichung

det


x2 + y2 x y 1
x2

1 + y2
1 x1 y1 1

...
...

...
...

x2
3 + y2

3 x3 y3 1

 = 0

für den Kreis durch die Punkte (xi, yi), 1 ≤ i ≤ 3.

Beispiel II.3.7.Der Kreis durch die Punkte (0, 0), (1, 3) und (2,−1)
hat die Gleichung

0 = det


x2 + y2 x y 1

0 0 0 1
10 1 3 1
5 2 −1 1


= det

x2 + y2 x y
10 1 3
5 2 −1


= −7(x2 + y2) + 25x+ 15y

also 7(x2 + y2)− 25x− 15y = 0.

II.4. Eigenwerte und Eigenvektoren

II.4.1. Definition. Eine Zahl λ ∈ C heißt Eigenwert, kurz
EW, der komplexen n × n Matrix A, wenn es mindestens einen von
Null verschiedenen komplexen Vektor b gibt mit

Ab = λb.

Jeder derartige Vektor heißt Eigenvektor, kurz EV, von A zum EW
λ.

Ist b ein EV von A zum EW λ und α 6= 0 eine komplexe
Zahl, so ist αb ebenfalls ein EV von A zum EW λ.
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Beispiel II.4.1. Für

A =

 0 −1 0
−1 −1 1
0 1 0

 , b =

 1
2
−1


erhalten wir

Ab =

−2
−4
2

 = −2b.

Also ist −2 ein EW von A und b ein zugehöriger EV.

II.4.2. Das charakteristische Polynom. Definitionsgemäß ist
λ ∈ C ein EW der n × n Matrix A genau dann, wenn das homogene
LGS (A−λI)x = 0 eine nicht triviale Lösung besitzt. Gemäß Abschnitt
II.3.3 ist dies genau dann der Fall, wenn det(A− λI) = 0 ist.

Die Vorschrift λ 7→ det(A− λI) beschreibt eine Funktion von C in
C. Aus den Rechenregeln für Determinanten folgt, dass

det(A− λI) = (−1)nλn + an−1λ
n−1 + . . .+ a1λ1 + a0

ist mit komplexen Zahlen a0, . . . , an−1. D.h., det(A−λI) ist ein Poly-
nom vom Grad n. Wir nennen det(A− λI) das charakteristische
Polynom von A und bezeichnen es mit χA(λ). Es gilt:

Die EW von A sind genau die Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms χA.

Bemerkung II.4.2. Verschiedentlich wird die Funktion λ 7→
det(λI − A) auch als charakteristisches Polynom von A bezeichnet.
Wegen der Rechenregeln für Determinanten ist

det(λI − A) = (−1)n det(A− λI),

d.h. die Funktionen det(λI−A) und det(A−λI) unterscheiden sich nur
durch das Vorzeichen und haben insbesondere die selben Nullstellen.

Man kann zeigen, dass jedes komplexe Polynom in komplexe Li-
nearfaktoren zerlegt werden kann. Daher gibt es ein r ∈ {1, . . . , n},
paarweise verschiedene komplexe Zahlen λ1, . . . , λr und von Null ver-
schiedene natürliche Zahlen k1, . . . , kr mit k1 + . . .+ kr = n und

χA(λ) = (λ1 − λ)k1 · . . . · (λr − λ)kr .

Die Zahl ki heißt die algebraische Vielfachheit des EW λi. Defini-
tionsgemäß ist die Matrix A−λiI singulär und erfüllt daher Rang(A−
λiI) < n. Die Zahl n − Rang(A − λiI) heißt geometrische Viel-
fachheit des EW λi.

Konstruktionsgemäß gilt für jeden Eigenwert:
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1 ≤ geometrische Vielfachheit ≤ algebraische Vielfachheit.

Im allgemeinen stimmen aber algebraische und geometrische Vielfach-
heit eines EW nicht überein.

Beispiel II.4.3. Für

A =

(
1 1
0 1

)
lautet das charakteristische Polynom

χA(λ) = det

(
1− λ 1

0 1− λ

)
= (1− λ)2.

Also hat A nur den EW 1; die algebraische Vielfachheit ist 2. Aus
Abschnitt II.1.4 ergibt sich

Rang(A− I) = Rang

(
0 1
0 0

)
= Rang

(
1 0
0 0

)
= 1.

Also ist die geometrische Vielfachheit des EW 1.

Aus den Rechenregeln für Determinanten ergibt sich, dass

χA(λ) = (−1)nλn + (−1)n−1λn−1 SpurA+ . . .+ detA

ist mit

SpurA = a11 + a22 + . . .+ ann.

Ein Koeffizientenvergleich mit der Zerlegung in Linearfaktoren lie-
fert die nützlichen Formeln

detA = λk11 · . . . · λkr
r

SpurA = k1λ1 + . . .+ krλr.

II.4.3. Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren. Aus
dem vorigen Abschnitt ergibt sich folgende Vorgehensweise zur Berech-
nung der Eigenwerte und Eigenvektoren:

• Stelle das charakteristische Polynom χA auf.
• Bestimme alle Nullstellen λ1, . . . , λr von χA.
• Für jeden EW λi bestimme mit dem Gaußschen Eliminati-

onsverfahren II.1.3 (S. 58) alle Lösungen des homogenen LGS
(A− λiI)x = 0.
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Beispiel II.4.4. Betrachte

A =

−2 −8 −12
1 4 4
0 0 1

 .

Das charakteristische Polynom ist

χA(λ) = det

−2− λ −8 −12
1 4− λ 4
0 0 1− λ


= (1− λ) det

(
−2− λ −8

1 4− λ

)
= (1− λ)[(−2− λ)(4− λ) + 8]

= (1− λ)[−8− 2λ+ λ2 + 8]

= (1− λ)(λ− 2)λ.

Also sind die EW λ1 = 0, λ2 = 1 und λ3 = 2. Mit dem Gaußschen
Eliminationsverfahren ergibt sich:
für den EW 0:

−2 −8 −12
1 4 4
0 0 1

→
1 4 4
0 0 −4
0 0 1

→
1 4 4
0 0 1
0 0 0

=⇒ x3 = 0, x2 = 1, x1 = −4

=⇒

−4
1
0

 ist ein EV zum EW 0

für den EW 1:

−3 −8 −12
1 3 4
0 0 0

→
1 3 4
0 1 0
0 0 0

=⇒ x3 = 1, x2 = 0, x1 = −4

=⇒

−4
0
1

 ist ein EV zum EW 1

für den EW 2:

−4 −8 −12
1 2 4
0 0 −1

→
1 2 4
0 0 4
0 0 −1

→
1 2 4
0 0 −1
0 0 0

=⇒ x3 = 0, x2 = 1, x1 = −2
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=⇒

−2
1
0

 ist ein EV zum EW 2.

II.4.4. Numerische Berechnung der Eigenwerte und Eigen-
vektoren∗. Die beschriebene Vorgehensweise zur Berechnung der EW
und EV ist nur zur

”
Rechnung per Hand“ bei kleinen Werten von n

geeignet. Für die numerische Berechnung mit Computern ist sie zu
aufwändig und zu instabil, d.h. mit großen Ungenauigkeiten behaftet.
Für diese Aufgabe sind spezielle, besser geeignete Verfahren entwickelt
worden.

Die wichtigsten sind:

(1) Die Potenzmethode und das Verfahren der Rayleigh-Quotien-
ten für die Berechnung des betragsmäßig größten Eigenwertes.

(2) Das inverse Verfahren von Wielandt und das Verfahren der
inversen Rayleigh-Quotienten für die Berechnung des betrags-
mäßig kleinsten Eigenwertes einer invertierbaren Matrix.

(3) Das QR-Verfahren zur Berechnung aller Eigenwerte.

Wir werden hier nur die Verfahren aus (1) und (2) besprechen.

Algorithmus II.4.5. Potenzmethode zur Berechnung des be-
tragsmäßig größten Eigenwertes.

(0) Gegeben:

A (Matrix)

x0 (Startnäherung für einen Eigenvektor mit ‖x0‖ = 1)

(1) Für m = 0, 1, 2, . . . führe folgende Schritte aus:

um+1 = Axm,

σm+1 = sgn((um+1,xm)),

λm+1 = σm+1‖um+1‖,

xm+1 = σm+1
1

‖um+1‖
um+1.

Hat A die Eigenwerte µ1, . . . , µn (mehrfache Eigenwerte werden
mehrfach aufgeführt!) und gilt |µ1| = . . . = |µp| > |µp+1| ≥ . . . ≥ |µn|
sowie µ1 = . . . = µp, kann man zeigen, dass die Zahlen λm gegen den
Eigenwert µ1 und die Vektoren xm gegen einen Eigenvektor zum Eigen-
wert µ1 konvergieren. Dabei wird der Fehler jeweils pro Iteration um

den Faktor |µp+1|
|µ1| reduziert. Die Konvergenzgeschwindigkeit hängt also

ab vom Abstand zwischen dem betragsmäßig größten und zweitgrößten
Eigenwert.
Falls |µ1| = = |µp| > |µp+1| ≥ . . . ≥ |µn| aber µ1 6= . . . 6= µp ist, kon-
vergieren die Zahlen λm nach wie vor gegen den Eigenwert µ1, aber die
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Vektoren xm müssen nicht mehr gegen einen zugehörigen Eigenvektor
konvergieren.

Das folgende Java-Programm realisiert Algorithmus II.4.5:
// power method

public void power() throws LinearAlgebraException {

double ew = 0.0, diff = 1.0, norm = 1.0;

int s = 1, iter = 0;

b = new double[dim];

norm = Math.sqrt( innerProduct(x, x)/dim );

if ( norm > EPS )

multiply(x, x, 1.0/norm);

else

throw new LinearAlgebraException(

" ERROR: zero vector after "+iter+" iterations");

while ( iter < maxit && diff > EPS ) {

b = multiply(a, x);

s = ( innerProduct(b, x) >= 0 ) ? 1 : -1;

diff = ew;

norm = Math.sqrt( innerProduct(b, b)/dim );

if ( norm < EPS )

throw new LinearAlgebraException(

" ERROR: zero vector after "+iter+" iterations");

ew = s*norm;

residuals[iter] = ew;

multiply(x, b, 1.0/ew);

diff = Math.abs( ew - diff );

iter++;

}

iterations = Math.max(iter, 1);

} // end of power

// inner product of two vectors

public double innerProduct(double[] u, double[] v) {

double prod = 0;

for( int i = 0; i < dim; i++ )

prod += u[i]*v[i];

return prod;

} // end of inner product

// multiply matrix c with vector y

public double[] multiply(double[][] c, double[] y) {

double[] result = new double[dim];

for( int i = 0; i < dim; i++ )

result[i] = innerProduct(c[i], y);

return result;

} // end of multiply

// multiply vector v with double c and store on u

public void multiply(double[] u, double[] v, double c) {

for( int i = 0; i < dim; i++ )

u[i] = v[i]*c;

} // end of multiply

Algorithmus II.4.6. Rayleigh-Quotienten-Iteration zur
Bestimmung des betragsmäßig größten Eigenwertes einer symmetri-
schen Matrix.

(0) Gegeben: x0 (Startwert mit ‖x0‖ = 1)
(1) Für m = 0, 1, . . . führe folgende Schritte aus:

um+1 = Axm,
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xm+1 =
1

‖um+1‖
um+1,

λm+1 = (xm,um+1).

Unter den gleichen Voraussetzungen wie bei Algorithmus II.4.5,
kann man zeigen, dass die Zahlen λm gegen den betragsmäßig größten
Eigenwert von A konvergieren. Dabei wird der Fehler pro Iteration um

den Faktor ( |µp+1|
|µ1| )2 reduziert. Algorithmus II.4.6 konvergiert also dop-

pelt so schnell wie Algorithmus II.4.5.
Das folgende Java-Programm realisiert Algorithmus II.4.6. Die Me-

thoden innerProduct und multiply sind die selben wie bei der Po-
tenzmethode.

// Rayleigh quotient iteration

public void rayleigh() throws LinearAlgebraException {

double ew = 0.0, diff = 1.0, norm = 1.0;

int iter = 0;

b = new double[dim];

norm = Math.sqrt( innerProduct(x, x)/dim );

if ( norm > EPS )

multiply(x, x, 1.0/norm);

else

throw new LinearAlgebraException(

" ERROR: zero vector after "+iter+" iterations");

while ( iter < maxit && diff > EPS ) {

b = multiply(a, x);

diff = ew;

ew = innerProduct(b, x)/dim;

norm = Math.sqrt( innerProduct(b, b)/dim );

if ( norm < EPS )

throw new LinearAlgebraException(

" ERROR: zero vector after "+iter+" iterations");

residuals[iter] = ew;

multiply(x, b, 1.0/norm);

diff = Math.abs( ew - diff );

iter++;

}

iterations = Math.max(iter, 1);

} // end of rayleigh

}

Wendet man die Algorithmen II.4.5 und II.4.6 auf die Matrix A−1

an und bildet die Kehrwerte der entsprechenden Größen, erhält man
einen Algorithmus zur Berechnung des betragsmäßig kleinsten Eigen-
wertes. Aus Effizienzgründen wird dabei die Matrix A−1 nicht berech-
net, sondern z = A−1x durch Lösen des Gleichungssystems Az = x
bestimmt.

Algorithmus II.4.7. Inverse Iteration von Wielandt zur
Berechnung des betragsmäßig kleinsten Eigenwertes.

(0) Gegeben: x0 (Startwert mit ‖x0‖ = 1)
(1) Für m = 0, 1, ... führe folgende Schritte aus:
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(a) Löse das LGS

Aum+1 = xm.

(b) Berechne

σm+1 = sgn((um+1,xm)),

ρm+1 =
σm+1

‖um+1‖
,

xm+1 = σm+1
1

‖um+1‖
um+1.

Hat die Matrix A die Eigenwerte µ1, . . . , µn und gilt |µ1| ≥ . . . ≥
|µn−r−1| > |µn−r| = . . . = |µn| > 0 sowie µn−r = . . . = µn, kann man
zeigen, dass die Zahlen ρm gegen den Eigenwert µn und die Vektoren
xm gegen einen Eigenvektor von A zum Eigenwert µn konvergieren.

Das folgende Java-Programm realisiert Algorithmus II.4.7. Die Me-
thoden innerProduct und multiply sind die selben wie bei der Po-
tenzmethode. Die Methoden lrElimination, permutation, forSolve
und backSolve lösen ein lineares Gleichungssystem mit der LR-Zerle-
gung und sind in Abschnitt II.2.5 wiedergegeben.
// inverse power method

public void inversePower() throws LinearAlgebraException {

double ew = 0.0, diff = 1.0, norm = 1.0;

int s = 1, iter = 0;

b = new double[dim];

d = new double[dim];

norm = Math.sqrt( innerProduct(x, x)/dim );

if ( norm > EPS )

multiply(x, x, 1.0/norm);

else

throw new LinearAlgebraException(

" ERROR: zero vector after "+iter+" iterations");

lrElimination();

while ( iter < maxit && diff > EPS ) {

copy(b, x); // methods of permutation, forSolve, backSolve

copy(d, x); // take rhs b and give solution x

permutation();

forSolve();

backSolve();

copy(b, x); // store solution on b

copy(x, d); // retrieve old x

s = ( innerProduct(b, x) >= 0 ) ? 1 : -1;

diff = ew;

norm = Math.sqrt( innerProduct(b, b)/dim );

if ( norm < EPS )

throw new LinearAlgebraException(

" ERROR: zero vector after "+iter+" iterations");

ew = s/norm;

residuals[iter] = ew;

multiply(x, b, ew);

diff = Math.abs( ew - diff );

iter++;

}
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iterations = Math.max(iter, 1);

} // end of inversePower

}

// copy vector v to vector u

public void copy(double[] u, double[] v) {

for( int i = 0; i < dim; i++ )

u[i] = v[i];

} // end of copy

Algorithmus II.4.8. Inverse Rayleigh-Quotienten-Itera-
tion zur Bestimmung des betragsmäßig kleinsten Eigenwertes einer
symmetrischen Matrix.

(0) Gegeben: x0 (Startwert mit ‖x0‖ = 1)
(1) Für m = 0, 1, . . . führe folgende Schritte aus:

(a) Löse das LGS

Aum+1 = xm.

(b) Berechne

xm+1 =
1

‖um+1‖
um+1,

ρm+1 = (xm,um+1)
−1.

Unter den gleichen Voraussetzungen wie bei Algorithmus II.4.7,
kann man zeigen, dass die Zahlen ρm gegen den Eigenwert µn von
A konvergieren. Allerdings konvergiert Algorithmus II.4.8 doppelt so
schnell wie Algorithmus II.4.7.

Das folgende Java-Programm realisiert Algorithmus II.4.8. Die Me-
thoden innerProduct und multiply sind die selben wie bei der Po-
tenzmethode. Die Methoden lrElimination, permutation, forSolve
und backSolve lösen ein lineares Gleichungssystem mit der LR-Zerle-
gung und sind in Abschitt II.2.5 wiedergegeben.
// inverse Rayleigh quotient iteration

public void inverseRayleigh() throws LinearAlgebraException {

double ew = 0.0, diff = 1.0, norm = 1.0;

int iter = 0;

b = new double[dim];

d = new double[dim];

norm = Math.sqrt( innerProduct(x, x)/dim );

if ( norm > EPS )

multiply(x, x, 1.0/norm);

else

throw new LinearAlgebraException(

" ERROR: zero vector after "+iter+" iterations");

lrElimination();

while ( iter < maxit && diff > EPS ) {

copy(b, x); // methods of permutation, forSolve, backSolve

copy(d, x); // take rhs b and give solution x

permutation();

forSolve();

backSolve();

copy(b, x); // store solution on b
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copy(x, d); // retrieve old x

diff = ew;

ew = dim/innerProduct(b, x);

norm = Math.sqrt( innerProduct(b, b)/dim );

if ( norm < EPS )

throw new LinearAlgebraException(

" ERROR: zero vector after "+iter+" iterations");

residuals[iter] = ew;

multiply(x, b, 1.0/norm);

diff = Math.abs( ew - diff );

iter++;

}

iterations = Math.max(iter, 1);

} // end of inverseRayleigh

}

Hat man eine Näherung µ̃ für einen EW berechnet, kann man einen
zugehörigen EV berechnen, indem man das homogene LGS (A−µ̃I)x =
0 mit dem Gaußschen Eliminationsverfahren II.1.3 (S. 58) löst. Diese
naive Vorgehensweise ist aber nicht empfehlenswert, da sie numerisch
instabil, d.h. anfällig gegen Rundungsfehler und Fehler bei der Berech-
nung von µ̃ ist. Wesentlich effizienter ist die Anwendung von Algorith-
mus II.4.7 auf die Matrix A− µ̃I.
Zur Beschreibung der Vorgehensweise nehmen wir an, dass wir eine
Näherung µ̃ für einen Eigenwert µi der Matrix A bestimmt haben, und
wollen einen zugehörigen Eigenvektor ỹ bestimmen. Wir setzen voraus,
dass µ̃ dichter an µi liegt als an jedem anderen Eigenwert von A, d.h.

|µ̃− µi| < |µ̃− µj| für jeden Eigenwert µj von A mit µj 6= µi.

Dann ist µi− µ̃ der betragsmäßig kleinste Eigenwert der Matrix A− µ̃I
und jeder andere Eigenwert dieser Matrix hat einen echt größeren Be-
trag. Außerdem ist jeder Eigenvektor von A− µ̃I zum Eigenwert µi− µ̃
ein Eigenvektor von A zum Eigenwert µi. Daher können wir Algorith-
mus II.4.7 auf die Matrix A − µ̃I anwenden und erhalten eine Folge
von Vektoren xm, die gegen einen Eigenvektor von A zum Eigenwert
µi konvergiert.

Im allgemeinen liefern schon wenige Iterationen eine hinreichend
genaue Approximation für einen solchen Eigenvektor.

Man beachte, dass in jeder Iteration des Verfahrens ein lineares
Gleichungssystem der Form

(A− µ̃I)um+1 = xm

gelöst werden muss.

II.4.5. Rechenregeln. Es gelten u.a. folgende nützliche Regeln
zu Eigenwerten und Eigenvektoren:

• A habe den EV b zum EW λ. Dann haben

αA, A+ βI, αmA
m + . . .+ α1A+ α0I
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ebenfalls den EV b, jedoch jeweils zum EW

αλ, λ+ β, αmλ
m + . . .+ α1λ+ α0.

• A und AT haben die gleichen EW, aber zu jeweils verschiede-
nen EV.
• A ist genau dann invertierbar, wenn alle EW von Null ver-

schieden sind. In diesem Fall ist λ genau dann ein EW von A,
wenn λ−1 ein EW von A−1 ist; die zugehörigen EV stimmen
überein.

II.4.6. Ähnliche Matrizen. Zwei n×nMatrizen A und B heißen
ähnlich, wenn es eine invertierbare n×n Matrix T gibt mit TAT−1 =
B. Wegen

det(TAT−1 − λI) = det(T (A− λI)T−1)

= detT · det(A− λI) · (detT )−1

= det(A− λI)
haben ähnliche Matrizen dasselbe charakteristische Polynom. Daher
gilt:

Ähnliche Matrizen haben die gleichen Eigenwerte.

Ist u ein EV von A zum EW λ und B = TAT−1, so ist Tu ein EV
von B zum EW λ, denn

B(Tu) = TAT−1(Tu) = TAu = T (λu) = λTu.

Eine Matrix A heißt diagonalisierbar, wenn sie zu einer Diago-
nalmatrix D ähnlich ist. Die Diagonalelemente von D sind dann die
EW von A. Ist A = TDT−1, so ist der i-te Spaltenvektor von T ein EV
von A zum EW Dii. Ist A diagonalisierbar, stimmen die algebraischen
und geometrischen Vielfachheiten der EW überein. Beispiel II.4.3 zeigt
daher, dass nicht jede Matrix diagonalisierbar ist. Andererseits kann
man zeigen, dass z.B. jede reelle symmetrische Matrix diagonalisierbar
ist (vgl. Abschnitt II.4.8).

Beispiel II.4.9. Betrachte die Matrix A aus Beispiel II.4.4 und
bezeichne mit T die Matrix, deren Spalten die drei EV aus Beispiel
II.4.4 sind:

T =

−4 −4 −2
1 0 1
0 1 0

 .

Mit dem Gaußschen Eliminationsverfahren II.2.6 ergibt sich

-4 -4 -2 1 0 0
1 0 1 0 1 0
0 1 0 0 0 1

→
1 0 1 0 1 0
0 -4 2 1 4 0
0 1 0 0 0 1



II.4. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN 89

1 0 1 0 1 0
0 1 0 0 0 1
0 0 2 1 4 4

→
1 0 1 0 1 0
0 1 0 0 0 1
0 0 1 0.5 2 2

1 0 0 -0.5 -1 -2
0 1 0 0 0 1
0 0 1 0.5 2 2

.

Also ist

T−1 =

−0.5 −1 −2
0 0 1

0.5 2 2


und

T−1AT =

0 0 0
0 1 0
0 0 2

 .

Mit

D =

0 0 0
0 1 0
0 0 2


ergibt sich dann beispielsweise

A10 = (TDT−1)10

= TD10T−1

=

−4 −4 −2
1 0 1
0 1 0

0 0 0
0 1 0
0 0 1024

−0.5 −1 −2
0 0 1

0.5 2 2


=

−4 −4 −2
1 0 1
0 1 0

 0 0 0
0 0 1

512 2048 2048


=

−1024 −4096 −4100
512 2048 2048
0 0 1

 .

II.4.7. Orthogonale Matrizen. Zwei Spaltenvektoren s1, s2 ∈
Rn×1 heißen orthogonal, wenn sT1 s2 = 0 ist. Ein Spaltenvektor s ∈
Rn×1 heißt normiert, wenn sT s = 1 ist. Zwei Zeilenvektoren z1, z2 ∈
R1×n heißen orthogonal, wenn die Spaltenvektoren zT1 , z

T
2 orthogonal

sind, d.h. z1z
T
2 = 0. Analog heißt ein Zeilenvektor z ∈ R1×n normiert,

wenn der Spaltenvektor zT normiert ist, d.h. zzT = 1.
Eine n×nMatrix A heißt orthogonal, wenn ihre Spaltenvektoren

bzw. – was dasselbe ist – ihre Zeilenvektoren normiert und paarweise
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orthogonal sind. Aus den Rechenregeln für die Matrixmultiplikation
folgt:

A orthogonal ⇐⇒ AAT = ATA = I.

Also gilt:

A orthogonal ⇐⇒ AT = A−1.

Wegen

1 = det I = det(AAT ) = detA · detAT = (detA)2

gilt außerdem:

A orthogonal =⇒ | detA| = 1.

Bemerkung II.4.10. Sei A = (a1, a2, a3) eine orthogonale 3 × 3
Matrix mit detA = 1. Dann ist (0; a1, a2, a3) ein kartesisches Koordi-
natensystem (vgl. Abschnitt I.4.9). Die Abbildung x 7→ Ax beschreibt
den Übergang von dem Koordinatensystem (0; a1, a2, a3) in das Ko-
ordinatensystem (0; e1, e2, e3). Geometrisch wird sie durch die Hinter-
einanderschaltung von Drehungen und Spiegelungen beschrieben. Ins-
besondere bleiben unter dieser Abbildung die Längen von Vektoren
erhalten.

Beispiel II.4.11. Die Drehmatrix(
cosω sinω
− sinω cosω

)
ist orthogonal.

Beispiel II.4.12. Sei u ∈ Rn×1 ein normierter Spaltenvektor. Die
Matrix

H(u) = (e1 − 2u1u, e2 − 2u2u, . . . , en − 2unu)

heißt die zu u gehörige Householder-Matrix. Wegen

(ei − 2uiu)T (ei − 2uiu) = eTi ei︸︷︷︸
=1

−4ui e
T
i u︸︷︷︸

=ui

+4u2
i u

Tu︸︷︷︸
=1

= 1

und für i 6= j

(ei − 2uiu)T (ej − 2uju) = eTi ej︸︷︷︸
=0

−2uj eTi u︸︷︷︸
=ui

−2ui u
Tej︸︷︷︸

=uj

+4uiuj u
Tu︸︷︷︸
=1

= 0
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ist sie orthogonal. Ist speziell n = 3, so beschreibt sie geometrisch eine
Spiegelung an der zu u senkrechten Ebene durch den Nullpunkt.

II.4.8. Symmetrische Matrizen. Wir erinnern daran, dass nicht
jede Matrix diagonalisierbar ist und dass i.a. die algebraische und die
geometrische Vielfachheit eines EW nicht übereinstimmen. Es gilt je-
doch:

Sei A eine symmetrische n× n Matrix, d.h. AT = A. Dann
gilt:

• Alle EW von A sind reell.
• Für jeden EW von A stimmen algebraische und

geometrische Vielfachheit überein.
• A ist diagonalisierbar; die Matrix T in A = TDT−1

kann als orthogonale Matrix gewählt werden.
• Es gibt eine Basis des Rn, die aus paarweise ortho-

gonalen EV von A besteht.

Beispiel II.4.13. Für

A =

1 3 0
3 −2 −1
0 −1 1


erhalten wir das charakteristische Polynom

χA(λ) = det

1− λ 3 0
3 −2− λ −1
0 −1 1− λ


= (1− λ) det

(
−2− λ −1
−1 1− λ

)
− 3 det

(
3 −1
0 1− λ

)
= (1− λ)[(−2− λ)(1− λ)− 1]− 9(1− λ)

= (1− λ)(−2 + λ+ λ2 − 1− 9)

= (1− λ)(λ2 + λ− 12)

= (1− λ)(λ− 3)(λ+ 4).

Also sind die EW λ1 = 1, λ2 = 3 und λ3 = −4. Das Gaußsche Elimi-
nationsverfahren II.1.3 (S. 58) liefert:
für λ1 = 1:

0 3 0
3 −3 −1
0 −1 0

→
3 −3 −1
0 −1 0
0 3 0

→
3 −3 −1
0 −1 0
0 0 0

=⇒ x3 = 1, x2 = 0, x1 =
1

3
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=⇒


√

10
10

0

3
√

10
10

 ist normierter EV zu λ1 = 1

für λ2 = 3:

−2 3 0
3 −5 −1
0 −1 −2

→
−2 3 0
0 −0.5 −1
0 −1 −2

→
−2 3 0
0 −1 −2
0 0 0

=⇒ x3 = 1, x2 = −2, x1 = −3

=⇒


−3

√
14

14

−
√

14
7

√
14

14

 ist normierter EV zu λ2 = 3

für λ3 = −4:

5 3 0
3 2 −1
0 −1 5

→
5 3 0
0 0.2 −1
0 −1 5

→
5 3 0
0 −1 5
0 0 0

=⇒ x3 = 1, x2 = 5, x1 = −3

=⇒


−3

√
35

35
√

35
7

√
35

35

 ist normierter EV zu λ3 = −4.

Also ist A = TDT−1 mit

D =

1 0 0
0 3 0
0 0 −4

 ,

T =


√

10
10

−3
√

14
14

−3
√

35
35

0 −
√

14
7

√
35
7

3
√

10
10

√
14

14

√
35

35

 .

II.4.9. Die Schursche Normalform. Matrizen wie(
0 1
0 0

)
mit mehrfachen EW, deren algebraische Vielfachheit größer ist als ihre
geometrische Vielfachheit, sind nicht zu Diagonalmatrizen ähnlich. Für
diese Matrizen gibt es keine Basis aus EV. Dementsprechend muss man
das Konzept der Diagonalisierbarkeit abschwächen. Wir wollen daher
zeigen, dass jede Matrix A zu einer oberen Dreiecksmatrix S ähnlich
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ist, d.h. dass es eine invertierbare Matrix B gibt mit B−1AB = S. Die
Diagonalelemente von S sind dann natürlich die EW von A. Eine solche
Matrix S nennt man Schursche Normalform von A.

Zum Beweis unserer Behauptung betrachten wir einen EW λ von A.
Zu λ gibt es mindestens einen EV u. Diesen können wir zu einer Basis
des Cn ergänzen. Die so gefundenen Vektoren fassen wir als Spalten-
vektoren zu einer Matrix B1 zusammen, d.h. B1 = (u, ∗, . . . , ∗). Dann
gilt

B−1
1 AB1 = B−1

1 (λu, ∗, . . . , ∗)

=


λ ∗ . . . ∗
0
... A1

0


mit einer (n−1)×(n−1)-Matrix A1. Mit A1 können wir obigen Prozess
wiederholen und erhalten eine (n− 1)× (n− 1)-Matrix B̃2 mit

B̃−1
2 A1B̃2 =


µ ∗ . . . ∗
0
... A2

0


mit einer (n− 2)× (n− 2)-Matrix A2. Für

B2 =


1 0 . . . 0
0
... B̃2

0


gilt dann

B−1
2 B−1

1 AB1B2 =


λ 0 0 . . . 0
0 µ 0 . . . 0
0 0
...

... A2

0 0

 .

Nach n−1 Schritten erhalten wir also MatrizenB1, B2, . . . , Bn−1, sodass

B−1
n−1 · . . . ·B−1

1 AB1 · . . . ·Bn−1 = S

obere Dreiecksgestalt hat. B = B1 · . . . ·Bn−1 und S sind die gesuchten
Matrizen.

II.4.10. Hauptvektoren. Wir betrachten eine beliebige Matrix
A und ihre Schursche Normalform S. Dann ist S = B−1AB mit einer
invertierbaren Matrix B. Sei λ ein m-facher EW von A, m ≥ 2. Indem
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wir ggf. B durch BP mit einer geeigneten Permutationsmatrix P er-
setzen, können wir annehmen, dass die ersten m Diagonalelemente von
S gleich λ sind. Dann ist S − λI von der Form

S − λI =

(
E F
0 G

)
mit

E =


0 ∗ . . . ∗
...

. . . . . .
...

0 0 . . . ∗
0 0 . . . 0

 ∈ Cm×m,

F ∈ Cm×(n−m),

G ∈ C(n−m)×(n−m).

Wie man leicht nachrechnet, ist Em = 0. Daher sind die ersten m
Spalten von (S − λI)m gleich Null, d.h.

(S − λI)mei = 0 für i = 1, . . . ,m.

Wegen

(S − λI)m = (B−1AB − λI)m

= (B−1(A− λI)B)m

= B−1(A− λI)mB

folgt

(A− λI)mBei = B(S − λI)mei = 0 für i = 1, . . . ,m.

Ein Vektor u ∈ Cn mit u 6= 0 und (A − λI)mu = 0 nennt man einen
Hauptvektor zum EW λ. Wegen (A − λI)0u = Iu = u 6= 0 und
(A−λI)mu = 0 gibt es eine Zahl ` ≥ 1 mit (A−λI)`−1u 6= 0 und (A−
λI)`u = 0. Diese Zahl heißt Stufe des Hauptvektors. Eigenvektoren
sind somit Hauptvektoren der Stufe 1.

Wir haben also gezeigt, dass A zum m-fachen EW λ m linear un-
abhängige Hauptvektoren besitzt, nämlich Be1, . . . , Bem. (Man beach-
te, dass wir die Spalten der ursprünglichen Matrix B evtl. vertauscht
haben!) Man kann zeigen, dass Hauptvektoren zu verschiedenen EW
immer linear unabhängig sind. Damit folgt:

Zu jeder Matrix A ∈ Cn×n gibt es eine Basis des Cn, die aus
Hauptvektoren von A besteht.

Die Berechnung einer Basis aus Hauptvektoren und einer Schurschen
Normalform geschieht mit folgendem Algorithmus:
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Algorithmus II.4.14. Berechnung der Hauptvektoren und der
Schurschen Normalform einer Matrix A.

(1) Bestimme alle EW der Matrix A.
(2) Zu jedem EW λ von A bestimme die maximal mögliche Zahl

linear unabhängiger EV. Falls diese Zahl kleiner ist als die
algebraische Vielfachheit m von λ (geometrische Vielfachheit
< algebraische Vielfachheit), ergänze diese Vektoren zu einer
Basis von Kern(A− λI)m.

(3) Setze B = (u1, . . . ,un) mit den Hauptvektoren u1, . . . ,un aus
Schritt (2) und berechne S = B−1AB.

Beispiel II.4.15. Betrachte

A =

 0 1 −1
−2 3 −1
−1 1 1

 .

Das charakteristische Polynom lautet

det(A− λI) =

−λ 1 −1
−2 3− λ −1
−1 1 1− λ


= −λ(λ− 3)(λ− 1) + 1 + 2 + (λ− 3)− λ− 2(λ− 1)

= −λ(λ− 3)(λ− 1)− 2(λ− 1)

= −(λ− 1)[λ2 − 3λ+ 2]

= −(λ− 1)2(λ− 2).

Also ist 2 ein einfacher EW und 1 ein doppelter EW. Die Bestimmungs-
gleichung für einen EV zum EW 2 lautet−2 1 −1

−2 1 −1
−1 1 −1

u = 0

=⇒

−2 1 −1
0 0 0
1 0 0

u = 0

=⇒ u =

0
1
1

 .

Die Bestimmungsgleichung für einen EV zum EW 1 ist−1 1 −1
−2 2 −1
−1 1 0

v = 0

=⇒

−1 1 −1
0 0 1
0 0 1

v = 0
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=⇒ v =

1
1
0

 .

Weiter ist

(A− I)2 =

−1 1 −1
−2 2 −1
−1 1 0

−1 1 −1
−2 2 −1
−1 1 0


=

 0 0 0
−1 1 0
−1 1 0

 .

Daher lautet die Bestimmungsgleichung für einen Hauptvektor zum
EW 1

−x1 + x2 = 0.

Daher ist

w =

1
1
1


ein Hauptvektor zum EW 1, der linear unabhängig vom EV v ist.
(u,v,w) ist die gesuchte Basis. Wegen

Aw =

0
0
1

 = w − v

ergibt sich mit

B = (u,v,w) =

0 1 1
1 1 1
1 0 1


die Schursche Normalform von A zu

B−1AB = B−1(2u,v,w − v)

= (2e1, e2, e3 − e2)

=

2 0 0
0 1 −1
0 0 1

 .

II.5. Quadratische Formen

II.5.1. Definition. Eine Funktion p : Rn → R der Form

p(x) = α+ aTx + xTAx

mit α ∈ R, a ∈ Rn und A ∈ Rn×n symmetrisch heißt quadratisches
Polynom in den Variablen x1, . . . , xn. Im Fall α = 0 und a = 0
heißt p ein homogenes quadratisches Polynom oder auch eine
quadratische Form. Ist zusätzlich A eine Diagonalmatrix, so heißt
p rein quadratisch.
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Ist p ein quadratisches Polynom, so heißt die Menge

{x ∈ Rn : p(x) = 0}

eine Quadrik. Eine Quadrik hat Normalform, wenn xTAx rein
quadratisch ist und α + aTx durch keine Transformation der Form
x = b +By verkürzt werden kann.

Beispiel II.5.1. Für

α = 4, a =

(
−2
−4

)
, A =

(
1 0
0 1

)
erhalten wir das quadratische Polynom

p(x) = 4− 2x1 − 4x2 + x2
1 + x2

2.

Quadratische Ergänzung liefert für die zugehörige Quadrik

0 = 4− 2x1 + x2
1 − 4x2 + x2

2

= 4 + (x1 − 1)2 − 1 + (x2 − 2)2 − 4

= (x1 − 1)2 + (x2 − 2)2 − 1.

Dies ist die Gleichung eines Kreises in der (x1, x2)-Ebene mit Mittel-
punkt (1, 2) und Radius 1. Die Koordinatentransformation y1 = x1−1,
y2 = x2 − 2 (Verschiebung des Ursprungs) liefert die Normalform
y2

1 + y2
2 − 1 = 0.

Beispiel II.5.2. Der Spannungstensor eines unter Krafteinwirkung
stehenden elastischen Körpers P hat die Form

S =

σx τxy τxz
τxy σy τyz
τxz τyz σz


mit vom Ort abhängigen Matrixelementen. Er ist symmetrisch. Be-
trachte in einem festen Punkt P einen Schnitt durch P senkrecht zu
dem Normalenvektor n mit |n| = 1. Dann können wir den Spannungs-
vektor Sn in die zu n parallele Normalenspannung t und die dazu
senkrechte Schubspannung s zerlegen, d.h. Sn = t+ s. Wegen n · s = 0
und n · t = |t| gilt nTSn = |t|, d.h. der Betrag der Normalenspannung
berechnet sich aus der quadratischen Form q(x) = xTSx.

Beispiel II.5.3. Ein einfaches Problem der Ausgleichsrechnung ist
die Bestimmung einer Geraden y = ax+ b, die möglichst genau durch
die Messpunkte (x1, y1), . . . , (xn, yn) in dem Sinne verläuft, dass das
quadratische Polynom q(u, v) = (y1− ux1− v)2 + . . .+ (yn− uxn− v)2

in (u, v) = (a, b) ein Minimum annimmt.
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II.5.2. Reduktion auf Normalform. Die Quadrik zu einem ge-
gebenen quadratischen Polynom

p(x) = α+ aTx + xTAx

kann durch die folgenden zwei Schritte auf Normalform gebracht wer-
den:

• Bestimme wie in Abschnitt II.4.7 eine Diagonalmatrix D und
eine orthogonale Matrix T mit A = TDT−1. Die Variablen-
transformation x = Ty liefert

p(y) = α+ aTTy + yTDy

= α+ β1y1 + . . .+ βnyn + λ1y
2
1 + . . .+ λny

2
n

mit den EW λ1, . . . , λn von A. Man beachte, dass jeder EW
entsprechend seiner algebraischen Vielfachheit mehrfach auf-
geführt wird!
• Die Koordinatentransformation

zi =

{
yi falls λi = 0

yi +
βi

2λi
falls λi 6= 0

(d.h. eine quadratische Ergänzung) liefert die Normalform

p(z) = γ + cT z + zTDz

= γ + δ1z1 + . . .+ δnzn + λ1z
2
1 + . . .+ λnz

2
n

mit

δi =

{
βi falls λi = 0

0 falls λi 6= 0

und

γ = α− 1

4

∑′β2
i

λi
,

wobei
∑′ andeutet, dass nur die Beiträge mit λi 6= 0 aufsum-

miert werden.

Beispiel II.5.4. Betrachte das quadratische Polynom p mit

α = −49

48
, a =

0
1
0

 , A =

1 3 0
3 −2 −1
0 −1 1

 .

Gemäß Beispiel II.4.13 (S. 91) ist

D =

1 0 0
0 3 0
0 0 −4

 ,
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T =


√

10
10

−3
√

14
14

−3
√

35
35

0 −
√

14
7

√
35
7

3
√

10
10

√
14

14

√
35

35

 .

Damit ergibt sich

aTT = (0,−
√

14

7
,

√
35

7
)

und

γ = −49

48
− 1

4

[
14

49 · 3
+

35

49 · (−4)

]
= −49

48
− 1

4

[
2

21
− 5

28

]
= −49

48
+

1

48
= −1.

Also ist die Normalform der zugehörigen Quadrik

x2
1 + 3x2

2 − 4x2
3 − 1 = 0.

Dies ist die Gleichung eines einschaligen Hyperboloids.

II.5.3. Normalformen der ebenen Quadriken. Im R2 gibt es
die folgenden 9 verschiedenen Normalformen der Quadriken. Dabei sind
a, b, p von Null verschiedene reelle Zahlen.
Rang A = 2:

x2

a2
+
y2

b2
− 1 = 0 Ellipse, bzw. Kreis falls |a| = |b|,

x2

a2
+
y2

b2
+ 1 = 0 leere Menge,

x2

a2
− y2

b2
− 1 = 0 Hyperbel,

x2 + a2y2 = 0 Punkt,

x2 − a2y2 = 0 Paar sich schneidender Geraden,

Rang A = 1:

x2 − 2py = 0 Parabel,

x2 − a2 = 0 Paar paralleler Geraden,

x2 + a2 = 0 leere Menge,

x2 = 0 Gerade x = 0.
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II.5.4. Normalformen der räumlichen Quadriken. Im R3

gibt es die folgenden 17 verschiedenen Normalformen der Quadriken.
Dabei sind a, b, c, p von Null verschiedene reelle Zahlen.
Rang A = 3:

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
− 1 = 0 Ellipsoid bzw. Kugel, falls |a| = |b| = |c|,

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
+ 1 = 0 leere Menge,

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
+ 1 = 0 zweischaliges Hyperboloid,

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
− 1 = 0 einschaliges Hyperboloid,

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 0 Punkt,

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 0 Kegel,

Rang A = 2:

x2

a2
+
y2

b2
− 2pz = 0 elliptisches Paraboloid,

x2

a2
− y2

b2
− 2pz = 0 hyperbolisches Paraboloid,

x2

a2
+
y2

b2
+ 1 = 0 leere Menge,

x2

a2
+
y2

b2
− 1 = 0 elliptischer Zylinder,

x2

a2
− y2

b2
+ 1 = 0 hyperbolischer Zylinder,

x2

a2
+
y2

b2
= 0 Gerade,

x2

a2
− y2

b2
= 0 Paar sich schneidender Ebenen,

Rang A = 1:

x2 − 2py = 0 parabolischer Zylinder,

x2 − a2 = 0 Paar paralleler Ebenen,

x2 + a2 = 0 leere Menge,

x2 = 0 Ebene x = 0.
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II.5.5. Positiv definite Matrizen. Die Bestimmung der Extrem-
werte einer reellen Funktion in n reellen Veränderlichen ist eng ver-
bunden mit der Frage, wann eine quadratische Form q(x) = xTAx für
x 6= 0 nur positive oder nur negative Werte annimmt.

Eine quadratische Form q(x) = xTAx bzw. die zugehörige symme-
trische Matrix heißt positiv definit bzw. negativ definit, wenn
für alle x 6= 0 gilt q(x) > 0 bzw. q(x) < 0. Die quadratische Form
bzw. die zugehörige Matrix heißt indefinit, wenn sie sowohl positi-
ve als auch negative Werte annimmt. Sie heißt positiv semidefinit
bzw. negativ semidefinit, wenn für alle x 6= 0 gilt q(x) ≥ 0 bzw.
q(x) ≤ 0.

Beispiel II.5.5. In der Relativitätstheorie spielt die quadratische
Form

q(x, y, z, t) = x2 + y2 + z2 − c2t2

eine wichtige Rolle. Sie ist indefinit; es gibt
”
raumartige“ Vektoren

u ∈ R4 mit q(u) > 0 und
”
zeitartige“ Vektoren v ∈ R4 mit q(v) < 0.

Es gilt folgende Charakterisierung:

Eine symmetrische Matrix ist genau dann positiv definit
bzw. negativ definit, wenn alle ihre EW positiv bzw. nega-
tiv sind.
Sie ist indefinit genau dann, wenn sie positive und negative
EW besitzt.
Sie ist genau dann positiv semidefinit bzw. negativ semi-
definit, wenn alle ihre EW nicht negativ bzw. nicht positiv
sind.

Die positive Definitheit kann aus dem Vorzeichen geeigneter Deter-
minanten abgelesen werden:

Eine symmetrische Matrix ist genau dann positiv definit,
wenn die Determinanten der n Hauptmatrizen

H1 = a11,

H2 =

(
a11 a12

a21 a22

)
,

...

Hk =

a11 · · · a1k
...
ak1 · · · akk

 ,

...
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Hn = A

alle positiv sind.

Beispiel II.5.6. Für

A =

 5 −2 2
−2 6 −1
2 −1 4


lauten die Hauptmatrizen und ihre Determinanten

H1 = 5, detH1 = 5,

H2 =

(
5 −2
−2 6

)
, detH2 = 26,

H3 = A, detH3 = 83.

Also ist A positiv definit.

Beispiel II.5.7. Für

A =

 5 −3 9
−3 3 −3
9 −3 5


lauten die Hauptmatrizen und ihre Determinanten

H1 = 5, detH1 = 5,

H2 =

(
5 −3
−3 3

)
, detH2 = 6,

H3 = A, detH3 = −96.

Das charakteristische Polynom ist

χA(λ) = −(4 + λ)(λ2 − 17λ+ 24).

Also sind die EW −4, 17−
√

193
2

und 17+
√

193
2

. Die Matrix ist indefinit.

II.6. Vektorräume und lineare Abbildungen

II.6.1. Vektorräume. Eine nichtleere Menge V , in der man zu je
zwei Elementen u,v ∈ V eine Summe u+v ∈ V und zu jedem Element
u ∈ V und jeder Zahl α ∈ R das α-fache αu ∈ V bilden kann, heißt ein
(reeller) Vektorraum, wenn folgende acht Rechengesetze erfüllt
sind:

Vektorraumaxiome:

(1) u + v = v + u für alle u,v ∈ V (Kommutativ-
gesetz).
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(2) (u + v) + w = u + (v + w) für alle u,v,w ∈ V
(Assoziativgesetz).

(3) Es gibt ein 0 ∈ V , Nullelement oder Nullvek-
tor genannt, mit u + 0 = u für alle u ∈ V .

(4) Zu jedem u ∈ V gibt es ein mit −u bezeichnetes
Element, für das gilt u + (−u) = 0.

(5) 1u = u für alle u ∈ V .
(6) α(βu) = (αβ)u für alle u ∈ V, α, β ∈ R.
(7) α(u + v) = (αu) + (αv) für alle u,v ∈ V, α ∈ R.
(8) (α+ β)u = (αu) + (βu) für alle u ∈ V, α, β ∈ R.

Die Elemente eines Vektorraumes nennt man Vektoren. Statt
u + (−v) schreibt man u− v.

Beispiel II.6.1. Der dreidimensionale Anschauungsraum ist ein
Vektorraum (vgl. Paragraph I.4). Rn×1, R1×m und Rn×m sind Vek-
torräume (vgl. Abschnitt II.1.1).

Beispiel II.6.2. Sei I ⊂ R ein Intervall und F die Menge aller
Abbildungen f : I → R. Für je zwei Abbildungen f, g : I → R und
jede Zahl α ∈ R können wir die Abbildungen f + g : I → R und
αf : I → R definieren durch

x 7→ f(x) + g(x) bzw. x 7→ αf(x).

Wie man leicht nachrechnet, gelten für diese Vorschriften die obigen
Rechenregeln. F ist also ein Vektorraum.

II.6.2. Unterräume. Eine nicht leere Teilmenge U eines Vektor-
raumes V heißt Untervektorraum oder Unterraum von V , wenn
für je zwei Vektoren u,v ∈ U und jede Zahl α ∈ R gilt u + v ∈ U und
αu ∈ U .

Beispiel II.6.3. Die Menge U aller Spaltenvektoren mit n Kompo-
nenten, deren letzte Komponente verschwindet, ist ein Unterraum von
Rn×1. Ebenso ist die Menge W aller Spaltenvektoren mit n Kompo-
nenten, deren i-te Komponente (i ∈ {1, . . . , n} fest) verschwindet ein
Unterraum von Rn×1.

Beispiel II.6.4. Für jede m× n Matrix A ist

KernA = {x ∈ Rn : Ax = 0},
die Lösungsmenge des homogenen LGS, ein Unterraum von Rn.

II.6.3. Linearkombination und lineare Hülle. Jede aus end-
lich vielen Vektoren v1, . . . ,vk eines Vektorraumes V gebildete Summe
der Form α1v1 + . . .+ αkvk mit Koeffizienten αi ∈ R heißt eine Line-
arkombination der vi. Eine solche Linearkombination wird trivial
genannt, wenn alle Koeffizienten αi gleich Null sind. Die Menge aller
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Linearkombinationen von gegebenen Vektoren u1, . . . ,um ∈ V heißt
die lineare Hülle von u1, . . . ,um und wird mit span(u1, . . . ,um)
bezeichnet:

span(u1, . . . ,um) = {α1u1 + . . .+ αmum : α1, . . . , αm ∈ R}.

Die lineare Hülle gegebener Vektoren ist stets ein Untervektorraum.

Beispiel II.6.5. Für

u =

 1
2
−1

 , v =

0
3
2


ist

span(u,v) = {su + tu : s, t ∈ R}

=


 s

2s+ 3t
−s+ 2t

 : s, t ∈ R

 .

Geometrisch ist dies die von u und v aufgespannte Ebene durch den
Nullpunkt.

II.6.4. Lineare Abhängigkeit. Endlich viele Vektoren v1, . . . ,
vk eines Vektorraumes V heißen linear abhängig, wenn es Zahlen
α1, . . . , αk ∈ R gibt, die nicht alle gleich Null sind, mit

α1v1 + . . .+ αkvk = 0.

Die Vektoren v1, . . . ,vk heißen linear unabhängig, wenn sie nicht
linear abhängig sind, d.h. wenn aus α1v1 + . . . + αkvk = 0 folgt α1 =
. . . = αk = 0.

Beispiel II.6.6. (1) Die Vektoren

u =

1
2
3

 , v =

−4
0
5

 , w =

−3
2
8


sind linear abhängig, denn u + v −w = 0.
(2) Betrachte die Vektoren

u1 =

 1
2
−2

 , u2 =

−3
0
12

 , u3 =

4
8
0

 .

Die Bedingung α1u1 + α2u2 + α3u3 = 0 führt auf das homogene LGS

α1 − 3α2 + 4α3 = 0

2α1 + 8α3 = 0

−2α1 + 12α2 = 0.
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Das Gaußsche Eliminationsverfahren II.1.3 (S. 58) liefert

1 −3 4
2 0 8
−2 12 0

→
1 −3 4
0 6 0
0 6 8

→
1 −3 4
0 6 0
0 0 8

Also besitzt das LGS nur die Nulllösung; die Vektoren u1, u2, u3 sind
linear unabhängig.

Betrachte n Vektoren u1, . . . ,un des Rm×1. Dann ist die Bestim-
mung von Zahlen α1, . . . , αn mit α1u1 + . . . + αnun = 0 äquivalent
zum Lösen des homogenen LGS Ax = 0 mit A = (u1, . . . ,un). Wegen
Abschnitt II.1.4 erhalten wir somit:

u1, . . . ,un ∈ Rm×1 sind linear unabhängig

⇐⇒ Rang(u1, . . . ,un) = n.

Hieraus folgt insbesondere:

Ist n > m, so sind je n Vektoren des Rm stets linear abhän-
gig.

II.6.5. Basis und Dimension. Die Vektoren v1, . . . ,vn eines
Vektorraumes V heißen eine Basis von V , wenn gilt:

• v1, . . . ,vn sind linear unabhängig und
• V = span(v1, . . . ,vn).

Man kann die zweite Bedingung auch so formulieren:

• Für jeden Vektor v ∈ V sind die Vektoren v,v1, . . . ,vn linear
abhängig.

Die Bedeutung einer Basis ergibt sich aus:

Ist v1, . . . ,vn eine Basis von V , dann gibt es zu jedem Vek-
tor u ∈ V genau ein n-Tupel α1, . . . , αn reeller Zahlen mit
u = α1v1 + . . .+αnvn, d.h. die Darstellung von u als Line-
arkombination der vi ist eindeutig.

Um dies einzusehen, beachte man, dass aus V = span(v1, . . . ,vn)
die Existenz mindestens eines n-Tupels α1, . . . , αn mit den gewünschten
Eigenschaften folgt. Ist β1, . . . , βn ein zweites derartiges n-Tupel folgt

(α1 − β1)v1 + . . .+ (αn − βn)vn
= (α1v1 + . . .+ αnvn)︸ ︷︷ ︸

=u

− (β1v1 + . . .+ βnvn)︸ ︷︷ ︸
=u

= 0.
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Da v1, . . . ,vn linear unabhängig sind, folgt α1 = β1, . . . , αn = βn.
Eine weitere wichtige Eigenschaft von Basen ist:

Ist v1, . . . ,vn eine Basis von V und m > n, so sind je m
Vektoren aus V linear abhängig.

Um dies einzusehen, wähle m Vektoren w1, . . . ,wm ∈ V . Zu jedem
wi gibt es Zahlen αi1, . . . , αin mit

wi = αi1v1 + . . .+ αinvn.

Gemäß Abschnitt II.1.4 hat die Matrix A = (αji)n×m höchstens den
Rang n (beachte m > n). Also hat das homogene LGS Ax = 0 eine
nicht-triviale Lösung λ1, . . . , λm. Für diese Zahlen gilt dann

λ1w1 + . . .+ λmwm

= (α11λ1 + . . .+ α1mλm)v1 + . . .+ (αm1λ1 + . . .+ αnmλm)vn

= 0.

Aus dem soeben Gezeigten folgt:

Sind v1, . . . ,vn und w1, . . . ,wm zwei Basen desselben Vek-
torraumes V , so ist m = n.

Gibt es überhaupt eine Basis, so ist also die Zahl der Basiselemente
eindeutig festgelegt. Daher ist die folgende Definition sinnvoll:

Ein Vektorraum V heißt endlich dimensional, wenn es
endlich viele Vektoren v1, . . . ,vd in V gibt, die eine Basis
bilden. Die Zahl d heißt dann die Dimension von V und
wird mit dimV bezeichnet.

Beispiel II.6.7. (1) Die Vektoren u1, u2, u3 aus Beispiel II.6.6
bilden eine Basis des R3.
(2) Es ist dim Rn×1 = n, dim R1×m = m, dim Rm×n = mn.
(3) Eine Basis des Rm×n wird aus den Matrizen Aij, 1 ≤ i ≤ m,
1 ≤ j ≤ n, gebildet, deren Elemente alle verschwinden mit Ausnahme
des i-ten Elements in der j-ten Spalte, das gleich 1 ist.
(4) Der Vektorraum F aus Beispiel II.6.2 ist nicht endlich dimensional.

Beispiel II.6.8. Sei A eine n × n Matrix mit r = RangA < n.
Gemäß Beispiel II.6.4 ist KernA ein Vektorraum. Aus Abschnitt II.1.4
folgt dim KernA = n− r.

Endlich dimensionale Vektorräume haben folgende wichtige Eigen-
schaft:
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In einem n-dimensionalen Vektorraum V gilt:

• Je n linear unabhängige Vektoren bilden eine Basis.
• Je n+ 1 Vektoren sind linear abhängig.

II.6.6. Skalarprodukte. Eine Abbildung (·, ·) : V ×V → R heißt
ein Skalarprodukt auf dem Vektorraum V , wenn folgende Eigen-
schaften erfüllt sind:

Skalarproduktaxiome:

(1) (u,v) = (v,u) für alle u,v ∈ V (Symmetrie).
(2) (αu+βv,w) = α(u,w)+β(v,w) für alle u,v,w ∈

V, α, β ∈ R (Linearität).
(3) (u,u) ≥ 0 für alle u ∈ V und

(u,u) = 0 ⇐⇒ u = 0 (Positivität).

Beispiel II.6.9. Durch

(u,v) = uTv für u,v ∈ Rn×1

wird ein Skalarprodukt, das Euklidische Skalarprodukt, auf Rn

definiert.

Beispiel II.6.10. Sei A eine symmetrische, positiv definite n × n
Matrix. Definiere die Abbildung (·, ·)A : Rn × Rn → R durch

(u,v)A = uTAv.

Wegen der Symmetrie von A ist diese Abbildung symmetrisch. Wegen
der Rechenregeln für die Matrixmultiplikation ist sie linear. Da A posi-
tiv definit ist, ist sie auch positiv. (·, ·)A ist also ein Skalarprodukt auf
Rn.

Seien V ein Vektorraum, (·, ·) ein Skalarprodukt auf V und u,v ∈ V
zwei Vektoren. Nehme zunächst an, dass v 6= 0 ist. Wegen der Positi-
vität ist dann

α =
(u,v)

(v,v)
definiert. Aus den Eigenschaften des Skalarproduktes folgt

0 ≤ (u− αv,u− αv)

= (u,u)− 2α(u,v) + α2(v,v)

= (u,u)− (u,v)2

(v,v)

also

(u,v)2 ≤ (u,u)(v,v).
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Sei nun v = 0. Dann folgt aus der Linearität und Symmetrie

(u,0) = (u,u− u)

= (u,u)− (u,u)

= 0

also

(u,v) = 0

≤ (u,u)(v,v).

Dies beweist:

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung: Sei (·, ·) ein Ska-
larprodukt auf dem Vektorraum V . Dann gilt für alle u,v ∈
V

(u,v)2 ≤ (u,u)(v,v).

II.6.7. Normen. Eine Abbildung ‖ · ‖ : V → R heißt eine Norm
auf dem Vektorraum V , wenn folgende Eigenschaften erfüllt sind:

Normaxiome:

(1) ‖u‖ ≥ 0 für alle u ∈ V und
‖u‖ = 0 ⇐⇒ u = 0 (Positivität).

(2) ‖αu‖ = |α|‖u‖ für alle u ∈ V, α ∈ R (Homogeni-
tät).

(3) ‖u+v‖ ≤ ‖u‖+‖v‖ für alle u,v ∈ V (Dreiecks-
ungleichung).

Beispiel II.6.11. Der Betrag von Vektoren des dreidimensionalen
Anschauungsraumes ist eine Norm (vgl. Abschnitt I.4.4).

Aus den Skalarproduktaxiomen und der Cauchy-Schwarzschen Un-
gleichung folgt:

Jedes Skalarprodukt (·, ·) definiert durch

‖u‖ =
√

(u, u)

eine Norm.

Beispiel II.6.12. (1) Durch

‖u‖2 =
√

uTu
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wird eine Norm auf Rn×1 definiert, die Euklidische Norm.
(2) Für jede symmetrische, positiv definite n×n Matrix A wird durch

‖u‖A =
√

uTAu

eine Norm auf Rn×1 definiert.

Beispiel II.6.13. Durch

‖u‖1 = |u1|+ . . .+ |un|

und

‖u‖∞ = max{|ui| : 1 ≤ i ≤ n}
werden zwei Normen auf Rn definiert. Man kann zeigen, dass sie von
keinem Skalarprodukt definiert werden.

In Abbildung II.6.1 sind die Einheitsbälle {u ∈ V : ‖u‖ ≤ 1} in R2

für die Normen ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 und ‖ · ‖∞ skizziert.

- - -

6 6 6

x x x

y y y

&%
'$

�
�

@
@

@
@
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�

Abbildung II.6.1. Einheitsbälle in R2 für die Normen
‖ · ‖1, ‖ · ‖2 und ‖ · ‖∞ (v.l.n.r)

II.6.8. Orthogonalität. Sei (·, ·) ein Skalarprodukt auf dem Vek-
torraum V . Zwei Vektoren u,v ∈ V heißen orthogonal (bzgl. (·, ·)),
wenn (u,v) = 0 ist. Ein Vektor w ∈ V heißt normiert, wenn (w,w) =
1 ist. Ein System von endlich vielen Vektoren v1, . . . ,vk ∈ V heißt ein
Orthonormalsystem, wenn die Vektoren normiert und paarweise
orthogonal sind.

Beispiel II.6.14. (1) Die Einheitsvektoren

e1 =

(
1
0

)
und e2 =

(
0
1

)
bilden ein Orthonormalsystem bzgl. des Euklidischen Skalarproduktes
(u,v) = uTv auf dem R2.
(2) Die Matrix

A =

(
1 2
2 5

)
ist symmetrisch, positiv definit. Bzgl. des Skalarproduktes (u,v)A =
uTAv sind die Vektoren e1, e2 nicht orthogonal.
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Die Vektoren v1, . . . ,vk eines Orthonormalsystems sind immer li-
near unabhängig. Denn ist α1v1 + . . . + αkvk = 0, folgt für jedes
i ∈ {1, . . . , k}

0 = (α1v1 + . . .+ αkvk,vi)

= α1(v1,vi) + . . .+ αk(vk,vi)

= αi(vi,vi)

= αi.

Umgekehrt kann mit dem Schmidtschen Orthogonalisierungs-
verfahren aus einem System v1, . . . ,vk linear unabhängiger Vektoren
ein Orthonormalsystem w1, . . . ,wk mit

span(v1, . . . ,vk) = span(w1, . . . ,wk)

erzeugt werden. Dieses Verfahren verläuft wie folgt:

(1) Setze

w1 =
1√

(v1,v1)
v1.

(2) Für i = 2, . . . , k setze

w̃i = vi − (vi,w1)w1 − . . .− (vi,wi−1)wi−1

und

wi =
1√

(w̃i, w̃i)
w̃i.

Beispiel II.6.15. Für die Vektoren

v1 =

 1
2
−2

 , v2 =

−3
0
12

 , v3 =

4
8
0


und das Euklidische Skalarprodukt liefert das Schmidtsche Orthogona-
lisierungsverfahren:

w1 =


1
3

2
3

−2
3

 ,

w̃2 = v2 + 9w1

=

0
6
6

 ,

w2 =

 0
1√
2

1√
2

 ,
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w̃3 = v3 −
20

3
w1 −

8√
2
w2

=


16
9

−4
9

4
9

 ,

w3 =


4

3
√

2

− 1
3
√

2

1
3
√

2

 .

II.6.9. Lineare Abbildungen. Eine Abbildung L : V → W ei-
nes Vektorraumes V in einen Vektorraum W heißt linear, wenn für
alle v1,v2 ∈ V und α1, α2 ∈ R gilt

L(α1v1 + α2v2) = α1L(v1) + α2L(v2).

Beispiel II.6.16. (1) Die Abbildung πi : Rn → R, die jedem Vektor
seine i-te Komponente zuordnet, i ∈ {1, . . . , n} fest, ist linear.
(2) Ist A eine m×n Matrix, so ist die Abbildung x 7→ Ax eine lineare
Abbildung von Rn nach Rm.

II.6.10. Matrixdarstellung. Wir betrachten zwei endlich dimen-
sionale Vektorräume V und W mit Basen v1, . . . ,vn bzw. w1, . . . ,wm

und eine lineare Abbildung L : V → W . Für jedes i ∈ {1, . . . , n} gibt
es dann Zahlen α1i, . . . , αmi ∈ R mit

(II.6.1) L(vi) = α1iw1 + . . .+ αmiwm.

Setze

(II.6.2) A =

α11 · · · α1n
...

...
αm1 . . . αmn

 .

Ist v = x1v1 + . . .+ xnvn ein beliebiger Vektor aus V , so hat L(v) die
Darstellung y1w1 + . . .+ymwm mit eindeutig definierten Koeffizienten.
Aus der Linearität von L folgt:

y1w1 + . . .+ ymwm

= L(v)

= x1L(v1) + . . .+ xnL(vn)

= x1(α11w1 + . . .+ αm1wm) + . . .+ xn(α1nw1 + . . .+ αmnwm)

= (α11x1 + . . . α1nxn)w1 + . . .+ (αm1x1 + . . .+ αmnxn)wm.

Da die Koeffizienten eindeutig bestimmt sind, folgt

yj = αj1x1 + . . .+ αjnxn, j = 1, . . . ,m,



112 II. LINEARE ALGEBRA

d.h. y1
...
ym

 = A

x1
...
xn

 .

Dies beweist:

Der Koeffizientenvektor von L(v) bzgl. der Basis w1, . . . ,
wm ist das Produkt des Koeffizientenvektor von v bzgl. der
Basis v1, . . . ,vn mit der Matrix A aus (II.6.1), (II.6.2).

In diesem Sinne werden also lineare Abbildungen zwischen endlich
dimensionalen Räumen durch Matrizen dargestellt. Die Darstellung
hängt von den gewählten Basen ab.

II.6.11. Komposition linearer Abbildungen. Wir betrachten
drei endlich dimensionale Vektorräume U , V und W und zwei lineare
Abbildungen L1 : U → V und L2 : V → W . Dann ist ihre Komposition
L2◦L1 : U → W auch eine lineare Abbildung. Wählen wir in jedem der
drei Vektorräume eine Basis aus, so werden L1, L2 und L2 ◦ L1 bzgl.
dieser Basen durch Matrizen A, B und C dargestellt. Aus dem vorigen
Abschnitt und der Definition des Matrixproduktes aus Abschnitt II.2.1
folgt dann mit etwas Rechnen C = BA, d.h.:

Der Komposition linearer Abbildungen entspricht die Mul-
tiplikation der zugehörigen Matrizen.

II.6.12. Basiswechsel. Wir betrachten einen endlich dimensio-
nalen Vektorraum V und eine lineare Abbildung L : V → V . Wir
wählen zwei Basen v1, . . . ,vk und w1, . . . ,wk von V . Die Abbildung L
werde bzgl. dieser Basen durch die Matrizen A und B dargestellt, d.h.

A entspricht L : span({vi})→ span({vi}),
B entspricht L : span({wj})→ span({wj}).

Welche Beziehung besteht zwischen A und B?
Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir die identische Ab-

bildung J : V → V mit J(v) = v für alle v ∈ V . Allerdings versehen
wir V im Urbild mit der v-Basis und im Bild mit der w-Basis. Bzgl.
dieser Basen wird J durch eine Matrix C dargestellt.

J ist bijektiv und besitzt eine Inverse J−1. Aus dem vorigen Ab-
schnitt folgt, dass J−1 durch C−1 dargestellt wird.
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Wir haben daher das folgende Diagramm

span({vi})
L,A−−−→ span({vi})

J,C

y yJ−1,C−1

span({wj}) −−−→
L,B

span({wj})

Aus diesem Diagramm und dem vorigen Abschnitt folgt:

A = C−1BC, B = CAC−1.

Wegen Abschnitt II.4.5 können wir dies auch so formulieren:

Ähnliche Matrizen stellen dieselbe lineare Abbildung bzgl.
verschiedener Basen dar.

Beispiel II.6.17. Die lineare Abbildung L : R3 → R3 werde bzgl.
der Basis, die aus den üblichen Einheitsvektoren besteht, durch die
Matrix

A =

1 2 3
4 5 6
7 8 10


dargestellt. Gemäß Beispiel II.6.6 (2) ist

R3 = span


 1

2
−2

 ,

−3
0
12

 ,

4
8
0

 .

Bzgl. dieser Basis werde L durch B dargestellt. Der Wechsel von der
Standardbasis in diese neue Basis wird durch die Matrix

C =


−2 1 −1

2

−1
3

1
6

0

1
2
−1

8
1
8


dargestellt. Damit folgt

B = CAC−1 =


−2 1 −1

2

−1
3

1
6

0

1
2
−1

8
1
8


1 2 3

4 5 6
7 8 10

 1 −3 4
2 0 8
−2 12 0



=


−2 1 −1

2

−1
3

1
6

0

1
2
−1

8
1
8


−1 33 20

2 60 56
3 99 92


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=


5
2
−111

2
−30

2
3

−1 8
3

−3
8

171
8

29
2

 .



KAPITEL III

Stetigkeit

III.1. Folgen

III.1.1. Definition. Eine Zahlenfolge oder kurz Folge ist ei-
ne Abbildung N→ R, die jeder natürlichen Zahl n eine reelle Zahl xn
zuordnet. Eine Folge wird mit (xn)n∈N oder x0, x1, . . . bezeichnet. Die
Zahlen xn heißen die Glieder der Folge.

Beispiel III.1.1. (1) xn = a für alle n ∈ N; a, a, . . . (konstante
Folge).
(2) xn = x0 + nd; x0, x0 + d, x0 + 2d, . . . (arithmetische Folge).
(3) xn = x0q

n; x0, x0q, x0q
2, . . . (geometrische Folge).

(4) xn = (n+ 1)2; 1, 4, 9, . . . (Folge der Quadratzahlen).
(5) x0 = 2 , xn+1 = 1

2
(xn + 2

xn
) für alle n (rekursiv definierte Folge).

(6) x0 = 1, x1 = 1, xn+1 = xn+xn−1 für alle n ≥ 1 (Folge der Fibonacci
Zahlen, rekursiv definiert).

Bemerkung III.1.2. Analog zu obiger Definition bezeichnet man
Abbildungen von N in eine Menge A auch als Folgen. So gibt es Folgen
komplexer Zahlen (A = C), Folgen von Vektoren (A = Rk) usw..

III.1.2. Rechenregeln. Folgen werden gliedweise addiert, sub-
trahiert, multipliziert und dividiert. Bei der Division müssen dabei
natürlich die Nenner alle von Null verschieden sein.

Beispiel III.1.3. Für die Folgen (xn)n∈N = ((n + 1)2)n∈N und
(yn)n∈N = (2n)n∈N erhalten wir

(xn + yn)n∈N = ((n+ 1)2 + 2n)n∈N (Summenfolge)

(xnyn)n∈N = ((n+ 1)22n)n∈N (Produktfolge)(
xn
yn

)
n∈N

= ((n+ 1)22−n)n∈N (Quotientenfolge).

III.1.3. Beschränktheit. Eine Folge (xn)n∈N heißt beschränkt,
wenn es eine reelle Zahl K gibt, sodass für alle Folgenglieder gilt |xn| ≤
K.

Beispiel III.1.4. (1) (xn)n∈N =
((
−1

2

)n)
n∈N: Für alle n ∈ N gilt

|xn| =
∣∣∣∣(−1

2

)n∣∣∣∣ =
1

2n
≤ 1.

115
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Die Folge ist beschränkt (K = 1).
(2) (xn)n∈N = ((n+ 1)2)n∈N: Die Folge ist nicht beschränkt.
(3) Wähle eine Zahl a < 0 und setze für n ∈ N

xn =
(
1 +

a

n

)n
.

Für alle n ≥ |a| gilt

0 ≤ 1 +
a

n
≤ 1

und damit 0 ≤ xn ≤ 1. Da nur endlich viele natürliche Zahlen ≤ |a|
sind, existiert

K0 = max
{∣∣∣1 +

a

n

∣∣∣n : n ≤ |a|
}

Mit K = max{1, K0} folgt |xn| ≤ K für alle n ∈ N. Die Folge ist also
beschräkt.

III.1.4. Monotonie. Eine Folge heißt monoton wachsend bzw.
monoton fallend, wenn für alle n ∈ N gilt xn ≤ xn+1 bzw. xn ≥
xn+1. Eine Folge heißt monoton, wenn sie monoton wachsend oder
monoton fallend ist.

Beispiel III.1.5. (1) (2n)n∈N ist monoton wachsend.
(2)

((
1
2

)n)
n∈N ist monoton fallend.

(3)
((
−1

2

)n)
n∈N ist nicht monoton.

III.1.5. Teilfolgen. Ist (xn)n∈N eine Folge und n0 < n1 < n2 <
. . . eine monoton wachsende Indexfolge, so heißt xn0 , xn1 , xn2 , . . . bzw.
(xnk

)k∈N eine Teilfolge der Folge (xn)n∈N.

Beispiel III.1.6.
((

1
2

)2k)
k∈N

und
(
−
(

1
2

)2k+1
)
k∈N

sind Teilfolgen

der Folge
((
−1

2

)n)
n∈N. Sie entsprechen den Indexfolgen der geraden

bzw. ungeraden Indizes.

III.2. Grenzwerte von Folgen

III.2.1. Definition. Eine Folge (xn)n∈N heißt konvergent, wenn
es eine Zahl x∗ gibt, sodass für jedes noch so kleine ε > 0 ein Index nε
existiert derart, dass für alle n ≥ nε gilt |xn − x∗| ≤ ε.
Mit anderen Worten: Für jedes noch so kleine ε > 0 haben – mit Aus-
nahme von endlich vielen – alle Folgenglieder eine Abstand ≤ ε von x∗.
Die Zahl x∗ ist eindeutig bestimmt, sie heißt Grenzwert oder Limes
der Folge. Wir schreiben dann

xn −→
n→∞

x∗ oder x∗ = lim
n→∞

xn.

Konvergente Folgen mit Grenzwert Null nennt man Nullfolgen.
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Beispiel III.2.1. (1) Es ist

lim
n→∞

1

n+ 1
= 0.

Denn: Sei ε > 0. Dann gibt es ein nε ∈ N mit nε ≥ 1
ε
. Für alle n ≥ nε

gilt

n+ 1 ≥ nε + 1 ≥ 1

ε
+ 1 >

1

ε

=⇒ 0 <
1

n+ 1
≤ 1

nε + 1
< ε.

(2) Es ist

lim
n→∞

(
−1

2

)n
= 0.

Denn: Sei ε > 0. Dann gibt es ein nε ∈ N mit 2nε ≥ 1
ε
. Um dies

einzusehen, betrachte die Dualzahldarstellung von 1
ε

und setze nε gleich
der Zahl der Vorkommastellen plus 1. Für alle n ≥ nε gilt

2n ≥ 2nε ≥ 1

ε

=⇒ 0 <

∣∣∣∣(−1

2

)n∣∣∣∣ = 2−n ≤ 2−nε ≤ ε.

(3) Die Folge ((−1)n)n∈N konvergiert nicht. Denn: Ist a ∈ R beliebig,
setze ε = 1

2
max{|a − 1|, |a + 1|}. Dann haben alle Folgenglieder mit

geradem oder ungeradem Index eine Abstand > ε von a, je nachdem
ob a ≤ 0 oder a > 0 ist.

III.2.2. Rechenregeln. Seien (xn)n∈N und (yn)n∈N zwei konver-
gente Folgen. Dann gilt:

lim
n→∞

(xn + yn) = lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn

lim
n→∞

(xn − yn) = lim
n→∞

xn − lim
n→∞

yn

lim
n→∞

(xn · yn) = lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn

lim
n→∞

(
xn
yn

)
=

lim
n→∞

xn

lim
n→∞

yn
falls lim

n→∞
yn 6= 0

lim
n→∞

|xn| = | lim
n→∞

xn|

Beispiel III.2.2. (1) Es gilt

lim
n→∞

n+ 1

n
= lim

n→∞
(1 +

1

n
)

= lim
n→∞

1 + lim
n→∞

1

n
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= 1.

(2) Aus

lim
n→∞

n+ 1

n
= 1,

lim
n→∞

(
1

2

)n
= 0

und

lim
n→∞

2n+ 1

n2
= lim

n→∞
(
2

n
+

1

n2
)

= 0

folgt

lim
n→∞

(
2n+ 1

n2
+

(
1

2

)n
n+ 1

n

)
= 0.

(3) Es gilt

lim
n→∞

6n3 + 2n2 + 1

7n3 + 3n+ 5
= lim

n→∞

n3(6 + 2
n

+ 1
n3 )

n3(7 + 3
n2 + 5

n3 )

= lim
n→∞

6 + 2
n

+ 1
n3

7 + 3
n2 + 5

n3

=
6

7
.

Bemerkung III.2.3. Aus der Konvergenz der Summenfolge (xn +
yn)n∈N folgt nicht die Konvergenz der Folgen (xn)n∈N und (yn)n∈N.
Ebenso folgt aus der Konvergenz von (|xn|)n∈N nicht die Konvergenz
von (xn)n∈N. Als Gegenbeispiel betrachte man xn = (−1)n und yn =
(−1)n+1.

III.2.3. Konvergenzkriterien. 1. Eine konvergente Folge ist im-
mer beschränkt. Mit anderen Worten: Ist eine Folge nicht beschränkt,
kann sie nicht konvergieren.

Beispiel III.2.4. Die Folge (qn)n∈N mit |q| > 1 ist nicht konvergent.
Denn: Wegen

lim
n→∞

(1 +
1

n
) = 1 < |q|

gibt es ein m ∈ N∗ mit 1 + 1
m
≤ |q|. Für n ∈ N folgt dann aus der

Bernoulli Ungleichung, Beispiel I.2.7 (S. 22),

|q|n ≥ (1 +
1

m
)n ≥ 1 +

n

m
.

Also ist die Folge (qn)n∈N nicht beschränkt und damit auch nicht kon-
vergent.
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Bemerkung III.2.5. Aus der Beschränktheit einer Folge folgt nicht
ihre Konvergenz; Beispiel: ((−1)n)n∈N ist beschränkt, aber nicht kon-
vergent.

2. Jede Teilfolge einer konvergenten Folge ist konvergent.

Beispiel III.2.6. Aus

lim
n→∞

2−n = 0

folgt

lim
n→∞

2−n
2

= 0.

3. Jede monotone und beschränkte Folge ist konvergent.

Beispiel III.2.7. Wir betrachten die Folge aus Beispiel III.1.1 (5)

x0 = 2

xn+1 =
1

2
(xn +

2

xn
)

und behaupten, dass sie gegen
√

2 konvergiert. Der Beweis dieser Be-
hauptung erfolgt in drei Schritten.
1. Schritt: Für alle n gilt xn ≥

√
2.

Beweis durch Induktion:
Induktionsanfang n = 0: x0 = 2 >

√
2.

Induktionsschritt n→ n+ 1:

xn+1 =
1

2

(
xn +

2

xn

)
=

1

2

(
xn − 2

√
2 +

2

xn

)
+
√

2

=
1

2

(
√
xn −

√
2

√
xn

)2

+
√

2

≥
√

2.

2. Schritt: Die Folge ist monoton fallend.
Denn

xn − xn+1 = xn −
1

2

(
xn +

2

xn

)
=

1

2

(
xn −

2

xn

)
=
x2
n − 2

2xn
≥ 0 wegen Schritt 1.
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3. Schritt: Wegen Schritt 1 und Schritt 2 gilt
√

2 ≤ xn ≤ 2 für alle
n. Die Folge ist also beschränkt und monoton und damit konvergent.
Sei

X = lim
n→∞

xn.

Wegen Schritt 1 ist X ≥
√

2 > 0. Wegen der Rechenregeln für Limites
gilt

X = lim
n→∞

xn

= lim
n→∞

xn+1

= lim
n→∞

1

2

(
xn +

2

xn

)
=

1

2

(
X +

2

X

)
.

Auflösen nach X liefert X2 = 2 und – wegen X > 0 – damit

lim
n→∞

xn =
√

2.

4. Sind (xn)n∈N und (yn)n∈N zwei konvergente Folgen mit xn ≤ yn
für alle bis auf endlich viele n, so ist

lim
n→∞

xn ≤ lim
n→∞

yn.

Bemerkung III.2.8. Die Limesbildung erhält strikte Ungleichun-
gen nicht ; Beispiel: xn = 0, yn = 1

n+1
.

5. Zu der Folge (xn)n∈N gebe es zwei konvergente Folgen (yn)n∈N
und (zn)n∈N mit:

• yn ≤ xn ≤ zn für alle bis auf endlich viele n und
• lim
n→∞

yn = lim
n→∞

zn.

Dann ist (xn)n∈N konvergent und

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn.

Beispiel III.2.9. Sei |q| < 1. Dann ist

lim
n→∞

qn = 0.

Zum Beweis betrachte zunächst den Fall 0 ≤ q < 1. Dann gilt für
alle n ∈ N: 0 ≤ qn < 1 und qn+1 ≤ qn. Also ist die Folge beschränkt
und monoton und damit konvergent. Sei Q ihr Grenzwert. Wegen der
Rechenregeln für Limites folgt

Q2 =
(

lim
n→∞

qn
)2

= lim
n→∞

q2n = Q.

Also ist Q = 0 oder Q = 1. Da die Folge monoton fallend und 0 ≤ q < 1
ist, ist der Fall Q = 1 ausgeschlossen. Also ist

lim
n→∞

qn = 0.



III.2. GRENZWERTE VON FOLGEN 121

Sei nun −1 < q < 0. Dann gilt für alle n: −|q|n ≤ qn ≤ |q|n. Wegen

lim
n→∞

|q|n = 0

folgt auch in diesem Fall

lim
n→∞

qn = 0.

III.2.4. Die Exponentialfunktion. Wir behaupten, dass für je-
des x ∈ R die Folge ((1 + x

n
)n)n∈N∗ konvergiert. Der Beweis erfolgt in

drei Schritten.
1. Schritt: Für x = 0 handelt es sich offensichtlich um die konstante
Folge 1, die natürlich konvergiert.
2. Schritt: Sei x < 0. Gemäß Beispiel III.1.4 (3) ist die Folge be-
schränkt. Weiter gibt es eine natürliche Zahl nx mit nx > |x|. Für alle
n ≥ nx gilt(

1 + x
n+1

)n+1(
1 + x

n

)n =
(n+ 1 + x)n+1

(n+ 1)n+1
· nn

(n+ x)n

=

[
(n+ 1 + x)n

(n+ 1)(n+ x)

]n+1
n+ x

n

=

[
(n+ 1)n+ nx

(n+ 1)n+ (n+ 1)x

]n+1
n+ x

n

=

[
1− x

(n+ 1)n+ (n+ 1)x

]n+1
n+ x

n
.

Aus der Bernoullischen Ungleichung, Beispiel I.2.7 (S. 22), folgt[
1− x

(n+ 1)n+ (n+ 1)x

]n+1

≥ 1− (n+ 1)x

(n+ 1)n+ (n+ 1)x

= 1− x

n+ x

=
n

n+ x
.

Setzen wir dies in obige Gleichung ein, erhalten wir(
1 + x

n+1

)n+1(
1 + x

n

)n ≥ 1 =⇒
(

1 +
x

n+ 1

)n+1

≥
(
1 +

x

n

)n
.

Also ist die Folge ab dem Index nx monoton wachsend. Da die Folge bis
auf endlich viele Indizes monoton und beschränkt ist, ist sie konvergent.
3. Schritt: Sei nun x > 0. Setze zur Abkürzung

xn =
(
1 +

x

n

)n
,

yn =
(
1− x

n

)n
,

zn = xnyn
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=

(
1− x2

n2

)n
.

Wegen Schritt 2 ist die Folge (yn)n∈N konvergent. Aus der Bernoulli-
schen Ungleichung, Beispiel I.2.7 (S. 22), folgt für alle n ∈ N∗

1 ≥ zn ≥ 1− nx2

n2
= 1− x2

n
.

Hieraus folgt, dass die Folge (zn)n∈N gegen 1 konvergiert. Da wegen
des 2. Schrittes der Grenzwert von (yn)n∈N größer als 0 ist, folgt die
Konvergenz der Folge (xn)n∈N = ( zn

yn
)n∈N.

Die Vorschrift

x 7→ lim
n→∞

(1 +
x

n
)n

definiert eine Funktion R→ R. Sie heißt Exponentialfunktion und
wird mit exp(x) bezeichnet:

exp(x) = lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
.

Die Zahl e = exp(1) heißt Eulersche Zahl. Es ist e ≈ 2.718828.
Statt exp(x) schreibt man auch ex. In späteren Abschnitten werden wir
sehen, dass die Interpretation

”
Zahl e hoch x“ dieser Schreibweise in

der Tat gerechtfertigt ist.
Aus den obigen Überlegungen können wir folgende Eigenschaften

der Exponentialfunktion ablesen:

exp(0) = 1

exp(x) > 0 für alle x ∈ R
exp(x) < 1 für alle x < 0

exp(x) > 1 für alle x > 0

exp(x) · exp(−x) = 1 für alle x ∈ R
x < y ⇒ exp(x) < exp(y) Monotonie

III.2.5. Uneigentliche Grenzwerte. Die Folge (xn)n∈N hat den
Grenzwert ∞ bzw. −∞, wenn es zu jeder Zahl K > 0 bzw. K < 0
einen Index nK gibt mit xn > K bzw. xn < K für alle n ≥ nK . Wir
schreiben in diesem Fall

lim
n→∞

xn =∞ bzw. lim
n→∞

xn =∞.

Beispiel III.2.10. Sei q > 1. Dann ist

lim
n→∞

qn =∞.
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III.3. Stetigkeit

III.3.1. Definition. Sei I ⊂ R ein Intervall und f : I → R ei-
ne Funktion. f heißt stetig im Punkt x ∈ I, wenn für jede kon-
vergente Folge (xn)n∈N mit xn ∈ I für alle n und lim

n→∞
xn = x gilt:

lim
n→∞

f(xn) = f(x).

f heißt stetig auf I oder kurz stetig, wenn f in jedem Punkt
x ∈ I stetig ist.

Beispiel III.3.1. (1) Die Funktion f(x) = x2 ist stetig auf R.
Denn: Ist x ∈ R und (xn)n∈N eine konvergente Folge mit lim

n→∞
xn = x,

so folgt aus Abschnitt III.2.2

lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

x2
n =

(
lim
n→∞

xn

)2

= x2 = f(x).

(2) Die Funktion f(x) = |x| ist stetig auf R.
Denn: Konvergiert (xn)n∈N gegen x, so konvergiert (|xn|)n∈N gemäß
Abschnitt III.2.2 gegen |x|.
(3) Die Funktion f(x) =

√
x ist auf [0,∞) stetig.

Denn: Betrachte zunächst den Punkt x = 0. Sei (xn)n∈N eine beliebige
Nullfolge mit Gliedern in [0,∞). Zu jedem ε > 0 gibt es dann ein nε ∈ N
mit 0 ≤ xn ≤ ε2 für alle n ≥ nε. Für diese n gilt dann 0 ≤ √xn ≤ ε.
Also ist lim

n→∞

√
xn = 0 und f somit in 0 stetig.

Sei nun x > 0 und (xn)n∈N eine Folge mit Gliedern in [0,∞), die gegen
x konvergiert. Für jedes n ∈ N gilt dann

0 ≤ |
√
xn −

√
x|

=

∣∣∣∣∣(
√
xn −

√
x)(
√
xn +

√
x)

√
xn +

√
x

∣∣∣∣∣
=
|xn − x|√
xn +

√
x

≤ |xn − x|√
x

−→
n→∞

0.

Also ist lim
n→∞

√
xn =

√
x und damit f in x stetig.

III.3.2. Rechenregeln. Es gilt:

Die Summe, die Differenz und das Produkt stetiger Funk-
tionen sind stetig. Der Quotient stetiger Funktionen ist in
allen Punkten stetig, in denen der Nenner nicht Null ist.
Die Komposition stetiger Funktionen ist ebenfalls stetig.
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Beispiel III.3.2. Aus der Stetigkeit der konstanten Funktion 1 und
der Stetigkeit der Funktionen aus Beispiel III.3.1 folgt z.B.:

|x|+ x2 ist stetig auf R,
(1 + x2)

√
x ist stetig auf [0,∞)

1

x
ist stetig auf R\{0}

x4 − x2 + 1

x2 + 1
ist stetig auf R (Nenner ist nie 0)√

|x| ist stetig auf R√
x4 + x2 + 2

2x2 + 3
ist stetig auf R

(Radikand ist stets positiv und Nenner ist nie 0)

III.3.3. Eigenschaften stetiger Funktionen. Eine erste wich-
tige Eigenschaft stetiger Funktionen ist:

Jede auf einem beschränkten, abgeschlossenen Intervall [a, b]
stetige Funktion f ist beschränkt, d.h. es gibt eine Zahl
K ≥ 0 mit |f(x)| ≤ K für alle x ∈ [a, b].

Bemerkung III.3.3. Diese Aussage gilt nicht für offene, halboffe-
ne oder unbeschränkte Intervalle. Beispiel: 1

x
ist stetig auf (0, 1], aber

unbeschränkt; x2 ist stetig auf R, aber unbeschränkt.

Die folgende Eigenschaft ist eine Verschärfung der ersten:

Jede auf einem beschränkten, abgeschlossenen Intervall [a, b]
stetige Funktion f nimmt dort ihr Maximum und Minimum
an, d.h. es gibt Zahlen xm und xM in [a, b] mit

f(xm) ≤ f(x) ≤ f(xM) für alle x ∈ [a, b].

Bemerkung III.3.4. Diese Aussage gilt nicht für offene, halboffene
oder unbeschränkte Intervalle. Beispiel: x2 ist stetig auf (0, 1). Es ist
inf{x2 : x ∈ (0, 1)} = 0, sup{x2 : x ∈ (0, 1)} = 1, aber für alle x ∈ (0, 1)
gilt 0 < x2 < 1.

Die folgende Eigenschaft ist für Anwendungen besonders wichtig:

Zwischenwertsatz: Eine auf einem Intervall I stetige
Funktion f nimmt jeden Wert zwischen zwei beliebigen
Funktionswerten an, d.h. sind x, y ∈ I mit f(x) < f(y)
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und u mit f(x) ≤ u ≤ f(y) beliebig, so gibt es ein z ∈ I
mit f(z) = u.

Eine Anwendung des Zwischenwertsatzes ist:

Die Funktion f sei auf dem Intervall I stetig. Es gebe zwei
Punkte a, b ∈ I mit f(a)f(b) ≤ 0. Dann besitzt f eine
Nullstelle in I, d.h. es gibt ein x ∈ I mit f(x) = 0.

Beispiel III.3.5. Betrachte das Polynom p(x) = 4x4 − 5x2 − 10.
Wegen der Rechenregeln für stetige Funktionen ist p stetig. Es ist
p(0) = −10 < 0 und p(2) = 34 > 0. Also hat p eine Nullstelle zwi-
schen 0 und 2. Weiter ist p(1) = −11 < 0. Also hat p eine Nullstelle
zwischen 1 und 2. Durch fortgesetztes Halbieren des Intervalles können
wir die Nullstelle beliebig genau einschließen.

Es gilt folgende Verschärfung der Stetigkeit:

Jede auf einem beschränkten, abgeschlossenen Intervall [a, b]
stetige Funktion f ist gleichmäßig stetig, d.h. zu jedem
ε > 0 gibt es ein δ > 0, das nur von ε abhängt, so dass für
alle x, y ∈ [a, b] mit |x− y| < δ gilt |f(x)− f(y)| < ε.

Bemerkung III.3.6. Diese Aussage gilt nicht für offene, halboffene
oder unbeschränkte Intervalle.

III.3.4. Einseitige Grenzwerte. Seien a, c ∈ R∪{−∞,∞}. Die
Funktion f hat in a den linksseitigen Grenzwert c, kurz

lim
x→a−

f(x) = c,

wenn es ein b ∈ R mit b < a gibt, so dass f auf (b, a) definiert ist
und für jede Folge (xn)n∈N mit Gliedern in (b, a) und Grenzwert a gilt:
lim
n→∞

f(xn) = c.

Analog hat f in a den rechtsseitigen Grenzwert c, kurz

lim
x→a+

f(x) = c

wenn es ein b ∈ R mit b > a gibt, so dass f auf (a, b) definiert ist
und für jede Folge (xn)n∈N mit Gliedern in (a, b) und Grenzwert a gilt:
lim
n→∞

f(xn) = c.

Ist a = −∞, ist nur der rechtsseitige Grenzwert definiert, und wir
lassen das Symbol + fort. Analog ist für a = ∞ nur der linksseitige
Grenzwert definiert, und wir lassen das Symbol − fort.
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Beispiel III.3.7. (1) Es ist

lim
x→0+

1

x
=∞,

lim
x→0−

1

x
= −∞,

lim
x→∞

1

x
= 0,

lim
x→−∞

1

x
= 0.

(2) Die Vorzeichenfunktion sgn : R→ R ist definiert durch

sgn(x) =


1 falls x > 0,

0 falls x = 0,

−1 falls x < 0.

Sie ist auf R\{0} stetig. Es ist

lim
x→0+

sgn(x) = 1,

lim
x→0−

sgn(x) = −1.

(3) Die Entier-Funktion d·e : R→ R ist definiert durch

dxe = max{n ∈ Z : n ≤ x}.
Sie ist auf R\Z stetig. Für a ∈ Z ist

lim
x→a+

dxe = a,

lim
x→a−

dxe = a− 1.

Es besteht folgender Zusammenhang zwischen einseitigen Grenz-
werten und Stetigkeit:

Die Funktion f : I → R ist genau dann im Punkt a des
Intervalls I stetig, wenn die links- und rechtsseitigen Grenz-
werte von f in a existieren, endlich sind und übereinstim-
men.

III.3.5. Polynome. Ein Polynom ist eine Funktion der Form

x 7→ anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0

mit n ∈ N und a0, . . . , an ∈ R. Das Polynom hat den Grad n, falls
an 6= 0 ist. Aus den Rechenregeln für stetige Funktionen folgt:

Jedes Polynom ist stetig auf R.

Ist u ∈ R eine Nullstelle des Polynoms p, so kann p durch den
Linearfaktor x− u

”
dividiert“ werden:



III.3. STETIGKEIT 127

Sei u ∈ R eine Nullstelle des Polynoms

p = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0.

Dann gibt es ein Polynom

q = bn−1x
n−1 + . . .+ b1x+ b0

mit
p(x) = (x− u)q(x) für alle x ∈ R.

Für die Koeffizienten der beiden Polynome gilt die Bezie-
huung

bn−1 = an

bk = ak+1 + ubk+1 k = n− 2, . . . , 0.

Bei der Rechnung per Hand wertet man obige Rekursionsformel wie
beim

”
Treppenrechnen“ der schriftlichen Division von Zahlen aus.

Beispiel III.3.8. Durch Probieren finden wir, dass das Polynom
x4 − 3x3 + 3x2 − 3x + 2 die Nullstelle x = 1 hat. Also können wir es
durch x− 1 dividieren und erhalten

x4 −3x3 +3x2 −3x +2 : x− 1 = x3 − 2x2 + x− 2.
x4 −x3

−2x3 +3x2

−2x3 +2x2

x2 −3x
x2 −x

−2x +2
−2x +2

0

Durch weiteres Probieren finden wir, dass das Polynom x3−2x2 +x−2
die Nullstelle x = 2 hat. Also können wir es durch x−2 dividieren und
erhalten

x3 −2x2 +x −2 : x− 2 = x2 + 1.
x3 −2x2

x −2
x −2

0

Insgesamt ergibt sich somit

x4 − 3x3 + 3x2 − 3x+ 2 = (x− 1)(x− 2)(x2 + 1).

Wie das Beispiel x2 + 1 zeigt, besitzt nicht jedes Polynom eine
Nullstelle in R. Es gilt jedoch:
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Jedes Polynom mit ungeradem Grad besitzt mindestens ei-
ne Nullstelle in R.

Um dies einzusehen, betrachte ein Polynom

p =
2k+1∑
`=0

a`x
`

mit ungeradem Grad, d.h. a2k+1 6= 0. Aus den Recheneregeln für Limi-
tes folgt

lim
n→∞

n−2k−1p(n) = lim
n→∞

(
a2k+1 + a2k

1

n
+ . . .+ a0

1

n2k+1

)
= a2k+1.

Also gibt es ein a > 0 mit sgn p(a) = sgn a2k+1. Ebenso folgt

lim
n→∞

(−n)−2k−1p(−n) = lim
n→∞

(
a2k+1 − a2k

1

n
+ . . .+ a0

(−1)2k+1

n2k+1

)
= a2k+1.

Wegen (−n)−2k−1 < 0 gibt es daher ein b < 0 mit sgn p(b) =
− sgn a2k+1. Also ist p(a)p(b) < 0, und die Behauptung folgt aus dem
Zwischenwertsatz.

Betrachtet man auch Nullstellen in C, so gilt:

Jedes Polynom p vom Grad n ≥ 1 kann in komplexe Line-
arfaktoren zerlegt werden, d.h. es gibt ein r ∈ N∗, komplexe
Zahlen λ1, . . . , λr und positive natürliche Zahlenm1, . . . ,mr

mit m1 + . . .+mr = n und

p(x) = an(x− λ1)
m1 · . . . · (x− λr)mr für alle x ∈ R.

Die Zahl mi heißt die Vielfachheit der Nullstelle λi. Ist
λ ∈ C eine Nullstelle von p mit Imλ 6= 0, so ist λ auch eine
Nullstelle von p; λ und λ haben die gleichen Vielfachheiten.

III.3.6. Rationale Funktionen. Eine rationale Funktion
hat die Form p

q
mit teilerfremden Polynomen p und q. p bzw. q heißen

das Zählerpolynom bzw. das Nennerpolynom. Aus den Rechen-
regeln für stetige Funktionen folgt:

Eine rationale Funktion ist stetig auf R\{u1, . . . , us}, wobei
u1, . . . , us die reellen Nullstellen des Nennerpolynoms sind
(sofern vorhanden).
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Bemerkung III.3.9. Die reellen Nullstellen des Nennerpolynoms
einer rationalen Funktion heißen auch Pole oder Polstellen der
Funktion.

Beispiel III.3.10. (1) f(x) = x+1
x2+1

ist eine rationale Funktion.

Das Zählerpolynom ist x + 1; das Nennerpolynom ist x2 + 1. Da das
Nennerpolynom keine reelle Nullstelle hat, ist f auf ganz R stetig.
(2) g(x) = x2+5x−3

x3−2x2−x+2
ist eine rationale Funktion. Das Nennerpolynom

x3 − 2x2 − x + 2 hat gemäß Beispiel III.3.8 die Nullstellen −1, 1 und
2. Daher ist g auf R\{−1, 1, 2} stetig.

III.3.7. Trigonometrische Funktionen. In Abschnitt I.3.3 ha-
ben wir die trigonometrischen Funktionen sin und cos aufgrund geome-
trischer Überlegungen eingeführt. Aus diesen folgt, dass alle Nullstellen
von sin bzw. cos von der Form sind kπ bzw. (2k+1)π

2
mit k ∈ Z. Daher

können wir die trigonometrischen Funktionen tan = sin
cos

, genannt Tan-
gens, auf R\{(2k+1)π

2
: k ∈ Z} und cot = cos

sin
, genannt Cotangens,

auf R\{kπ : k ∈ Z} definieren.

Die Funktionen sin, cos, tan und cot sind auf ihren Defini-
tionsbereichen stetig.

Der Beweis erfolgt in vier Schritten.
1. Schritt: Der Sinus ist stetig in 0.
Aus Abschnitt I.3.3 folgt für alle x ∈ [−π

2
, π

2
]

| sin(x)| = sin(|x|).
Da die Sekante kürzer ist als die Länge des zugehörigen Kreisbogens,
gilt für diese x zusätzlich

sin(|x|) ≤ |x|.
Daher gilt für jede Nullfolge (xn)n∈N

0 ≤ | sin(xn)| ≤ |xn| −→
n→∞

0 =⇒ sin(xn) −→
n→∞

0.

Also ist der Sinus in 0 stetig.
2. Schritt: Der Cosinus ist stetig in 0.

Für x ∈ [−π
2
, π

2
] ist cos(x) =

√
1− sin2(x). Damit folgt die Stetigkeit

des Cosinus in 0 aus Schritt 1 und den Rechenregeln für stetige Funk-
tionen.
3. Schritt: Sinus und Cosinus sind stetig auf R.
Betrachte einen beliebigen Punkt x ∈ R und irgendeine Folge (xn)n∈N
mit Grenzwert x. Dann ist (xn − x)n∈N eine Nullfolge. Aus den Addi-
tionstheoremen, Beispiel I.6.3 (S. 48), und den Schritten 1 und 2 folgt

cos(xn) = cos(x+ (xn − x))
= cos(x) cos(xn − x)− sin(x) sin(xn − x)
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−→
n→∞

cos(x) · 1− sin(x) · 0

= cos(x)

sin(xn) = sin(x+ (xn − x))
= sin(x) cos(xn − x) + cos(x) sin(xn − x)
−→
n→∞

sin(x) · 1 + cos(x) · 0

= sin(x).

Dies beweist die behauptete Stetigkeit von Cosinus und Sinus.
4. Schritt: Die Stetigkeit von Tangens und Cotangens folgt aus der
Stetigkeit von Sinus und Cosinus und den Rechenregeln für stetige
Funktionen.

III.3.8. Exponential- und Logarithmusfunktion. Wir erin-
nern an die Definition der Exponentialfunktion aus Abschnitt III.2.4

exp(x) = lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
.

Es gilt:

Die Exponentialfunktion ist stetig auf R.

Der Beweis erfolgt in drei Schritten.
1. Schritt: exp(x+ y) ≤ exp(x) exp(y), exp(x− y) ≥ exp(x) exp(−y)
für alle x ≥ 0, y ≥ 0.
Für alle n ∈ N∗ ist(

1 +
x

n

)n (
1 +

y

n

)n
=
(
1 +

x

n
+
y

n
+
xy

n

)n
≥
(

1 +
x+ y

n

)n
(
1 +

x

n

)n (
1− y

n

)n
=
(
1 +

x

n
− y

n
− xy

n

)n
≤
(

1 +
x− y
n

)n
.

Hieraus folgt die Behauptung durch Grenzübergang n→∞.

2. Schritt: lim
n→∞

exp(− 1

n+ 1
) = lim

n→∞
exp(

1

n+ 1
) = 1.

Aus Abschnitt III.2.4 folgt, dass die Folge ((1 + a
n
)n)n∈N für a ≥ −1

monoton wachsend ist. Daher gilt für solche a: exp(a) ≥ 1 + a. Damit
folgt mit der Monotonie der Exponentialfunktion

1 = exp(0) ≥ exp(− 1

n+ 1
) ≥ 1− 1

n+ 1
−→
n→∞

1.

Dies beweist die erste Grenzwertaussage. Die zweite folgt aus der ersten
und der Beziehung exp(x) exp(−x) = 1 aus Abschnitt III.2.4.
3. Schritt: Die Exponentialfunktion ist stetig auf R.
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Sei dazu x ∈ R beliebig. Wegen der Monotonie und Positivität der
Exponentialfunktion muss man zum Nachweis der Stetigkeit in x nur
zeigen, dass

lim
n→∞

exp(x+
1

n+ 1
) = lim

n→∞
exp(x− 1

n+ 1
) = exp(x)

ist. Dies folgt aber sofort aus den ersten beiden Schritten und den
Rechenreglen für Limites.

Weiter gilt:

exp : R→ (0,∞) ist bijektiv.

Zum Beweis dieser Aussage beachten wir, dass die Exponentialfunk-
tion wegen ihrer Monotonie (vgl. Abschnitt III.2.4) injektiv ist.
Wir müssen also nur noch die Surjektivität beweisen, d.h. dass es zu
jedem a > 0 ein x ∈ R gibt mit exp(x) = a.
Für a = 1 leistet x = 0 das Gewünschte.
Sei nun a > 1. Dann ist

exp(0) = 1 < a < a+ 1 ≤ exp(a).

Wegen des Zwischenwertsatzes gibt es also ein x ∈ (0, a) mit exp(x) =
a.
Sei schließlich 0 < a < 1. Dann ist 1

a
> 1, und es gibt ein x ∈ R mit

exp(x) = 1
a
. Dann ist exp(−x) = a.

Da die Exponentialfunktion bijektiv ist, besitzt sie eine Umkehr-
funktion. Diese heißt Logarithmusfunktion und wird mit ln be-
zeichnet. Es ist ln : (0,∞) → R bijektiv. Wegen der Monotonie der
Exponentialfunktion ist die Logarithmusfunktion auch monoton:

0 < x < y =⇒ ln(x) < ln(y).

Weitere Eigenschaften der Logarithmusfunktion werden wir in Ab-
schnitt IV.4.2 kennen lernen.





KAPITEL IV

Differentiation

IV.1. Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion

IV.1.1. Definition der Ableitung. Sei I ⊂ R ein offenes Inter-
vall, f : I → R eine Funktion und x ∈ I. Die Funktion f heißt im
Punkt x differenzierbar, wenn der Grenzwert

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

exisiert. In diesem Fall heißt er die Ableitung von f in x und wird
mit f ′(x) bezeichnet:

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
.

Mit anderen Worten: Die Funktion f ist in x differenzierbar, wenn
es eine Zahl c, die die Ableitung von f in x genannt und mit f ′(x)
bezeichnet wird, gibt, sodass für jede Nullfolge (hn)n∈N gilt

lim
n→∞

f(x+ hn)− f(x)

hn
= c.

Ist f in jedem Punkt von I differenzierbar, so heißt f auf I diffe-
renzierbar. In diesem Fall ist x 7→ f ′(x) eine auf I definierte Funkti-
on, die man die Ableitung von f nennt und die man mit f ′ bezeichnet.

Andere Schreibweisen für f ′(x) sind df(x)
dx

und d
dx
f(x). Den Übergang

von f zu f ′ nennt man ableiten oder differenzieren.

Beispiel IV.1.1. (1) Die konstante Funktion f(x) = c ist differen-
zierbar mit f ′(x) = 0.
(2) f(x) = ax+ b ist differenzierbar mit f ′(x) = a.
(3) f(x) = xn mit n ∈ N∗ ist differenzierbar mit f ′(x) = nxn−1.
(4) f(x) =

√
x ist differenzierbar mit f ′(x) = 1

2
√
x

für x > 0.

Beweis. Sei jeweils x beliebig. Dann gilt

f(x+ h)− f(x)

h
=
c− c
h

(1)

= 0 für alle h 6= 0.

f(x+ h)− f(x)

h
=
a(x+ h) + b− ax− b

h
(2)

133
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=
ah

h
= a für alle h 6= 0.

f(x+ h)− f(x)

h
=

(x+ h)n − xn

h
(3)

=
1

h

[
nxn−1h+

(
n

2

)
xn−2h2 + . . .+

(
n

n

)
hn
]

= nxn−1 +

(
n

2

)
xn−2h+ . . .+

(
n

n

)
hn−1

−→
h→0

nxn−1.

f(x+ h)− f(x)

h
=

√
x+ h−

√
x

h
(4)

=
(
√
x+ h−

√
x)(
√
x+ h+

√
x)

h(
√
x+ h+

√
x)

=
x+ h− x

h(
√
x+ h+

√
x)

=
1√

x+ h+
√
x

−→
h→0

1

2
√
x
.

�

IV.1.2. Deutungen der Ableitung. In einem kartesischen Ko-
ordinatensystem betrachten wir die Kurve y = f(x) in der Nähe des
Punktes (x, f(x)). Die Sekante durch die Punkte (x, f(x)) und (x +

h, f(x + h)) mit h 6= 0 hat die Steigung f(x+h)−f(x)
h

. Für h → 0 strebt
diese Steigung gegen die Steigung der Tangente an die Kurve y = f(x)
im Punkt (x, f(x)) (sofern der Grenzwert existiert). Dies liefert die
folgende geometrische Deutung der Ableitung:

Die Tangente an den Graphen y = f(x) im Punkt
(x, f(x)) hat die Gleichung

y = f(x) + (x− x)f ′(x).

Wir suchen nun nach einer Geraden g(x) = m(x−x)+f(x), die die
Funktion f in der Nähe von x im folgenden Sinne best möglich appro-

ximieren soll: Der relative Fehler g(x)−f(x)
x−x soll für x→ x verschwinden.

Einsetzen der Gleichung für g liefertm = f ′(x). Dies ergibt die folgende
analytische Deutung der Ableitung:
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f(x) ≈ f(x)+ (x−x)f ′(x) ist die beste lineare Appro-
ximation an f in der Nähe von x.

Beispiel IV.1.2. Für f(x) =
√
x ergibt sich in der Nähe von x > 0

√
x ≈
√
x+

1

2
√
x

(x− x).

Für x = 2 und x = 1.96 erhalten wir z.B.
√

2 ≈
√

1.96 +
1

2
√

1.96
(2− 1.96)

= 1.4 +
0.04

1.4
= 1.4142857 . . .

Diese Näherung für
√

2 ist auf vier Stellen genau, d.h. der relative
Fehler ist kleiner als 0.01%.

Sei s = s(t) die von einem Massenpunkt bei geradliniger Bewegung
bis zur Zeit t zurückgelegte Strecke. Der Differenzenquotient

∆s

∆t
=
s(t+ ∆t)− s(t)

∆t

gibt den Betrag der mittleren Geschwindigkeit im Zeitintervall [t, t+∆t]
an. Im Grenzübergang ∆t→ 0 erhält man den Betrag der momentanen
Geschwindigkeit zur Zeit t. Dies liefert die folgende physikalische
Deutung der Ableitung:

s′(t) ist der Betrag der Geschwindigkeit der Bewegung
zur Zeit t.

Bemerkung IV.1.3. Für die Geschwindigkeit benutzt man häufig
auch die Bezeichnung ṡ(t) statt s′(t).

IV.1.3. Stetigkeit ist notwendig für Differenzierbarkeit. Ist
f im Punkt x differenzierbar, so ist

lim
h→0

[f(x+ h)− f(x)− hf ′(x)] = 0.

Wegen
lim
h→0

hf ′(x) = 0

folgt
f(x) = lim

h→0
f(x+ h).

Also ist f in x stetig:

f in x differenzierbar =⇒ f in x stetig
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Bemerkung IV.1.4. Die Umkehrung dieser Aussage ist falsch.

Beispiel IV.1.5. Betrachte die Funktion f(x) = |x|. Sie ist auf R
stetig. Es ist

lim
n→∞

f( 1
n
)− f(0)

1
n

= lim
n→∞

∣∣ 1
n

∣∣
1
n

= 1

lim
n→∞

f(− 1
n
)− f(0)

− 1
n

= lim
n→∞

∣∣− 1
n

∣∣
− 1
n

= −1.

Also ist f in 0 nicht differenzierbar.

IV.1.4. Differentiationsregeln. Die Funktionen f und g seien
auf dem Intervall I differenzierbar; c sei eine reelle Zahl. Es gelten
folgende Regeln:

[f(x) + g(x)]′ = f ′(x) + g′(x)

[cf(x)]′ = cf ′(x)

[f(x)g(x)]′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x) (Produktregel)[
f(x)

g(x)

]′
=
f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g(x)2
falls g(x) 6= 0

(Quotientenregel)[
1

g(x)

]′
= − g

′(x)

g(x)2
falls g(x) 6= 0.

IV.1.5. DifferentiationvonPolynomenundrationalenFunk-
tionen. Jedes Polynom ist differenzierbar, die Ableitung ist wieder ein
Polynom:

p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0

=⇒ p′(x) = nanx
n−1 + (n− 1)an−1x

n−1 + . . .+ a1.

Jede rationale Funktion ist auf ihrem Definitionsbereich differen-
zierbar, die Differentiation erfolgt mit der Quotientenregel, die Ablei-
tung ist wieder eine rationale Funktion.

Beispiel IV.1.6. Für das Polynom

p(x) = 4x5 + 3x3 − 2x2 + 1
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erhalten wir

p′(x) = 20x4 + 9x2 − 4x.

Für die rationale Funktion

r(x) =
2x3 + x− 1

x2 + 1

liefert die Quotientenregel

r′(x) =
(6x2 + 1)(x2 + 1)− (2x3 + x− 1)2x

(x2 + 1)2

=
4x4 + 5x2 + 2x+ 1

x4 + 2x2 + 1
.

IV.1.6. Differentiation der trigonometrischen Funktionen.
Die trigonometrischen Funktionen sind auf ihrem Definitionsbereich
differenzierbar. Es gilt:

sin′(x) = cos(x)

cos′(x) = − sin(x)

tan′(x) =
1

cos2(x)
für x 6= (2k + 1)

π

2
, k ∈ Z

cot′(x) = − 1

sin2(x)
für x 6= kπ, k ∈ Z).

Beispiel IV.1.7. Aus den Rechenregeln für Ableitungen folgt[
(x3 + 5 sin(x)) cos(x)

]′
= (3x2 + 5 cos(x)) cos(x)

+ (x3 + 5 sin(x))(− sin(x))

= 3x2 cos(x) + 5 cos2(x)

− x3 sin(x)− 5 sin2(x).

IV.1.7. Kettenregel. Die Komposition zweier differenzierbarer
Funktionen ist ebenfalls differenzierbar und es gilt die Kettenregel:

(f ◦ g)′(x) = f ′(g(x))g′(x).

Beispiel IV.1.8. (1) Für

h(x) = (x3 + 2x2 + 1)3

gilt h = f ◦ g mit

f(x) = x3
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g(x) = x3 + 2x2 + 1.

Damit folgt

f ′(x) = 3x2

g′(x) = 3x2 + 4x

h′(x) = 3 (g(x))2 g′(x)

= 3(x3 + 2x2 + 1)2(3x2 + 4x).

(2) Für
h(x) = cos(5x2 + 2)

gilt h = f ◦ g mit

f(x) = cos(x)

g(x) = 5x2 + 2.

Damit folgt

f ′(x) = − sin(x)

g′(x) = 10x

h′(x) = − sin (g(x)) g′(x)

= − sin(5x2 + 2)10x.

(3) Die Funktion
h(x) = [sin((x4 + 2x)2)]5

kann als Komposition von 4 Funktionen geschrieben werden:

h = f4 ◦ f3 ◦ f2 ◦ f1

mit

f1(x) = x4 + 2x

f2(x) = x2

f3(x) = sin(x)

f4(x) = x5.

Für die Differentiation
”
bröseln“ wir diese Verschachtelung auf und

setzen

g1 = f2 ◦ f1

g2 = f3 ◦ g1

Dann ist

g2 = f3 ◦ f2 ◦ f1

und

h = f4 ◦ g2.
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Damit folgt aus der Kettenregel:

h′(x) = f ′4(g2(x))g
′
2(x)

∣∣∣f ′4(x) = 5x4

= 5 [g2(x)]
4 g′2(x)

∣∣∣g2(x) = sin((x4 + 2x)2)

= 5
[
sin((x4 + 2x)2)

]4
g′2(x),

g′2(x) = f ′3(g1(x))g
′
1(x)

∣∣∣f ′3(x) = cos(x)

= cos(g1(x))g
′
1(x)

∣∣∣g1(x) = (x4 + 2x)2

= cos((x4 + 2x)2)g′1(x),

g′1(x) = f ′2(f1(x))f
′
1(x)

∣∣∣f ′2(x) = 2x

= 2 (f1(x)) f
′
1(x)

∣∣∣f1(x) = x4 + 2x

= 2(x4 + 2x)f ′1(x)
∣∣∣f ′1(x) = 4x3 + 2

= 2(x4 + 2x)(4x3 + 2).

Setzen wir alle Teilschritte zusammen, erhalten wir schließlich

h′(x) = 5
[
sin((x4 + 2x)2)

]4
cos((x4 + 2x)2)2(x4 + 2x)(4x3 + 2).

IV.1.8. Höhere Ableitungen. Die Ableitung der Ableitung von
f bezeichnen wir, falls sie existiert, mit f ′′, und für d

dx
( d
dx
f(x)) schreiben

wir d2

dx2f(x).
Allgemein definieren wir die höheren Ableitungen rekursiv:

f (0)(x) = f(x)

f (1)(x) = f ′(x)

f (n)(x) =
d

dx
f (n−1)(x) , n ≥ 2.

Beispiel IV.1.9. Für

p(x) = 3x6 + 2x4 − 7x+ 1

erhalten wir

p′(x) = 18x5 + 8x3 − 7

p′′(x) = 90x4 + 24x2

p(3)(x) = 360x3 + 48x

p(4)(x) = 1080x2 + 48

p(5)(x) = 2160x
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p(6)(x) = 2160

p(k)(x) = 0 für alle k ≥ 7.

Allgemein gilt:

Die n-te Ableitung eines Polynoms vom Grad k mit k < n
ist Null.

Beispiel IV.1.10. Ein gemäß

x(t) = A cos(ωt+ α)

schwingender Oszillator hat die Geschwindigkeit

ẋ(t) = x′(t)

= −Aω sin(ωt+ α)

und die Beschleunigung

ẍ(t) = x′′(t)

= −Aω2 cos(ωt+ α)

= −ω2x(t).

IV.2. Anwendungen der Differentiation

IV.2.1. Maxima und Minima einer Funktion. Die Funktion
f sei auf dem Intervall I ⊂ R definiert. Sie hat in dem Punkt x ∈ I
ein globales oder absolutes Maximum, wenn für alle x ∈ I gilt
f(x) ≤ f(x). Sie hat in x ein lokales Maximum, wenn es ein Intervall
J gibt mit J ⊂ I und x ∈ J , sodass die Einschränkung von f auf J in
x ein globales Maximum hat.

Analog hat f in x ein globales Minimum bzw. lokales Mi-
nimum, wenn für alle x ∈ I bzw. für alle x ∈ J gilt f(x) ≥ f(x).

Jedes Minimum oder Maximum heißt auch ein Extremum.

Beispiel IV.2.1. (1) Die Funktion f(x) = (1 − x2)2 hat auf dem
Intervall [−1, 1] in x = 0 ein globales Maximum.
Denn: Es ist f(0) = 1 und für alle x ∈ [−1, 1] gilt

x ∈ [−1, 1] =⇒ |x| ≤ 1

=⇒ x2 ≤ 1

=⇒ 0 ≤ 1− x2 ≤ 1

=⇒ f(x) ≤ 1.

(2) Die Funktion f(x) = (1−x2)2 hat auf dem Intervall [−2, 2] in x = 0
ein lokales Maximum. Dieses ist aber wegen f(2) = 9 > 1 = f(0) kein
globales Maximum.
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Die Funktion f habe in dem inneren Punkt x von I ein lokales
Maximum und sei in x differenzierbar. Für hinreichend kleines h > 0
gilt dann

f(x+ h)− f(x)

h
≤ 0 =⇒ lim

h→0+

f(x+ h)− f(x)

h
≤ 0.

Analog gilt für hinreichend kleines h < 0

f(x+ h)− f(x)

h
≥ 0 =⇒ lim

h→0−

f(x+ h)− f(x)

h
≥ 0.

Da f in x differenzierbar ist, stimmen die beiden einseitigen Grenz-
werte überein, und wir erhalten f ′(x) = 0. Ganz analog können wir
argumentieren, wenn f in x ein lokales Minimum hat; es ändern sich
nur die Vorzeichen in den jeweiligen Ungleichungen. Insgesamt erhalten
wir das folgende Kriterium:

x innerer Punkt, f in x differenzierbar und x lokales Extre-
mum von f =⇒ f ′(x) = 0.

Bemerkung IV.2.2. Die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht. Bei-
spiel: f(x) = x3 hat in x = 0 kein Extremum, aber es ist f ′(0) = 0

Aus obigem Kriterium folgt:

Die Kandidaten für Extremalstellen von f : I → R sind:

• die Endpunkte des Intervalls I,
• die Punkte aus I, in denen f nicht differenzierbar

ist, und
• die inneren Punkte x ∈ I mit f ′(x) = 0 (statio-

näre Punkte).

Werden sämtliche Extrema von f : I → R gesucht, müssen alle diese
Kandidaten bestimmt und die entsprechenden Funktionswerte berech-
net werden. Der kleinste bzw. größte dieser Funktionswerte liefert dann
das globale Minimum bzw. Maximum.

x x

x x

x

x

x

x

Abbildung IV.2.1. Blechwanne
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Beispiel IV.2.3. Aus einer rechtwinkligen Blechplatte mit Kan-
tenlängen 16cm und 10cm soll eine quaderförmige, oben offene Wanne
mit maximalem Volumen geformt werden. Dies geschieht, indem an
den vier Ecken der Blechplatte jeweils ein Quadrat der Kantenlänge x
ausgeschnitten wird und die entstehenden rechteckigen Stücke hochge-
bogen werden (vgl. Abbildung IV.2.1). Offensichtlich ist nur der Bereich
0 ≤ x ≤ 5 (in cm) sinnvoll. Das Volumen des entstehenden Quaders ist

V (x) = (10− 2x)(16− 2x)x cm3.

Da V differenzierbar ist und V (0) = V (5) = 0 gilt, muss das maxi-
male Volumen an an einem stationären Punkt angenommen werden.
(Beachte: Wegen Abbschnitt III.3.3 nimmt V sein Maximum an.) Wir
erhalten folgende Bestimmungsgleichung für einen stationären Punkt:

0 = V ′(x) = −2(16− 2x)x− 2(10− 2x)x+ (10− 2x)(16− 2x)

= 12x2 − 104x+ 160

= 12

(
x2 − 26

3
x+

40

3

)
= 12

(
(x− 13

3
)2 − 169

9
+

40

3

)
= 12

(
(x− 13

3
)2 − 49

9

)
= 12(x− 20

3
)(x− 2).

Also ist x = 2 der einzige stationäre Punkt im Intervall [0, 5]. Das
maximale Volumen ist

V (2) = 144 cm3.

IV.2.2. Der Mittelwertsatz. Die Funktion f sei auf [a, b] stetig
und auf (a, b) differenzierbar. Die Funktion

F (x) = f(x)− (x− b)f(b)− f(a)

b− a

ist dann auf [a, b] stetig und nimmt gemäß Abschnitt III.3.3 dort ihr
Maximum und Minimum an. Da F (a) = f(b) = F (b) und F auf (a, b)
differenzierbar ist, muss F einen stationären Punkt x ∈ (a, b) besitzen.
Für diesen Punkt gilt

0 = F ′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)

b− a
.

Dies beweist:
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Mittelwertsatz: Die Funktion f sei auf [a, b] stetig und
auf (a, b) differenzierbar. Dann gibt es ein x ∈ (a, b) mit

f ′(x) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Mit anderen Worten:

In mindestens einem Punkt hat die Tangente an die Kurve
y = f(x) die gleiche Steigung wie die Sekante durch die
Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)).

Ist speziell f(a) = f(b) erhalten wir:

Satz von Rolle: Ist f auf [a, b] stetig und auf (a, b) diffe-
renzierbar und ist f(a) = f(b), so gibt es ein x ∈ (a, b) mit
f ′(x) = 0.

Eine wichtige Konsequenz des Mittelwertsatzes ist:

f ′(x) = 0 für alle x ∈ (a, b) ⇐⇒ f ist konstant

bzw. für differenzierbare Funktionen f und g:

f ′(x) = g′(x) für alle x ∈ (a, b) ⇐⇒ es gibt eine Konstante
c mit f(x) = g(x) + c für alle x ∈ (a, b)

Beispiel IV.2.4. Wir behaupten, dass jede lineare Pendelbewe-
gung, für die das Hookesche Gesetz gilt, eine harmonische Schwingung
ist. Um dies einzusehen, bezeichnen wir mit s(t) die Auslenkung zur
Zeit t. Dann ist s̈(t) die Beschleunigung zur Zeit t. Wegen des Hooke-
schen Gesetzes gilt

s̈(t) = −ω2s(t) bzw. s̈(t) + ω2s(t) = 0

mit einer Konstanten ω. Multiplizieren wir die rechte Gleichung mit
ṡ(t), erhalten wir wegen der Produktregel für die Differentiation

0 = ṡ(t)s̈(t) + ω2ṡ(t)s(t)

=
1

2

d

dt

[
ṡ(t)2 + ω2s(t)2

]
.

Also gibt es eine Konstante c mit

ṡ(t)2 + ω2s(t)2 = c für alle t.
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Insbesondere ist c = ṡ(0)2 + ω2s(0)2. Ist also ṡ(0) = s(0) = 0, so folgt

ṡ(t)2 + ω2s(t)2 = 0 für alle t

und somit

ṡ(t) = s(t) = 0 für alle t.

Seien also ṡ(0) und s(0) nicht beide gleich Null. Betrachte die Funktion

s0(t) = s(t)− s(0) cos(ωt)− 1

ω
ṡ(0) sin(ωt).

Dann ist

ṡ0(t) = ṡ(t) + ωs(0) sin(ωt)− ṡ(0) cos(ωt)

s̈0(t) = s̈(t) + ω2s(0) cos(ωt) + ωṡ(0) sin(ωt)

= −ω2s0(t)

und

s0(0) = ṡ0(0) = 0.

Also ist s0(t) = 0 für alle t und damit

s(t) = s(0) cos(ωt) +
1

ω
ṡ(0) sin(ωt) für alle t.

Dies beweist die Behauptung.

Eine weitere Anwendung des Mittelwertsatzes ist:

Extremwerttest: Die Funktion f sei auf (a, b) zweimal
differenzierbar und habe in x ∈ (a, b) einen stationären
Punkt. Dann gilt

f ′′(x) < 0 =⇒ f hat in x ein lokales Maximum,

f ′′(x) > 0 =⇒ f hat in x ein lokales Minimum.

IV.2.3. Wendepunkte. An dem Vorzeichen der zweiten Ablei-
tung f ′′ kann man das Krümmungsverhalten der Kurve y = f(x) able-
sen:

f ′′ > 0 =⇒ Die Kurve y = f(x) ist von unten konvex

(Linkskrümmung).

f ′′ < 0 =⇒ Die Kurve y = f(x) ist von oben konvex

(Rechtsskrümmung).

Diejenigen Punkte, in denen die Kurve y = f(x) ihr Krümmungs-
verhalten ändert, nennt man Wendepunkte von f .
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Kandidaten für Wendepunkte von f : I → R sind

• die Punkte, in denen f ′′ nicht existiert, und
• die Punkte, in denen f ′′ verschwindet.

Dies führt auf folgenden Wendepunkttest:

f ′′(x) = 0 und f ′′′(x) 6= 0 =⇒ f hat in x einen Wendepunkt.

Beispiel IV.2.5. Die kritische Temperatur T0, oberhalb derer man
ein Gas nicht mehr verflüssigen kann, wird näherungsweise mit der
Zustandsgleichung nach van der Waals

(p+
a

V 2
)(V − b) = RT

so bestimmt, dass die Kurve

p = p(V ) =
RT0

V − b
− a

V 2

einen Wendepunkt mit horizontaler Tangente hat. Aus

p′(V ) = p′′(V ) = 0

ergeben sich die Bedingungen

− RT0

(V − b)2
+

2a

V 3
= 0

2RT0

(V − b)3
− 6a

V 4
= 0.

Multiplizieren wir die zweite Gleichung mit V
3

und addieren das Ergeb-
nis zur ersten Gleichung, erhalten wir

0 = − RT0

(V − b)2
+

2RT0V

3(V − b)3

=
−3RT0(V − b) + 2RT0V

3(V − b)3

=
−RT0V + 3RT0b

3(V − b)3
.

Hieraus ergibt sich das kritische Volumen zu V0 = 3b. Einsetzen in die
erste Gleichung ergibt die kritische Temperatur

T0 =
2a

(3b)3
· (3b− b)

2

R

=
8a

27bR
.



146 IV. DIFFERENTIATION

Da

p′′′(V0) = − 6RT0

(V0 − b)4
+

24a

V 5
0

= −48a

27b
· 1

16b4
+

24a

243b5

= − a

81b5

ist, handelt es sich tatsächlich um einen Wendepunkt.

IV.2.4. Die Regeln von de l’Hôpital. Wir wollen Grenzwerte

der Form lim
x→x

f(x)

g(x)
für den Fall bestimmen, dass f(x) = g(x) = 0 oder

lim
x→x

f(x) = lim
x→x

g(x) = ±∞ ist. Hierfür benötigen wir folgende Konse-

quenz des Mittelwertsatzes:

Die Funktionen f und g seien auf [a, b] stetig und auf (a, b)
differenzierbar. Für alle x ∈ (a, b) sei g′(x) 6= 0. Dann gibt
es ein x ∈ (a, b) mit

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(x)

g′(x)
.

Beweis. Wegen g′(x) 6= 0 für alle x ∈ (a, b) folgt aus dem Satz von
Rolle g(b) 6= g(a). Daher ist die Funktion

F (x) = f(x)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
g(x)

auf [a, b] stetig und auf (a, b) differenzierbar. Wegen

F (b) =
f(a)g(b)− f(b)g(a)

g(b)− g(a)
= F (a)

gibt es nach dem Satz von Rolle ein x ∈ (a, b) mit F ′(x) = 0. Wegen

F ′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
g′(x)

folgt hieraus die Behauptung. �

Halten wir b fest und lassen a gegen b streben, strebt x von links
gegen b. Dies führt auf:

Regeln von de l’Hôpital: Die Funktionen f und g seien
auf [a, b] stetig und auf (a, b) differenzierbar. Für alle x ∈
(a, b) sei g′(x) 6= 0. Weiter gelte:

• f(x) → 0 und g(x) → 0 für x → b− bzw. f(x) →
±∞ und g(x)→ ±∞ für x→ b−,
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• f ′(x)
g′(x)
→ L für x→ b− für ein L ∈ R ∪ {−∞,∞}.

Dann gilt

lim
x→b−

f(x)

g(x)
= lim

x→b−

f ′(x)

g′(x)
.

Analoge Aussagen gelten für die Grenzwerte x→ a+, x→
−∞ und x→∞.

Beispiel IV.2.6. Betrachte

f(x) = x3 − x2 − 5x− 3

g(x) = 3x2 − 7x− 6.

Es ist
f(3) = g(3) = 0

und
g′(3) = 6 · 3− 7 = 11 6= 0.

Daher liefert die Regel von de l’Hôpital

lim
x→3

x3 − x2 − 5x− 3

3x2 − 7x− 6
= lim

x→3

3x2 − 2x− 5

6x− 7

=
16

11
.

Beispiel IV.2.7. Die Funktion
1

x
− 1

sin(x)

ist auf (−π
2
, π

2
)\{0} definiert und stetig. Wie verhält sie sich für x→ 0?

Für x 6= 0 ist
1

x
− 1

sin(x)
=

sin(x)− x
x sin(x)

.

Setze

f(x) = sin(x)− x
g(x) = x sin(x).

Beide Funktionen sind differenzierbar und haben eine Nullstelle in 0.
Weiter ist

g′(x) = sin(x) + x cos(x)

in der Nähe von Null ungleich Null. Also liefert die Regel von de
l’Hôpital

lim
x→0

(
1

x
− 1

sin(x)

)
= lim

x→0

sin(x)− x
x sin(x)

= lim
x→0

cos(x)− 1

sin(x) + x cos(x)
.
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Aber cos(x) − 1 und sin(x) + x cos(x) verschwinden beide für x = 0.
Wir müssen die Regel von de l’Hôpital also nochmals anwenden. Dies
liefert

lim
x→0

cos(x)− 1

sin(x) + x cos(x)
= lim

x→0

− sin(x)

2 cos(x)− x sin(x)

=
0

2
= 0.

Also ist

lim
x→0

(
1

x
− 1

sin(x)

)
= 0.

IV.2.5. Die Fixpunktiteration. Wir betrachten eine auf dem
Intervall [a, b] stetige Funktion f und suchen eine Lösung der Gleichung

x = f(x).

Jede Lösung dieser Gleichung heißt ein Fixpunkt von f .

Die Funktion f habe zusätzlich folgende Eigenschaften:

• a ≤ f(x) ≤ b für alle x ∈ [a, b],
• f ist auf (a, b) differenzierbar und

K = sup
a<x<b

|f ′(x)| < 1.

Dann gilt:

• f besitzt genau einen Fixpunkt x in [a, b].
• Für jeden Startwert x0 ∈ [a, b] konvergiert die Folge

(xn)n∈N mit

xn+1 = f(xn) n = 0, 1, . . .

(Fixpunktiteration)

gegen x.
• Es gelten die Fehlerabschätzungen

|xn − x| ≤
Kn

1−K
|x1 − x0|

(a priori),

|xn − x| ≤
K

1−K
|xn − xn−1|

(a posteriori).

Beweis. Betrachte die Funktion

g(x) = f(x)− x.
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Sie ist stetig, und wegen a ≤ f(x) ≤ b für alle x ∈ [a, b] gilt g(a) ≥ 0,
g(b) ≤ 0. Nach dem Zwischenwertsatz hat g eine Nullstelle x in [a, b].
Diese ist konstruktionsgemäß ein Fixpunkt von f .
Wir nehmen nun an, f habe zwei verschiedene Fixpunkte y und z in
[a, b]. Nach dem Mittelwertsatz gibt es dann ein u ∈ (a, b) mit

f ′(u) =
f(y)− f(z)

y − z
=
y − z
y − z

= 1.

Dies ist ein Widerspruch zur zweiten Eigenschaft von f . Also hat f
genau einen Fixpunkt.
Betrachte nun die Folge (xn)n∈N mit einem beliebigen x0 ∈ [a, b]. Wegen
des Mittelwertsatzes gibt es für jedes n ∈ N∗ ein yn ∈ (a, b) mit

xn︸︷︷︸
=f(xn−1)

− x︸︷︷︸
=f(x)

= f(xn−1)− f(x) = f ′(yn)(xn−1 − x).

Wegen der zweiten Eigenschaft von f folgt

|xn − x| ≤ K|xn−1 − x| ≤ K2|xn−2 − x| ≤ . . . ≤ Kn|x0 − x|.

Da K < 1 ist, konvergiert (Kn)n∈N gegen Null. Also konvergiert die
Folge (xn)n∈N gegen den Fixpunkt x.
Aus der soeben bewiesenen Abschätzung folgt mit der Dreiecksunglei-
chung

|xn − x| ≤ K|xn−1 − x| ≤ K|xn − x|+K|xn − xn−1|.

Wegen K < 1 liefert dies

|xn − x| ≤
K

1−K
|xn − xn−1|.

Dies beweist die a posteriori Fehlerabschätzung.
Wegen des Mittelwertsatzes gibt es schließlich zu jedem n ≥ 2 ein
zn ∈ (a, b) mit

xn︸︷︷︸
=f(xn−1)

− xn−1︸︷︷︸
=f(xn−2)

= f(xn−1)− f(xn−2) = f ′(zn)(xn−1 − xn−2).

Also ist

|xn − xn−1| ≤ K|xn−1 − xn−2| ≤ . . . ≤ Kn−1|x1 − x0|.

Setzen wir dies in die a posteriori Fehlerabschätzung ein, erhalten wir
schließlich die a priori Fehlerabschätzung. �

Bemerkung IV.2.8. Aus dem obigen Beweis folgt, dass die a pos-
teriori Fehlerabschätzung genauer ist als die a priori Fehlerabschätzung.
Andererseits erlaubt die a priori Fehlerabschätzung schon vor der Be-
rechnung der Folgenglieder eine Aussage, wie viele Schritte höchstens
benötigt werden, um den Fixpunkt mit einer vorgegebenen Genauigkeit
zu berechnen.
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Beispiel IV.2.9. Wegen cos(0) = 1 und 0 < cos(1
2
) < 1 hat die

Funktion

f(x) = cos(
1

2
x)

einen Fixpunkt im Intervall [0, 1]. Sie ist differenzierbar, und für alle
x ∈ [0, 1] gilt

|f ′(x)| = 1

2
sin(

1

2
x) ≤ 1

2
sin(

1

2
) ≤ 1

2
.

Also sind die Voraussetzungen mit K = 1
2

erfüllt. Für den Startwert
x0 = 0.8 erhalten wir die Ergebnisse von Tabelle IV.2.1. Insbesondere
ist der relative Fehler von x5 kleiner als 0.07 %.

Tabelle IV.2.1. Fixpunktiteration für f(x) = cos(1
2
x)

n xn |xn − x| ≤
0 0.800000
1 0.895817 0.09600
2 0.901355 0.00560
3 0.900152 0.00120
4 0.900414 0.00030
5 0.900357 0.00006

IV.2.6. Das Newtonverfahren. Das Newtonverfahren und sei-
ne Varianten sind die verbreitesten und effizientesten Verfahren zur
Nullstellenberechnung bei differenzierbaren Funktionen.

Zur Beschreibung des Verfahrens nehmen wir an, dass wir eine
Näherung x0 für die gesuchte Nullstelle x der Funktion f geraten ha-
ben. Dann wird f in der Nähe von x0 durch die Tangente an die Kurve
y = f(x) im Punkt (x0, f(x0)) approximiert. Der Schnittpunkt x1 die-
ser Tangente mit der x-Achse sollte daher eine passable Näherung für
die gesuchte Nullstelle sein. (Dies gilt natürlich nur, sofern die Tangente
nicht waagerecht ist!) Die Gleichung der Tangente ist

y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

Also lautet die Bestimmungsgleichung für x1:

0 = f(x0) + f ′(x0)(x1 − x0) =⇒ x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
.

Wenn wir diese Vorschrift iterieren erhalten wir das

Newtonverfahren:

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
n = 0, 1, . . . .
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Die Vorgehensweise des Newtonverfahrens wird in Abbildung IV.2.2
verdeutlicht.

-

6

�
���

���
��

x1 x0

Abbildung IV.2.2. Geometrische Interpretation des
Newtonverfahrens

Das Newtonverfahren bricht natürlich zusammen, wenn die Tan-
gente waagerecht ist, d.h. wenn f ′(xi) = 0 wird für ein i. Bei ungüns-
tiger Wahl des Startwertes kann es auch divergieren, d.h. |xi| → ∞ für
i → ∞, oder in einen Kessel geraten, d.h. es gibt ein m ∈ N∗ mit
xi = xi+m für alle i.

Beispiel IV.2.10. Betrachte das Polynom f(x) = x4 − 3x2 − 2.
Dann lautet das Newtonverfahren mit x0 = 1,

x1 = 1− −4

−2
= −1,

x2 = −1− −4

2
= 1

= x0.

Das Newtonverfahren gerät also in einen Kessel.

Beispiel IV.2.11. Das Newtonverfahren angewandt auf die Funk-
tion f(x) = arctan(x) liefert für den Startwert x0 = 2 die in Tabelle
IV.2.2 angegebenen Ergebnisse. Offensichtlich divergiert das Verfahren.

Tabelle IV.2.2. Newtonverfahren für f(x) = arctan(x)

n xn f(xn)
0 2.0 1.107148
1 -3.535743 -1.295169
2 13.950959 1.499239
3 -279.344066 -1.567216
4 122016.998918 1.570788
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Ist aber der Startwert hinreichend nahe bei der Nullstelle, konver-
giert das Newtonverfahren quadratisch, d.h. es gibt eine Konstante
c mit

|xn+1−x| ≤ c|xn−x|2

für alle hinreichend großen n.

Numerisch äußerst sich die quadratische Konvergenz in ei-
ner Verdoppelung der korrekten Nachkommastellen mit je-
dem Iterationsschritt.

Zum Nachweis der quadratischen Konvergenz nutzen wir f(x) = 0
aus und wenden den Mittelwertsatz zweimal an: Zunächst erhalten wir
aus der Iterationsvorschrift

xn+1 − x = xn −
f(xn)

f ′(xn)
− x

= xn − x−
f(xn)− f(x)

f ′(xn)
wegen f(x) = 0

=
1

f ′(xn)
[f ′(xn)(xn − x)− f(xn) + f(x)].

Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein yn zwischen xn und x mit f(xn)−
f(x) = f ′(yn)(xn − x). Dies liefert

xn+1 − x =
1

f ′(xn)
[f ′(xn)(xn − x)− f ′(yn)(xn − x)]

=
1

f ′(xn)
[f ′(xn)− f ′(yn)](xn − x).

Wiederum nach dem Mittelwertsatz gibt es ein zn zwischen xn und yn
mit f ′(xn) = f ′(yn)+f ′′(zn)(xn−yn) (Beachte: Wir setzen hier voraus,
dass f zweimal differenzierbar ist!) Wegen |xn−yn| ≤ |xn−x| erhalten
wir somit

|xn+1 − x| =
∣∣∣∣f ′′(zn)f ′(xn)

(xn − yn)(xn − x)
∣∣∣∣

≤ |f
′′(zn)|
|f ′(xn)|

|xn − x|2.

Dies beweist die quadratische Konvergenz mit

c =

sup
a<x<b

|f ′′(x)|

inf
a<x<b

|f ′(x)|
,

wenn das Intervall [a, b] so gewählt ist, dass die Nullstelle x und alle
Folgenglieder xn in ihm liegen.
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Beispiel IV.2.12. Wir betrachten das Polynom

p(x) = x3 + x2 + 2x+ 1.

Wegen p(−1) = −1 und p(0) = 1 hat es eine Nullstelle im Intervall
(−1, 0). Für die Ableitung gilt in (−1, 0)

p′(x) = 3x2 + 2x+ 2 > 3x2 > 0.

Also ist das Newtonverfahren durchführbar. Für den Startwert x0 =
−0.5 erhalten wir die in Tabelle IV.2.3 angegebenen Ergebnisse.

Tabelle IV.2.3. Newtonverfahren für f(x) = x3+x2+
2x+ 1

i xi
0 -0.500000
1 -0.571429
2 -0.569841
3 -0.569840

Beispiel IV.2.13. Seien k ≥ 2 und a > 0. Dann ist k
√
a die Nullstel-

le des Polynoms xk − a. Die Iterationsvorschrift des Newtonverfahrens
lautet in diesem Fall

xn+1 = xn −
xkn − a
kxk−1

n

=
1

k

[
(k − 1)xn +

a

xk−1
n

]
.

Dieses Verfahren, das die Berechnung von Wurzeln mit den Grundre-
chenarten erlaubt, war schon den alten Griechen bekannt und wird als
Verfahren von Heron bezeichnet. Für k = 2, a = 2 und x0 = 2
erhalten wir z.B. die in Tabelle IV.2.4 angegebenen Näherungswerte
für
√

2.

Tabelle IV.2.4. Newtonverfahren zur Berechnung von
√

2

i xi f(xi)
0 2 2
1 1.5 0.25
2 1.416 0.00694
3 1.41421568 0.00000601

Beispiel IV.2.14. Betrachte die Funktion 1
x
− a mit a > 0. Die

Iterationsvorschrift des Newtonverfahrens lautet in diesem Fall

xn+1 = xn −
1
xn
− a
− 1
x2

n
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= 2xn − ax2
n

= xn(2− axn).

Dieses Verfahren zur divisionsfreien Berechnung von Reziproken war
schon den alten Ägyptern bekannt.

IV.3. Umkehrfunktionen

IV.3.1. Grundlagen. Die Funktion f sei auf dem Intervall I ste-
tig. Wegen des Zwischenwertsatzes ist das Bild J von I ebenfalls ein
Intervall. Falls f auf I injektiv ist, ist dann f : I → J bijektiv und
besitzt damit eine Umkehrfunktion f−1 : J → I.

Wie kann man leicht nachprüfen, ob f injektiv ist? Nehmen wir
dazu an, dass f auch differenzierbar ist. Dann liefert der Mittelwertsatz
folgendes, leicht nachprüfbares Injektivitätskriterium:

f ′(x) 6= 0 für alle x ∈ I =⇒ f ist injektiv.

Mit etwas Technik kann man zeigen, dass die Umkehrfunktion f−1 dann
auch differenzierbar ist.

Wie lautet die Ableitung von f−1? Für jedes x ∈ I gilt konstrukti-
onsgemäß f−1(f(x)) = x. Wir können diese Identität mit der Ketten-
regel differenzieren und erhalten

1 =
d

dx
x =

d

dx
f−1(f(x)) = (f−1)′(f(x)) · f ′(x).

Also ist notwendigerweise

(f−1)′(f(x)) =
1

f ′(x)
.

Zusammenfassend erhalten wir:

Satz über die Umkehrfunktion: Die Funktion f sei auf
dem Intervall I differenzierbar, und es gelte f ′(x) 6= 0 für
alle x ∈ I. Dann besitzt f eine Umkehrfunktion f−1 : J → I
mit J = f(I). Die Umkehrfunktion ist differenzierbar auf
J , und für alle y ∈ J gilt

(f−1)′(y) =
1

f ′(x)
mit y = f(x).

Beispiel IV.3.1. Betrachte die Funktion

f(x) = x5 + x
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auf R. Für alle x ∈ R ist

f ′(x) = 5x4 + 1 ≥ 1 > 0.

Also besitzt f eine Umkehrfunktion. Wegen

lim
x→−∞

f(x) = −∞

und

lim
x→∞

f(x) =∞

ist J = R. Schreiben wir zur Abkürzung g statt f−1, erhalten wir für
jedes y ∈ R

g′(y) =
1

5x4 + 1
mit y = f(x)

bzw. – wegen x = g(y) –

g′(y) =
1

5g(y)4 + 1
.

Aus dieser Formel können wir weitere Ableitungen von g berechnen,
z.B.

g′′(y) =
−20g′(y)g(y)3

(5g(y)4 + 1)2

=
−20g(y)3

(5g(y)4 + 1)3

g′′′(y) =
−60g′(y)g(y)2

(5g(y)4 + 1)3 +
60g(y)3 · 20g(y)3g′(y)

(5g(y)4 + 1)4

=
−60g(y)2

(5g(y)4 + 1)4 +
1200g(y)6

(5g(y)4 + 1)5

=
60g(y)2 (15g(y)4 − 1)

(5g(y)4 + 1)5 .

Betrachten wir z.B. y = 2, erhalten wir wegen f(1) = 2

g(2) = 1

g′(2) =
1

6

g′′(2) = −20

63

= − 5

54

g′′′(2) =
840

65

=
35

324
.
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Wie wir in Abschnitt VII.3.1 sehen werden, folgt hieraus die Nähe-
rungsdarstellung

g(y) ≈ 1 +
1

6
(y − 2)− 5

108
(y − 2)2 +

35

1944
(y − 2)3

für y ≈ 2.

IV.3.2. n-te Wurzel, rationale Exponenten. Für n ∈ N∗ be-
trachten wir die Funktion

fn(x) = xn

auf R. Ist n gerade, ist fn(−1) = fn(1). Die Funktion ist also für gerades
n nicht injektiv auf R. Schränken wir sie aber auf das Intervall (0,∞)
ein, erhalten wir

f ′n(x) = nxn−1 > 0

für alle x > 0. Die Funktion fn ist also auf (0,∞) injektiv. Wegen

lim
x→0

fn(x) = 0

und

lim
x→∞

fn(x) =∞

ist das Bild von (0,∞) unter fn gleich (0,∞). Also ist fn : (0,∞) →
(0,∞) bijektiv. Die Umkehrfunktion heißt n-te Wurzel und wird mit
n
√
y bezeichnet, d.h.

x = n
√
y ⇐⇒ y = xn.

Sie ist auf (0,∞) differenzierbar, und für die Ableitung gilt

d

dy
n
√
y =

1

nxn−1
mit y = xn

d.h.

d

dy
n
√
y =

1

n
(

n
√
y
)n−1 für y > 0 und n gerade.

Betrachte nun ungerade Exponenten n. Dann ist fn auf ganz R
injektiv, hat ganz R als Bildbereich und besitzt eine Umkehrfunktion
auf ganz R. Diese heißt wieder n-te Wurzel und wird auch mit n

√
y

bezeichnet. Sie ist für y 6= 0 differenzierbar, und es gilt wieder

d

dy
n
√
y =

1

n
(

n
√
y
)n−1 für y 6= 0 und n ungerade.
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Mit Hilfe der n-ten Wurzel können wir leicht Potenzen mit rationa-
lem Exponenten definieren:

y
m
n = ( n

√
y)m für y > 0, falls n gerade,

bzw. y beliebig, falls n ungerade.

Für die Ableitung von y
m
n erhalten wir mit der Kettenregel

d

dy
y

m
n =

d

dy
( n
√
y)m

= m ( n
√
y)m−1 d

dy
n
√
y

=
m

n

(
n
√
y
)m−1(

n
√
y
)n−1

=
m

n
y

m−n
n

=
m

n
y

m
n
−1

also:

d

dy
y

m
n =

m

n
y

m
n
−1.

Beispiel IV.3.2. Im Punkt B = (0, h), h > 0, wird eine Lampe
angebracht. Ihre Leuchtstärke im Punkt A = (a, 0), a > 0, wird durch
die Funktion

g(h) = h(a2 + h2)−
3
2

beschrieben. Wie ist h zu wählen, damit bei festem a die Leuchtstärke
maximal wird?
Wegen

lim
h→0

g(h) = 0

und

lim
h→∞

g(h) = 0

und g(1) > 0 muss es mindestens eine Extremalstelle im Intervall (0,∞)
geben. Diese muss ein stationärer Punkt sein. Für die Ableitung von g
erhalten wir mit obiger Formel, der Produkt- und der Kettenregel

g′(h) = (a2 + h2)−
3
2 − 3

2
h(a2 + h2)−

5
2 2h

= (a2 + h2 − 3h2)(a2 + h2)−
5
2
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= (a2 − 2h2)(a2 + h2)−
5
2 .

Also ist die einzige Extremalstelle

h =
a√
2
.

Die maximale Leuchtstärke ist

g(
a√
2
) =

a√
2

(
a2 +

1

2
a2

)− 3
2

=
a√
2

(
3

2
a2

)− 3
2

=
2
√

3
3

1

a2
.

IV.3.3. DieUmkehrfunktionendertrigonometrischenFunk-
tionen. Betrachte zunächst die Cosinus-Funktion. Sie ist auf dem In-
tervall [0, π] monoton fallend und damit injektiv. Der Wertebereich ist
[−1, 1]. Also besitzt cos : [0, π] → [−1, 1] eine Umkehrfunktion. Diese
heißt Arcuscosinus und wird mit arccos bezeichnet:

arccos : [−1, 1] −→ [0, π]

x = arccos(y) ⇐⇒ y = cos(x).

Für beliebiges x ∈ [0, π] ist

cos′(x) = − sin(x).

Da der Sinus auf [0, π] nicht negativ ist, gilt für x ∈ [0, π]

sin(x) =
√

1− cos2(x)

und somit

cos′(x) = −
√

1− cos2(x).

Also gilt für die Ableitung des Arcuscosinus

d

dy
arccos(y) = − 1√

1− y2
für − 1 < y < 1.

Betrachte nun die Sinus-Funktion. Sie ist auf dem Intervall [−π
2
, π

2
]

monoton wachsend und damit injektiv. Der Wertebereich ist [−1, 1].
Die Umkehrfunktion von sin : [−π

2
, π

2
] → [−1, 1] heißt Arcussinus

und wird mit arcsin bezeichnet:
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arcsin : [−1, 1] −→ [−π
2
,
π

2
]

x = arcsin(y) ⇐⇒ y = sin(x).

Wegen

sin′(x) = cos(x)

und

cos(x) =
√

1− sin2(x)

für x ∈ [−π
2
, π

2
] gilt für die Ableitung

d

dy
arcsin(y) =

1√
1− y2

für − 1 < y < 1.

Die Tangens-Funktion ist auf (−π
2
, π

2
) definiert durch

tan(x) =
sin(x)

cos(x)
.

Der Wertebereich ist R. Für die Ableitung gilt nach der Quotientenregel

d

dx
tan(x) =

cos2(x) + sin2(x)

cos2(x)

=
1

cos2(x)

= 1 + tan2(x).

Also besitzt die Tangens Funktion eine Umkehrfunktion arctan : R→
(−π

2
, π

2
) genannt Arcustangens:

arctan : R −→ (−π
2
,
π

2
)

x = arctan(y) ⇐⇒ y = tan(x).

Für die Ableitung gilt

d

dy
arctan(y) =

1

1 + y2
für y ∈ R.

Die Cotangens-Funktion schließlich ist auf (0, π) definiert durch

cot(x) =
cos(x)

sin(x)
.
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Der Wertebereich ist R. Für die Ableitung gilt nach der Quotientenregel

d

dx
cot(x) = −cos2(x) + sin2(x)

sin2(x)

= − 1

sin2(x)

= −1− cot2(x).

Also besitzt die Cotangens Funktion eine Umkehrfunktion arccot : R→
(0, π) genannt Arcuscotangens:

arccot : R −→ (0, π)

x = arccot(y) ⇐⇒ y = cot(x).

Für die Ableitung gilt

d

dy
arccot(y) = − 1

1 + y2
für y ∈ R.

Beispiel IV.3.3. Ein Schrank der Länge ` und der Breite b soll von
einem Gang der Breite L durch eine dazu rechtwinklig gelegene Tür der
Breite B transportiert werden. Dabei ist 0 < b < L < B < `. Wie groß
dürfen b und ` höchstens sein?
Der Winkel ϕ, bei dem der Schrank verkantet, ist ϕ = arccos(L

`
)

(vgl. Abbildung IV.3.1). Der Schrank passt durch die Tür so lange
b ≤ B cos(ϕ) ist. Dies bedeutet b ≤ B L

`
oder `b ≤ BL.
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Abbildung IV.3.1. Verkanteter Schrank
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IV.4. Die Exponential- und Logarithmusfunktion

IV.4.1. Die Exponentialfunktion. Wir wollen die Differenzier-
barkeit der Exponentialfunktion nachweisen. Seien dazu x ∈ R und
h > 0 beliebig. Wegen des Mittelwertsatzes gibt es zu jedem n ∈ N∗

ein ηn ∈ (0, h) mit(
1 + x+h

n

)n − (1 + x
n

)n
h

=
(
1 +

ηn
n

)n−1

.

Da die linke Seite dieser Gleichung für n→∞ konvergiert, gilt Gleiches
für die rechte Seite, und wir erhalten

lim
n→∞

(
1 +

ηn
n

)n−1

=
exp(x+ h)− exp(x)

h
.

Da die Folge (ηn)n∈N beschränkt ist, ist

lim
n→∞

(
1 +

ηn
n

)
= 1

und damit

lim
n→∞

(
1 +

ηn
n

)n
= lim

n→∞

(
1 +

ηn
n

)n−1

=
exp(x+ h)− exp(x)

h
.

Für alle hinreichend großen n ∈ N∗ gilt andererseits(
1 +

x

n

)n
≤
(
1 +

ηn
n

)n
≤
(

1 +
x+ h

n

)n
.

Grenzübergang n→∞ liefert

exp(x) = lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
≤ lim

n→∞

(
1 +

ηn
n

)n
≤ lim

n→∞

(
1 +

x+ h

n

)n
≤ exp(x+ h).

Also ist

exp(x) ≤ exp(x+ h)− exp(x)

h
≤ exp(x+ h).
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Da die Exponentialfunktion stetig ist, folgt

lim
h→0+

exp(x+ h)− exp(x)

h
= exp(x).

Ganz analog erhalten wir

lim
h→0−

exp(x+ h)− exp(x)

h
= exp(x).

Dies beweist:

Die Exponentialfunktion ist auf R differenzierbar und erfüllt
die Differentialgleichung

exp′ = exp .

Als nächstes wollen wir zeigen, dass jede Lösung der Differential-
gleichung

y′ = y

ein Vielfaches der Exponentialfunktion ist. Sei dazu y : R → R diffe-
renzierbar mit y′ = y. Setze u(x) = y(x) exp(−x). Aus der Produkt-
und Kettenregel folgt

u′(x) = y′(x) exp(−x)− y(x) exp′(−x)
= y(x) exp(−x)− y(x) exp(−x)
= 0.

Also ist u konstant, d.h. es gibt ein c ∈ R mit

u(x) = c bzw. y(x) = c exp(x)

für alle x.

Ist y : R→ R eine differenzierbare Funktion mit y′ = y, so
gibt es ein c ∈ R mit y(x) = c exp(x) für alle x ∈ R.

Sei nun z ∈ R beliebig, aber fest gewählt. Betrachte die Funktion
y(x) = exp(x+z). Diese Funktion ist differenzierbar und erfüllt y′ = y.
Also ist y(x) = exp(x + z) = c exp(x) für alle x ∈ R für ein c ∈ R.
Einsetzen von x = 0 liefert exp(z) = y(0) = c exp(0) = c. Dies beweist:

Für alle x, z ∈ R gilt

exp(x+z) = exp(x) ·exp(z).

Aus dieser Funktionalgleichung für die Exponentialfunktion ergibt
sich für alle m ∈ N, n ∈ N∗ die Beziehung

exp(
m

n
) = exp(1)

m
n .
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Aus diesem Grund ist die Schreibweise exp(x) = ex mit der Interpre-
tation

”
e hoch x“ gerechtfertigt.

Als nächstes untersuchen wir das Verhalten der Exponentialfunk-
tion für x → ±∞. Seien dazu x > 0 und n ∈ N∗ beliebig. Aus der
Binomischen Formel folgt

1

xn
exp(x) ≥ 1

xn

(
1 +

x

n+ 1

)n+1

=
1

xn

n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
xk

(n+ 1)k︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ 1

xn
xn+1

(n+ 1)n+1

=
x

(n+ 1)n+1

−→
x→∞
∞.

Hieraus folgt:

lim
x→∞

exp(x) =∞,

lim
x→−∞

exp(x) = 0,

lim
x→∞

x−n exp(x) =∞ für alle n ∈ N∗.

Die letzte Beziehung kann man auch so formulieren:

Die Exponentialfunktion wächst für x → ∞ schneller als
jede Potenz von x.

Beispiel IV.4.1 (Radioaktiver Zerfall). Aufgrund von Beob-
achtungen geht man davon aus, dass für N(t) Atome einer radioaktiven
Substanz die Anzahl ∆N der Zerfälle in einem kleinen Zeitintervall ∆t
gegeben ist durch ∆N = −kN∆t. Unter der Annahme, dass N diffe-
renzierbar ist, ergibt sich hieraus die Differentialgleichung

N ′ = −kN,
wobei k > 0 die vom Material abhängige Zerfallskonstante ist. Also ist
N(t) = N(0)e−kt. Die Halbwertszeit T ist durch N(T ) = 1

2
N(0)

definiert. Mit der Logarithmusfunktion ln aus Abschnitt III.3.8 folgt

T =
1

k
ln(2).

Beispiel IV.4.2 (Newtonsches Abkühlungsgesetz). Eine
Substanz der Temperatur T (t) wird in ein Medium der Temperatur
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U(t) eingetaucht. Für die Temperaturdifferenz P (t) = T (t)−U(t) fand
I. Newton in zahlreichen Versuchen die Beziehung

P ′ = λP,

d.h. die Abkühlungsgeschwindigkeit ist proportional zur Temperatur-
differenz. Also ist

P (t) = P (0)eλt

bzw.

T (t) = (T (0)− U(0))eλt + U(t)

IV.4.2. Die Logarithmusfunktion. In Abschnitt III.3.8 habe
wir die Logarithmusfunktion ln : (0,∞) → R als Umkehrfunktion der
Exponentialfunktion eingeführt. Wegen exp′(x) = exp(x) > 0 für alle
x ∈ R ist gemäß Abschnitt IV.3.1 die Logarithmusfunktion differen-
zierbar und erfüllt

ln′(x) =
1

x
für alle x > 0.

Aus den Beziehungen exp(x + y) = exp(x) · exp(y) und exp(x) ·
exp(−x) = 1 folgt weiter

ln(xy) = ln(x) + ln(y)

ln(
x

y
) = ln(x)− ln(y) für x, y > 0.

Mit Hilfe der Regel von de l’Hôpital erhält man:

lim
x→∞

ln(x)
n
√
x

= 0 für jedes n ∈ N∗.

Dies kann man auch so formulieren:

Die Logarithmusfunktion wächst für x→∞ langsamer als
jede Wurzel von x.

Beispiel IV.4.3. Ein Reiz der Intensität R verursacht eine Emp-
findung der Intensität E(R). Versuche ergeben, dass die Änderung ∆E
der Empfindung proportional ist zur relativen Änderung der Reizinten-
sität, d.h. ∆E = a∆R

R
. Dies führt auf die Differentialgleichung

d

dR
E(R) =

a

R
.
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Also ist E(R) = a ln(R) + c mit einer Konstanten c. Als Reizschwelle
bezeichnet man den Wert R0, für den gilt E(R0) = 0 und E(R) > 0
für R > R0. Damit ergibt sich c = −a ln(R0) und

E(R) = a ln(R)− a ln(R0) = a ln(
R

R0

).

Wegen des langsamen Wachstums der Logarithmusfunktion ist bei ho-
hen Intensitäten eine ganz erhebliche Änderung von R nötig, um eine
merkbare Änderung von E hervorzurufen.

IV.4.3. Exponential- und Logarithmusfunktionen zu belie-
bigen Basen. Sei a > 0. Die Beziehung

(ex)r = exp(x)r = exp(rx) = erx

mit x = ln(a) ergibt

ar = er ln(a)

für jede rationale Zahl r. Daher definiert man die Potenzen ax für
beliebiges x ∈ R durch

ax = ex ln(a) für alle a > 0, x ∈ R.

Man nennt x→ ax die Exponentialfunktion zur Basis a.
Aus den Eigenschaften der exp-Funktion folgen die Eigenschaften

der Funktion ax:

axay = ax+y,

(ab)x = axbx,

(ax)y = axy,

ln(ax) = x ln(a),

d

dx
(ax) = ax ln(a).

Für jedes α ∈ R ist die Potenzfunktion xα = eα ln(x) für alle x > 0
definiert. Aus der Kettenregel folgt

d

dx
xα = αxα−1.

Beispiel IV.4.4 (Poissonsches Gasgesetz). Experimente zei-
gen, dass zwischen dem Druck p und dem Volumen V eines Gases bei
reversiblen, adiabatischen Prozessen der Zusammenhang

∆p

p
+ γ

∆V

V
= 0
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besteht, wobei γ eine vom jeweiligen Gas abhängige Konstante ist.
Nach Division durch ∆t geht dies über in

1

p

∆p

∆t
+ γ

1

V

∆V

∆t
= 0,

was im Grenzübergang ∆t→ 0 auf die Differentialgleichung

p′

p
+ γ

V ′

V
= 0

führt. Wegen der Kettenregel bedeutet dies

d

dt
(ln(p) + γ ln(V )) = 0.

Also ist

ln(p) + γ ln(V ) = c

bzw.

ln(pV γ) = c

und

pV γ = C

mit

C = ec.

Beispiel IV.4.5. Die allgemeine Höhenformel

p = p0

(
1− γ − 1

γ

ρ0

p0

gh

) γ
γ−1

beschreibt den Zusammenhang zwischen dem Druck p und der Höhe
h in einem gasgefüllten Behälter. Uns interessiert der Grenzübergang
γ → 1, d.h. der Übergang zu einem idealen Gas. Mit x = γ

γ−1
und

a = −ρ0
p0
gh wird dieser Grenzübergang durch

p = p0 lim
x→∞

(
1 +

a

x

)x
= p0 lim

x→∞
ex ln(1+ a

x
)

beschrieben. Mit der Regel von de l’Hôpital erhalten wir

lim
x→∞

x ln(1 +
a

x
) = lim

x→∞

ln(1 + a
x
)

1
x

= lim
x→∞

1
1+ a

x
· −a
x2

− 1
x2

= lim
x→∞

a

1 + a
x

= a.
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Daher geht die allgemeine Höhenformel für γ → 1 in die barometri-
sche Höhenformel

p = p0e
− ρ0

p0
gh

über.

Zu jeder Basis a > 0 ist die Funktion ax umkehrbar. Denn für y > 0

hat die Gleichung y = ax = ex ln(a) die eindeutige Lösung x = ln(y)
ln(a)

.

Diese Umkehrfunktion wird mit loga bezeichnet und heißt Logarith-
musfunktion zur Basis a. Die explizite Darstellung ist

loga(z) =
ln(z)

ln(a)
.

Aus den Rechenregeln für den üblichen Logarithmus ergeben sich fol-
gende Regeln:

loga(xy) = loga(x) + loga(y),

loga(
x

y
) = loga(x)− loga(y),

d

dx
loga(x) =

1

x ln(a)
.

IV.4.4. Die Hyperbelfunktionen. Die Hyperbelfunktionen sind
definiert durch:

sinh(x) =
ex − e−x

2
Sinus hyperbolicus

cosh(x) =
ex + e−x

2
Cosinus hyperbolicus

tanh(x) =
sinh(x)

cosh(x)

=
ex − e−x

ex + e−x
Tangens hyperbolicus

Es gelten folgende, zu den trigonometrischen Funktionen analoge
Rechenregeln:

sinh(−x) = − sinh(x),

cosh(−x) = cosh(x),

sinh(x+ y) = sinh(x) cosh(y) + cosh(x) sinh(y),
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cosh(x+ y) = cosh(x) cosh(y) + sinh(x) sinh(y),

cosh2(x)− sinh2(x) = 1.

Für die Ableitungen ergibt sich:

sinh′ = cosh,

cosh′ = sinh,

tanh′ =
1

cosh2 .

Da die Ableitung des Sinus hyperbolicus auf ganz R positiv ist, be-
sitzt er eine Umkehrfunktion auf R. Diese wird mit arsinh : R → R
bezeichnet und heißt Area sinus hyperbolicus. Aus dem glei-
chen Grund besitzt der Cosinus hyperbolicus eine Umkehrfunktion
auf [0,∞). Diese wird mit arcosh : [1,∞) → [0,∞) bezeichnet und
heißt Area cosinus hyperbolicus. Durch Auflösen der Gleichun-
gen y = 1

2
(ex − e−x) und y = 1

2
(ex + e−x) nach x erhält man explizite

Darstellungen dieser Funktionen:

arsinh(y) = ln
(
y +

√
y2 + 1

)
für −∞ < y <∞,

arcosh(y) = ln
(
y +

√
y2 − 1

)
für 1 ≤ y <∞.

Da die Ableitung des Tangens hyperbolicus auf R positiv ist, besitzt
er eine Umkehrfunktion auf R. Diese wird mit artanh : (−1, 1) → R
bezeichnet und hat die explizite Darstellung

artanh(y) =
1

2
ln

(
1 + y

1− y

)
für − 1 < y < 1.

Für die Ableitungen dieser drei Umkehrfuktionen ergibt sich aus
Abschnitt IV.3.1:

d

dx
arsinh(x) =

1√
x2 + 1

für x ∈ R,

d

dx
arcosh(x) =

1√
x2 − 1

für x > 1,

d

dx
artanh(x) =

1

1− x2
für − 1 < x < 1.



KAPITEL V

Integration

V.1. Das bestimmte Integral

V.1.1. Definition. Sofern nicht anders vermerkt, betrachten wir
in diesem Kapitel stets Funktionen f , die auf einem abgeschlossenen
Intervall [a, b] definiert, beschränkt und stückweise stetig sind. Da-
bei bedeutet Letzteres, dass in jedem Punkt x ∈ [a, b] die links- und
rechtsseitigen Grenzwerte von f existieren und endlich sind (mit der
offensichtlichen Modifikation für x = a und x = b). Beispiele für der-
artige Funktionen sind stetige Funktionen oder die Vorzeichen- und
Entier-Funktion aus Beispiel III.3.7(2,3) (S. 126), die nicht stetig sind.

Wir wollen f eine Zahl zuordnen, die die Fläche zwischen der x-
Achse und der Kurve y = f(x) misst. Dabei sollen Kurvenstücke ober-
halb der x-Achse eine positive Fläche und solche unterhalb der x-Achse
eine negative Fläche haben. Um dieses Ziel zu erreichen, wählen wir n ∈
N∗, n+1 Punkte x0, x1, . . . , xn mit a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b
sowie Punkte η1, . . . , ηn mit xi−1 ≤ ηi ≤ xi für 1 ≤ i ≤ n und setzen

Zn =
n∑
i=1

f(ηi)(xi − xi−1).

Zn ist die Summe der Flächen der Rechtecke mit Breite xi − xi−1 und
Höhe f(ηi) (vgl. Abbildung V.1.1). Dabei wird die Fläche positiv oder
negativ genommen, je nachdem ob das Rechteck oberhalb oder unter-
halb der x-Achse liegt.

-
x

6f(x)

Abbildung V.1.1. Zn mit ηi = xi−1 für alle i

169
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Die Zahl Zn hängt natürlich von der Wahl von n und der Punk-
te x0, . . . , xn und η1, . . . , ηn ab. Man kann aber zeigen, dass die Fol-
ge (Zn)n∈N konvegiert, wenn die

”
Feinheit“ max

1≤i≤n
(xi − xi−1) gegen Null

strebt und dass der Grenzwert nicht von der jeweiligen Wahl der Punk-
te x0, . . . , xn und η1, . . . , ηn abhängt. Wir nennen diesen Grenzwert das
(bestimmte) Integral von f über [a, b] und bezeichnen ihn mit∫ b
a
f(x)dx:

∫ b

a

f(x)dx = lim
n→∞

n∑
i=1

f(ηi)(xi − xi−1).

Bemerkung V.1.1. Das Integral ist eine Zahl; die
”
Integrations-

variable“ kann beliebig bezeichnet werden:∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(t)dt =

∫ b

a

f(u)du.

Zur Vermeidung von Fallunterscheidungen setzt man∫ a

a

f(x)dx = 0,∫ a

b

f(x)dx = −
∫ b

a

f(x)dx falls b ≥ a.

Beispiel V.1.2. Es ist∫ b

a

cdx = c(b− a),∫ b

a

xdx =
1

2
(b2 − a2).

V.1.2. Elementare Integrationsregeln. Das bestimmte Inte-
gral ist linear, monoton und additiv:

∫ b

a

(αf(x) + βg(x))dx = α

∫ b

a

f(x)dx+ β

∫ b

a

g(x)dx∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

g(x)dx

falls f(x) ≤ g(x) für alle x ∈ [a, b]∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx

falls a ≤ c ≤ b.
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Aus der Monotonie des Integrals ergeben sich folgende hilfreiche
Abschätzungen:

∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(x)|dx

(b− a) min
a≤x≤b

f(x) ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤ (b− a) max
a≤x≤b

f(x).

Für die Integration gibt es ein Analogon zum Mittelwertsatz der
Differentialrechnung, Abschnitt IV.2.2:

Mittelwertsatz der Integralrechnung: Die Funk-
tionen f und g seien auf [a, b] stetig und es gelte g(x) ≥ 0
für alle x ∈ [a, b]. Dann gibt es ein η ∈ [a, b] mit∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(η)

∫ b

a

g(x)dx.

Beweis. Seien m und M das Minimum und das Maximum von f
auf [a, b]. Dann ist

mg(x) ≤ f(x)g(x) ≤Mg(x)

für alle x ∈ [a, b] und daher

m

∫ b

a

g(x)dx ≤
∫ b

a

f(x)g(x)dx ≤M

∫ b

a

g(x)dx.

Nach dem Zwischenwertsatz muss die stetige Funktion

y 7→ f(y)

∫ b

a

g(x)dx

den Wert
∫ b
a
f(x)g(x)dx annehmen. �

V.1.3. Differentiation und Integration. Die bisherige Defini-
tion des bestimmten Integrals ist für praktische Rechnungen ungeeig-
net. Dieses Manko wird durch den Begriff der Stammfunktion und den
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung behoben.

Eine Funktion F heißt Stammfunktion der Funktion f auf dem
Intervall I, wenn F auf I differenzierbar ist und für alle x ∈ I gilt

F ′(x) = f(x).

Aus Abschnitt IV.2.2 folgt:
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Sind F und G zwei Stammfunktionen der Funktion f , so ist
die Differenz F −G konstant.

Der folgende fundamentale Satz stellt einen Zusammenhang her
zwischen Stammfunktion und Integral:

Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung: Die Funktion f sei auf dem Intervall I beschränkt
und stetig; a, b seien zwei beliebige Zahlen aus I.
(1) Die durch

Fa(x) =

∫ x

a

f(t)dt

für alle x ∈ I definierte Funktion Fa ist eine Stammfunktion
von f .
(2) Ist F irgendeine Stammfunktion von f , so ist∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a).

Beweis. ad (1): Für jedes x ∈ I und jedes hinreichend kleine
h 6= 0 gibt es gemäß dem Mittelwertsatz der Integralrechnung ein ηh
zwischen x und x+ h mit

Fa(x+ h)− Fa(x) =

∫ x+h

a

f(t)dt−
∫ x

a

f(t)dt

=

∫ x+h

x

f(t)dt

= hf(ηh).

Da ηh−→
h→0

x gilt und f stetig ist, folgt

F ′
a(x) = lim

h→0

Fa(x+ h)− Fa(x)
h

= lim
h→0

f(ηh)

= f(x).

ad (2): Wegen Teil (1) gibt es ein c ∈ R mit F (x) = Fa(x) + c. Damit
folgt

F (b)− F (a) = Fa(b)− Fa(a)︸ ︷︷ ︸
=0

= Fa(b)

=

∫ b

a

f(t)dt.



V.1. DAS BESTIMMTE INTEGRAL 173

Dies beweist die Behauptung. �

Wegen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung geht

man bei der Berechnung von
∫ b
a
f(x)dx wie folgt vor:

• Bestimme eine Stammfunktion F von f .

• Berechne F (b)− F (a) =
∫ b
a
f(x)dx.

Die Menge aller Stammfunktionen von f wird mit
∫
f(x)dx be-

zeichnet und heißt unbestimmtes Integral von f . Es gilt also defi-
nitionsgemäß ∫

f(x)dx = F (x) + c ⇐⇒ F ′(x) = f(x).

Tabelle V.1.1 enthält eine Liste der Stammfunktionen einiger ele-
mentarer Funktionen.

Tabelle V.1.1. Stammfunktionen einiger elementarer Funktionen

f(x)
∫
f(x)dx Bemerkung

xn 1
n+1

xn+1 + c n 6= −1

1
x

ln |x|+ c x 6= 0

sin(x) − cos(x) + c

cos(x) sin(x) + c

1
cos2(x)

tan(x) + c x 6= (2k + 1)π
2
, k ∈ K

− 1
sin2(x)

cot(x) + c x 6= kπ, k ∈ K
1√

1−x2 arcsin(x) + c |x| < 1

1
1+x2 arctan(x) + c

1
1−x2

1
2
ln
(

1+x
1−x

)
+ c |x| < 1

eax 1
a
eax + c a 6= 0

sinh(x) cosh(x) + c

cosh(x) sinh(x) + c

1√
1+x2 ln

(
x+
√

1 + x2
)

+ c

1√
x2−1

ln
∣∣x+

√
x2 − 1

∣∣+ c |x| > 1
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Beispiel V.1.3. Die von der Kraft K(x) = γmMx−2 längs [a, b],
0 < a < b, geleistete Arbeit beträgt

A =

∫ b

a

K(x)dx

=

∫ b

a

γmMx−2dx

= γmM(−1

x
)

∣∣∣∣b
a

= γmM

(
1

a
− 1

b

)
.

Beispiel V.1.4. Ein biegeweiches Seil nimmt bei einer spezifischen
Längenbelastung q(x) die Form einer Seilkurve

y(x) = c

∫ x

0

(∫ u

0

q(t)dt

)
du

an. Für eine Hängebrücke mit konstantem q(x) = q0 erhält man

y(x) = c

∫ x

0

(∫ u

0

q0dt

)
du

= c

∫ x

0

q0udu

=
1

2
cq0x

2.

Für die Kettenlinie (Seil unter Eigenlast) mit q(x) = cosh(x) erhält
man

y(x) = c

∫ x

0

(∫ u

0

cosh(t)dt

)
du

= c

∫ x

0

sinh(u)du wegen sinh(0) = 0

= c(cosh(x)− 1) wegen cosh(0) = 1.

V.2. Integrationsregeln

V.2.1. Linearität. Das unbestimmte Integral ist linear:∫
(αf(x)+βg(x))dx = α

∫
f(x)dx+β

∫
g(x)dx

Beispiel V.2.1. Es ist∫
(anx

n + . . .+ a1x+ a0)dx =
1

n+ 1
anx

n+1 + . . .+
1

2
a1x

2 + a0x+ c.
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V.2.2. Partielle Integration. Die Funktionen u und v seien auf
dem Intervall I differenzierbar mit stetigen Ableitungen. Nach der Pro-
duktregel ist

(uv)′ = u′v + uv′.

Wegen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung folgt
hieraus

u(x)v(x) =

∫
u′(x)v(x)dx+

∫
u(x)v′(x)dx

bzw. ∫
u′(x)v(x)dx = u(x)v(x)−

∫
u(x)v′(x)dx.

Für das bestimmte Integral bedeutet dies

∫ b

a

u′(x)v(x)dx = u(x)v(x)

∣∣∣∣b
a

−
∫ b

a

u(x)v′(x)dx

=
(
u(b)v(b)− u(a)v(a)

)
−
∫ b

a

u(x)v′(x)dx.

Beispiel V.2.2. (1) Mit u′(x) = ex, v(x) = x und u(x) = ex,
v′(x) = 1 ergibt sich ∫

xexdx = xex −
∫
exdx

= xex − ex + c

= (x− 1)ex + c.

(2) Mit u′(x) = sin(x), v(x) = x2 und u(x) = − cos(x), v′(x) = 2x
ergibt sich ∫

x2 sin(x)dx = −x2 cos(x) + 2

∫
x cos(x)dx.

Das Integral auf der rechten Seite berechnen wir mit dem Ansatz
u′(x) = cos(x), v(x) = x, u(x) = sin(x), v′(x) = 1 und erhalten∫

x cos(x)dx = x sin(x)−
∫

sin(x)dx

= x sin(x) + cos(x) + c.

Insgesamt ergibt sich (mit einer anderen Konstanten c!)∫
x2 sin(x)dx = −x2 cos(x) + 2x sin(x) + 2 cos(x) + c.
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(3) Für u′(x) = sin(x), v(x) = sin(x), u(x) = − cos(x), v′(x) = cos(x)
erhalten wir∫

sin2(x)dx =

∫
sin(x) sin(x)dx

= − cos(x) sin(x) +

∫
cos(x) cos(x)︸ ︷︷ ︸

=cos2(x)=1−sin2(x)

dx

= − cos(x) sin(x) +

∫
(1− sin2(x))dx

= − cos(x) sin(x) + x+ c−
∫

sin2(x)dx.

Auflösen nach
∫

sin2(x)dx liefert (mit einer anderen Konstanten c!)∫
sin2(x)dx = −1

2
cos(x) sin(x) +

1

2
x+ c.

(4) Wegen cos2(x) + sin2(x) = 1 für alle x folgt aus Teil (3)∫
cos2(x)dx =

∫
(1− sin2(x))dx

= x−
∫

sin2(x)dx

=
1

2
x+

1

2
cos(x) sin(x) + c.

Beispiel V.2.3. Mit dem Ansatz u′(x) = 1, u(x) = x erhält man∫
v(x)dx = xv(x)−

∫
xv′(x)dx.

Dies liefert z.B. ∫
ln(x)dx = x ln(x)−

∫
x

1

x
dx

= x ln(x)− x+ c

und ∫
arcsin(x)dx = x arcsin(x)−

∫
x

1√
1− x2

dx

= x arcsin(x) +
√

1− x2 + c.

Beispiel V.2.4. Bei Integralen der Form

Sn =

∫ b

a

[sin(x)]n dx,

Cn =

∫ b

a

[cos(x)]n dx,
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An =

∫ b

a

xn sin(x)dx ,

Bn =

∫ b

a

xn cos(x)dx,

En =

∫ b

a

xnexdx ,

Ln =

∫ b

a

[ln(x)]n dx

liefert die partielle Integration jeweils eine Rekursionsformel.
Wir erläutern dies an zwei Beispielen.
Mit u′(x) = sin(x), v(x) = [sin(x)]n−1 und u(x) = − cos(x), v′(x) =
(n− 1)[sin(x)]n−2 cos(x) erhalten wir für n ≥ 2 und a = 0, b = π

2

Sn =

∫ π
2

0

[sin(x)]n dx

= − cos(x) [sin(x)]n−1

∣∣∣∣π
2

0︸ ︷︷ ︸
=0

+(n− 1)

∫ π
2

0

[sin(x)]n−2 cos2(x)dx

= (n− 1)

∫ π
2

0

[sin(x)]n−2 [1− sin2(x)
]
dx

= (n− 1)Sn−2 − (n− 1)Sn.

Also gilt

Sn =
n− 1

n
Sn−2.

Wegen S0 = π
2

und S1 = cos(0)− cos(π
2
) = 1 folgt hieraus

Sn =

{
n−1
n
· n−3
n−2
· . . . · 1

2
· π

2
falls n gerade,

n−1
n
· n−3
n−2
· . . . · 2

3
· 1 falls n ungerade.

Als zweites Beispiel betrachten wir

An =

∫ π
2

0

xn sin(x)dx,

Bn =

∫ π
2

0

xn cos(x)dx.

Mit u′(x) = sin(x), v(x) = xn, u(x) = − cos(x), v′(x) = nxn−1 erhalten
wir für n ≥ 1

An = − cos(x)xn
∣∣∣∣π

2

0︸ ︷︷ ︸
=0

+n

∫ π
2

0

xn−1 cos(x)dx

= nBn−1.
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Analog erhalten wir mit u′(x) = cos(x), v(x) = xn

Bn = sin(x)xn
∣∣∣∣π

2

0︸ ︷︷ ︸
=(π

2
)n

−n
∫ π

2

0

xn−1 sin(x)dx

=
(π

2

)n
− nAn−1.

Wir setzen nun die beiden Formeln ineinander ein:

An = nBn−1

= n

[(π
2

)n−1

− (n− 1)An−2

]
= n

(π
2

)n−1

− n(n− 1)An−2

Bn =
(π

2

)n
− nAn−1

=
(π

2

)n
− n(n− 1)Bn−2.

Zusammen mit A0 = B0 = 1 können hieraus alle An und Bn rekursiv
berechnet werden.

V.2.3. Substitutionsregel. Sei F eine Stammfunktion für f und
g differenzierbar. Nach der Kettenregel ist dann

d

dx
F (g(x)) = F ′(g(x)) · g′(x)

= f(g(x))g′(x).

Dies bedeutet für das unbestimmte Integral∫
f(g(x))g′(x)dx =

∫
f(t)dt mit t = g(x)

und für das bestimmte Integral

∫ b

a

f(g(x))g′(x)dx =

∫ g(b)

g(a)

f(t)dt

Die Substitutionsregel wird in zwei Versionen angewandt:

1. Version der Substitutionsregel: Berechnung von∫
f(g(x))g′(x)dx.

1. Schritt: Substitution

g(x) = t und g′(x)dx = dt.
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2. Schritt: Berechnung der Stammfunktion∫
f(t)dt = F (t) + c.

3. Schritt: Rücksubstitution

t = g(x) und F (t) = F (g(x)).

Insgesamt: ∫
f(g(x))g′(x)dx =

∫
f(t)dt

= F (t) + c

= F (g(x)) + c.

Beispiel V.2.5. (1) Sei g eine stetige, differenzierbare Funktion
ohne Nullstellen. Dann ist∫

g′(x)

g(x)
dx =

∫
1

t
dt

∣∣t = g(x), dt = g′(x)dx

= ln(|t|) + c

= ln(|g(x)|) + c.

(2) Mit t = g(x) = ln(x), dt = g′(x)dx = 1
x
dx ergibt sich∫

[ln(x)]2

x
dx =

∫
t2dt

=
1

3
t3 + c

=
1

3
[ln(x)]3 + c.

(3) Mit t = g(x) = sin(x), dt = cos(x)dx erhalten wir∫
esin(x) cos(x)dx =

∫
etdt

= et + c

= esin(x) + c.

Beispiel V.2.6. Für k ∈ Z∗ und ϕ ∈ R ergibt sich∫
sin(kx+ ϕ)dx =

1

k

∫
sin(kx+ ϕ)kdx

=
1

k

∫
sin(t)dt

∣∣t = kx+ ϕ

= −1

k
cos(t) + c

= −1

k
cos(kx+ ϕ) + c.
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Also ist ∫ 2π

0

sin(kx+ ϕ)dx = 0 für k ∈ Z∗, ϕ ∈ R

mit den beiden Spezialfällen (ϕ = 0 bzw. ϕ = −π)∫ 2π

0

sin(kx)dx = 0 ,

∫ 2π

0

cos(kx)dx = 0 für k ∈ Z∗.

Nach den Additionstheoremen, Beispiel I.6.3 (S. 48), ist

sin(mx) sin(nx) =
1

2
[cos((m− n)x)− cos((m+ n)x)] ,

cos(mx) cos(nx) =
1

2
[cos((m+ n)x) + cos((m− n)x)] ,

sin(mx) cos(nx) =
1

2
[sin((m+ n)x) + sin((m− n)x)] .

Hieraus ergeben sich folgende Orthogonalitätsbeziehungen für
die Sinus- und Cosinusfunktionen:

∫ 2π

0

sin(mx) sin(nx)dx =


0 falls m = n = 0,

0 falls m 6= n,

π falls m = n 6= 0,∫ 2π

0

cos(mx) cos(nx)dx =


2π falls m = n = 0,

0 falls m 6= n,

π falls m = n 6= 0,∫ 2π

0

sin(mx) cos(nx)dx = 0 für alle m,n.

2. Version der Substitutionsregel: Berechnung von∫
f(x)dx.

1. Schritt: Substitution

x = g(t) und dx = g′(t)dt

mit einer geeigneten, umkehrbaren Funktion g.
2. Schritt: Berechnung der Stammfunktion∫

f(g(t))g′(t)dt = H(t) + c.

3. Schritt: Auflösen von x = g(t) nach t, d.h. t = h(x)
und einsetzen.
Insgesamt: ∫

f(x)dx = H(h(x)) + c.
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Beispiel V.2.7. Wir wollen

F (x) =

∫
e3x

e2x − 1
dx

berechnen
1. Schritt: Die Substitution x = ln(t), dx = 1

t
dt führt auf

F (ln(t)) =

∫
t3

t2 − 1

1

t
dt

=

∫
t2

t2 − 1
dt.

2. Schritt: Es ist gemäß Tabelle V.1.1 (S. 173)∫
t2

t2 − 1
dt =

∫
t2 − 1 + 1

t2 − 1
dt

=

∫
1 +

1

t2 − 1
dt

= t+

∫
1

t2 − 1
dt

= t+
1

2
ln

∣∣∣∣t− 1

t+ 1

∣∣∣∣+ c.

3. Schritt: Die Rücksubstitution t = ex ergibt

F (x) = ex +
1

2
ln

∣∣∣∣ex − 1

ex + 1

∣∣∣∣+ c.

Bemerkung V.2.8. Sind p und q zwei stetige Funktionen, so führt
die Substitution x = ln t, dx = 1

t
dt auf∫

p(ex)

q(ex)
dx =

∫
p(t)

tq(t)
dt.

In Beispiel V.2.7 ist p(t) = t3 und q(t) = t2 − 1.

Beispiel V.2.9. Wir wollen

F (x) =

∫ √
1− x2dx

auf (−1, 1) berechnen.
1. Schritt: Die Substitution x = sin(t), dx = cos(t)dt führt auf

F (sin(t)) =

∫ √
1− sin2(t) cos(t)dt

=

∫
cos2(t)dt

auf (−π
2
, π

2
).

2. Schritt: Gemäß Beispiel V.2.2 (4) ist∫
cos2(t)dt =

1

2
t+

1

2
cos(t) sin(t) + c.
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3. Schritt: Die Rücksubstitution t = arcsin(x) ergibt wegen cos(t) =√
1− sin2(t) auf (−π

2
, π

2
)

F (x) =
1

2
arcsin(x) +

1

2
x
√

1− x2 + c.

Bemerkung V.2.10. Bei der Berechnung eines bestimmten Inte-
grals sind im ersten Schritt auch die Integrationsgrenzen zu substituie-
ren. Setzt man im zweiten Schritt die neuen Grenzen ein, entfällt dann
der dritte Schritt der Rücksubstitution.

Beispiel V.2.11. Wir wollen

I =

∫ 1

0

1

(1 + x2)2
dx

berechnen.
Die Substitution x = tan(t), dx = 1

cos2(t)
dt und die neuen Integrations-

grenzen 0 und π
4

(wegen tan(0) = 0 und tan(π
4
) = 1) liefern

I =

∫ π
4

0

1(
1 + sin2(t)

cos2(t)

)2 ·
1

cos2(t)
dt

=

∫ π
4

0

1(
sin2(t)+cos2(t)

cos2(t)

)2 ·
1

cos2(t)
dt

=

∫ π
4

0

cos2(t)dt

=

(
1

2
t+

1

2
sin(t) cos(t)

)∣∣∣∣∣
π
4

0

wegen Beispiel V.2.2 (4)

=
π

8
+

1

2

1√
2

1√
2

=
π

8
+

1

4
.

V.2.4. Symmetrien. Ist f eine gerade Funktion, d.h. f(−x) =
f(x) für alle x, so ist für alle a > 0∫ a

−a
f(x)dx = 2

∫ a

0

f(x)dx.

Ist g eine ungerade Funktion, d.h. g(−x) = −g(x) für alle x, so ist
für alle a > 0 ∫ a

−a
g(x)dx = 0.

Beispiel V.2.12. Es ist∫ π
2

−π
2

cos(t)dt = 2

∫ π
2

0

cos(t)dt
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= 2,∫ 5

−5

sinh(x)dx = 0.

V.3. Integration rationaler Funktionen

V.3.1. Partialbruchzerlegung. Wir betrachten rationale Funk-

tionen der Form p(x)
q(x)

. Dabei sind p und q zwei Polynome mit Grad

p < Grad q, die keine gemeinsamen Nullstellen besitzen sollen. Die
Partialbruchzerlegung dieser Funktionen erfolgt in den folgenden drei
Schritten:

• 1. Schritt: Man erstellt eine Produktdarstellung des Nen-
nerpolynoms der Form

q(x) = c(x− b1)k1 · . . . · (x− br)kr · q1(x)`1 · . . . · qs(x)`s .

Dabei sind b1, . . . , br die paarweise verschiedenen reellen Null-
stellen von q, k1, . . . , kr ihre Vielfachheiten und q1, . . . , qs paar-
weise verschiedene quadratische Polynome ohne reelle Null-
stellen. (Es ist qi(x) = x2 − 2 Reλix + |λi|2, wobei λi eine
komplexe Nullstelle der Vielfachheit `i von q ist.)
• 2. Schritt: Die zu jedem Linearfaktor x − b von q, b ∈
{b1, . . . , br}, der Vielfachheit k und zu jedem quadratischen
Faktor Q ∈ {q1, . . . , qs} der Vielfachheit ` gebildeten Funktio-
nen der Form

A1

x− b
,

A2

(x− b)2
, . . .,

Ak
(x− b)k

B1x+ C1

Q(x)
,

B2x+ C2

Q(x)2
, . . .,

B`x+ C`
Q(x)`

mit reellen Koeffizienten Ai, Bj, Cj nennt man Partialbrü-
che von p

q
. Man stellt nun p

q
als Summe all dieser Partialbrüche

mit unbekannten Koeffizienten dar.
• 3. Schritt: Man multipliziert die Ansatzgleichung für p

q
mit

q und erhält auf beiden Seiten ein Polynom. Nun ergeben sich
Bestimmungsgleichungen für die Koeffizienten Ai, Bj, Cj des
Partialbruchansatzes durch Gleichsetzen gleicher x-Potenzen
auf der linken und rechten Seite oder durch Einsetzen spezieller
Werte für x wie z.B. b1, . . . , br.

Bemerkung V.3.1. Für die praktische Rechnung empfiehlt es sich,
die beiden Vorgehensweisen in Schritt 3 (Koeffizientenvergleich und
Einsetzen spezieller x-Werte) zu kombinieren. Ist z.B. x − b ein Line-
arfaktor der Vielfachheit k von q, erhält man den Koeffizienten Ak des
Partialbruches Ak

(x−b)k durch Einsetzen des Wertes x = b in Schritt 3.
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Beispiel V.3.2. Betrachte

x2 + x+ 1

x4 − 5x3 + 9x2 − 7x+ 2
.

Durch Probieren finden wir die Nullstellen 1 und 2 des Nennerpolynoms
q. Wir können daher q durch

(x− 1)(x− 2) = x2 − 3x+ 1

dividieren und erhalten

x4 −5x3 +9x2 −7x +2 : x2 − 3x+ 2 = x2 − 2x+ 1.
x4 −3x3 +2x2

−2x3 +7x2 −7x
−2x3 +6x2 −4x

x2 −3x +2
x2 −3x +2

0

Da offensichtlich

x2 − 2x+ 1 = (x− 1)2

ist, gilt

q(x) = x4 − 5x3 + 9x2 − 7x+ 2

= (x− 2)(x− 1)3.

Wie man leicht nachprüft sind 1 und 2 keine Nullstellen des Zählerpo-
lynoms. Der Partialbruchansatz lautet also

x2 + x+ 1

x4 − 5x3 + 9x2 − 7x+ 2
=

x2 + x+ 1

(x− 2)(x− 1)3

=
A

x− 2
+

B

x− 1
+

C

(x− 1)2
+

D

(x− 1)3
.

Multiplikation beider Seiten mit q liefert

x2 + x+ 1 = A(x− 1)3 +B(x− 2)(x− 1)2

+ C(x− 2)(x− 1) +D(x− 2).

Einsetzen von x = 1 ergibt

−D = 3;

Einsetzen von x = 2 liefert

A = 7.

Wir setzen diese beiden Werte in obige Gleichung ein und erhalten nach
Ausmultiplizieren

x2 + x+ 1 = 7︸︷︷︸
=A

(x− 1)3 +B(x− 2)(x− 1)2

+ C(x− 2)(x− 1) −3︸︷︷︸
=D

(x− 2)
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= 7(x3 − 3x2 + 3x− 1) +B (x− 2)(x2 − 2x+ 1)︸ ︷︷ ︸
=x3−4x2+5x−2

+ C(x2 − 3x+ 2)− 3x+ 6

= (7 +B)x3 + (−21− 4B + C)x2

+ (21 + 5B − 3C − 3)x+ (−7− 2B + 2C + 6).

Da auf der linken Seite kein x3-Term auftritt, muss

B = −7

sein. Setzen wir dies in den x2-Term auf der rechten Seite ein und
vergleichen mit dem entsprechenden Term auf der linken Seite, erhalten
wir

1 = −21− 4(−7) + C

= 7 + C

=⇒ C = −6.

Damit lautet die Partialbruchzerlegung unserer Funktion

x2 + x+ 1

x4 − 5x3 + 9x2 − 7x+ 2
=

7

x− 2
− 7

x− 1
− 6

(x− 1)2
− 3

(x− 1)3
.

Beispiel V.3.3. Betrachte

x+ 1

x8 − 2x7 + 4x6 − 6x5 + 6x4 − 6x3 + 4x2 − 2x+ 1
.

Durch Probieren finden wir, dass das Nennerpolynom und seine Ablei-
tung eine Nullstelle bei x = 1 haben Also können wir es durch

(x− 1)2 = x2 − 2x+ 1

dividieren und erhalten

x8 −2x7 +4x6 −6x5 +6x4 −6x3 +4x2 −2x +1 :
x8 −2x7 +x6 x2 −2x +1 =

3x6 −6x5 +6x4 x6 +3x4 +3x2 +1.
3x6 −6x5 +3x4

3x4 −6x3 +4x2

3x4 −6x3 +3x2

x2 −2x +1
x2 −2x +1

0

Offensichtlich ist

x6 + 3x4 + 3x2 + 1 = (x2 + 1)3.

Da x2 + 1 keine rellen Nullstellen hat, lautet der Partialbruchansatz

x+ 1

x8 − 2x7 + 4x6 − 6x5 + 6x4 − 6x3 + 4x2 − 2x+ 1
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=
A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+
Cx+D

x2 + 1
+

Ex+ F

(x2 + 1)2
+

Gx+H

(x2 + 1)3
.

Wir multiplizieren diese Gleichung mit dem Nennerpolynom und er-
halten

x+ 1 = A(x− 1)(x2 + 1)3 +B(x2 + 1)3

+ (Cx+D)(x− 1)2(x2 + 1)2

+ (Ex+ F )(x− 1)2(x2 + 1)

+ (Gx+H)(x− 1)2.

Einsetzen von x = 1 liefert

B =
1

4
.

Wir setzen dies in obige Gleichung ein und schaffen den B-Term auf
die linke Seite

− 1

4
x6 − 3

4
x4 − 3

4
x2 + x+

3

4

= x+ 1− 1

4
(x2 + 1)3

= A(x− 1)(x2 + 1)3 + (Cx+D)(x− 1)2(x2 + 1)2

+ (Ex+ F )(x− 1)2(x2 + 1) + (Gx+H)(x− 1)2.

Da die linke Seite dieser Gleichung bei x = 1 verschwindet, können wir
die ganze Gleichung durch x− 1 dividieren und erhalten

− 1

4
x5 − 1

4
x4 − x3 − x2 − 7

4
x− 3

4
= A(x2 + 1)3 + (Cx+D)(x− 1)(x2 + 1)2

+ (Ex+ F )(x− 1)(x2 + 1) + (Gx+H)(x− 1).

Einsetzen von x = 1 liefert

A = −5

8
.

Wir setzen diesen Wert in obige Gleichung ein und multiplizieren den
Rest aus

− 1

4
x5 − 1

4
x4 − x3 − x2 − 7

4
x− 3

4

= −5

8
(x6 + 3x4 + 3x2 + 1) + (Cx+D) (x− 1)(x2 + 1)2︸ ︷︷ ︸

=x5−x4+2x3−2x2+x−1

+ (Ex+ F )(x3 − x2 + x− 1) + (Gx+H)(x− 1)

= x6(−5

8
+ C) + x5(−C +D) + x4(−15

8
+ 2C −D + E)

+ x3(−2C + 2D − E + F ) + x2(−15

8
+ C − 2D + E − F +G)
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+ x(−C +D − E + F −G+H)− 5

8
−D − F −H.

Koeffizientenvergleich liefert die Bedingungen

x6 : C =
5

8

x5 : −C +D = −1

4
=⇒ D =

3

8

x4 : 2C −D + E = −1

4
+

15

8
=⇒ E =

6

8

x3 : −2C + 2D − E + F = −1 =⇒ F =
2

8

x2 : C − 2D + E − F +G = −1 +
15

8
=⇒ G =

4

8

x : −C +D − E + F −G+H = −7

4
=⇒ H = −4

8
.

Also lautet die Partialbruchzerlegung

x+ 1

x8 − 2x7 + 4x6 − 6x5 + 6x4 − 6x3 + 4x2 − 2x+ 1

=
1

8

(
− 5

x− 1
+

2

(x− 1)2
+

5x+ 3

x2 + 1
+

6x+ 2

(x2 + 1)2
+

4x− 4

(x2 + 1)3

)
.

V.3.2. Integration. Die Integration einer rationalen Funktion

f(x) = p(x)
q(x)

erfolgt in drei Schritten:

• 1. Schritt: Falls der Zählergrad größer oder gleich dem Nen-
nergrad ist, dividiere p mit Rest durch q. Dies liefert zwei Po-
lynome r und s mit p = s · q + r. Daher ist f = s+ r

q
.

• 2. Schritt: Bestimme die Partialbruchzerlegung von r
q

wie

im vorigen Abschnitt.
• 3. Schritt: Integriere das Polynom s und die Partialbrüche

von r
q
.

Für den 3. Schritt sind folgende Formeln, die man durch Differentiation
nachprüft, hilfreich. Dabei ist α2 − 4β < 0 und k > 1.∫

1

x− a
dx = ln |x− a|+ c∫

1

(x− a)k
dx = − 1

k − 1

1

(x− a)k−1
+ c∫

1

x2 + αx+ β
dx =

2√
4β − α2

arctan

(
2x+ α√
4β − α2

)
+ c∫

ax+ b

x2 + αx+ β
dx =

a

2
ln
∣∣x2 + αx+ β

∣∣
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+ (b− aα

2
)

∫
1

x2 + αx+ β
dx∫

1

(x2 + αx+ β)k
dx =

2x+ α

(k − 1)(4β − α2)(x2 + αx+ β)k−1

+
2(2k − 3)

(k − 1)(4β − α2)

∫
1

(x2 + αx+ β)k−1
dx∫

ax+ b

(x2 + αx+ β)k
dx = −a

2

1

k − 1

1

(x2 + αx+ β)k−1

+ (b− aα

2
)

∫
1

(x2 + αx+ β)k
dx.

Beispiel V.3.4. Betrachte

f(x) =
2x5 − 7x4 + 3x3 + 14x2 − 16x+ 7

x4 − 5x3 + 9x2 − 7x+ 2
.

Die Division des Zählerpolynoms durch das Nennerpolynom ergibt

2x5 −7x4 +3x3 +14x2 −16x +7 : x4 − 5x3 + 9x2 − 7x+ 2
2x5 −10x4 +18x3 −14x2 +4x = 2x+ 3.

3x4 −15x3 +28x2 −20x +7
3x4 −15x3 +27x2 −21x +6

x2 +x +1

Also ist

f(x) = 2x+ 3 +
x2 + x+ 1

x4 − 5x3 + 9x2 − 7x+ 2
.

Die Partialbruchzerlegung des rationalen Teils haben wir in Beispiel
V.3.2 bestimmt, und wir erhalten∫

f(x)dx =

∫ (
2x+ 3 +

7

x− 2
− 7

x− 1

− 6

(x− 1)2
− 3

(x− 1)3

)
dx

= x2 + 3x+ 7 ln |x− 2| − 7 ln |x− 1|

+
6

x− 1
+

3

2(x− 1)2
+ c

= x2 + 3x+ 7 ln

∣∣∣∣x− 2

x− 1

∣∣∣∣+ 12x− 9

2(x− 1)2
+ c.

Beispiel V.3.5. Wir betrachten die Funktion aus Beispiel V.3.3.
Zuerst behandeln wir die beiden Partialbrüche

6x+ 2

(x2 + 1)2
und

4x− 4

(x2 + 1)3
.
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Für diese erhalten wir∫
6x+ 2

(x2 + 1)2
dx = 3

∫
2x

(x2 + 1)2
dx+ 2

∫
1

(x2 + 1)2
dx

= − 3

x2 + 1
+

4x

4(x2 + 1)
+

4

4

∫
1

(x2 + 1)
dx

= − 3

x2 + 1
+

x

x2 + 1
+ arctan(x) + c

=
x− 3

x2 + 1
+ arctan(x) + c

und∫
4x− 4

(x2 + 1)3
dx = 2

∫
2x

(x2 + 1)3
dx− 4

∫
1

(x2 + 1)3
dx

= − 2

2(x2 + 1)2
− 8x

2 · 4 · (x2 + 1)2

− 8 · 3
2 · 4

∫
1

(x2 + 1)2
dx

= − x+ 1

(x2 + 1)2
− 3 · 2x

4(x2 + 1)
− 3 · 2

4

∫
1

(x2 + 1)
dx

= − x+ 1

(x2 + 1)2
− 3x

2(x2 + 1)
− 3

2
arctan(x) + c.

Damit folgt insgesamt∫
x+ 1

x8 − 2x7 + 4x6 − 6x5 + 6x4 − 6x3 + 4x2 − 2x+ 1
dx

=

∫
1

8

(
− 5

x− 1
+

2

(x− 1)2
+

5x+ 3

x2 + 1
+

6x+ 2

(x2 + 1)2
+

4x− 4

(x2 + 1)3

)
dx

=
1

8

(
−5 ln |x− 1| − 2

x− 1
+

5

2
ln(x2 + 1) + 3

∫
1

x2 + 1
dx

+
x− 3

x2 + 1
+ arctan(x)

− x+ 1

(x2 + 1)2
− 3x

2(x2 + 1)
− 3

2
arctan(x)

)
+ c

= −5

8
ln |x− 1| − 1

4(x− 1)
+

5

16
ln(x2 + 1) +

5

8
arctan(x)

− x+ 6

16(x2 + 1)
− x+ 1

8(x2 + 1)2
+ c.

V.3.3. Verallgemeinerte rationale Funktionen. Ein Integral
der Form

∫
r(eαx)dx mit einer rationalen Funktion r kann durch die
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Substitution

t = eαx,

x =
1

α
ln t,

dx =
1

αt
dt

auf ein Integral der Form
∫
r(t) 1

αt
dt mit rationalem Integrandem trans-

formiert werden.

Beispiel V.3.6. Die Substitution t = ex liefert∫
1

ex + e−x
dx =

∫
1

t+ 1
t

1

t
dt

=

∫
1

t2 + 1
dt

= arctan(t) + c

= arctan(ex) + c.

Im Folgenden bezeichnen wir mit r(x, y) einen Ausdruck, der aus x,
y und Konstanten allein durch Addition, Subtraktion, Multiplikation
und Division gebildet wird, z.B.

r(x, y) =
4xy + y2

3x3 − 2y
.

Viele Integranden sind dann von der Form r(x, f(x)), d.h. die Variable
y in r(x, y) ist durch eine Funktion f(x) von x ersetzt. Solche Inte-
grale können häufig durch eine geeignete Substitution auf das einer
rationalen Funktion transformiert werden. Wir betrachten hierzu im
Folgenden einige Beispiele.

Bei einem Integral der Form∫
r

(
x,

k

√
ax+ b

cx+ e

)
dx

mit ae− bc 6= 0 hilft die Substitution

t =
k

√
ax+ b

cx+ e
,

x =
etk − b
a− ctk

,

dx = k(ae− bc) tk−1

(a− ctk)2
dt

weiter.
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Beispiel V.3.7. Es ist∫
1−
√
x

x+
√
x
dx =

∫
1− t
t2 + t

2tdt

∣∣∣∣∣t =
√
x , x = t2 , dx = 2tdt

= 2

∫
1− t
1 + t

dt

= 2

∫ (
−1 +

2

1 + t

)
dt

= 4 ln |1 + t| − 2t+ c

= 4 ln |1 +
√
x| − 2

√
x+ c.

Bei einem Integral der Form∫
r(sin(x), cos(x))dx

hilft die Substitution

x = 2 arctan(t),

dx =
2

1 + t2
dt

mit

sin(x) =
2t

1 + t2
,

cos(x) =
1− t2

1 + t2

weiter.

Beispiel V.3.8. Es ist∫
1

cos(x)
dx =

∫
1 + t2

1− t2
2

1 + t2
dt

∣∣∣∣∣x = 2 arctan(t)

=

∫
2

1− t2
dt

= ln

∣∣∣∣1 + t

1− t

∣∣∣∣+ c

= ln

∣∣∣∣1 + arctan(x
2
)

1− arctan(x
2
)

∣∣∣∣+ c.

Integrale der Form ∫
r(x,
√
ax2 + bx+ c)dx

mit a 6= 0 lassen sich mit einer Substitution

u = αx+ β,
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dx =
1

α
du

in eine der folgenden Normalformen umwandeln:∫
r(u,
√
u2 + 1)du,∫

r(u,
√
u2 − 1)du,∫

r(u,
√

1− u2)du.

Diese können durch die Substitutionen

u = sinh(t)

bzw.

u = cosh(t)

bzw.

u = sin(t)

auf eine der bereits behandelten Formen transformiert werden.

Beispiel V.3.9. Es ist∫ √
4x2 + 12x+ 5dx =

∫ √
(2x+ 3)2 − 4dx

= 2

∫ √(
2x+ 3

2

)2

− 1dx

∣∣∣∣∣u =
2x+ 3

2

= 2

∫ √
u2 − 1du

∣∣∣∣∣u = cosh(t)

= 2

∫ √
cosh2(t)− 1︸ ︷︷ ︸

=sinh(t)

sinh(t)dt

= 2

∫
sinh2(t)dt

=
1

2

∫ (
et − e−t

)2
dt

∣∣∣∣∣z = et

=
1

2

∫ (
z − 1

z

)2
1

z
dz

=
1

2

∫ (
z − 2

z
+

1

z3

)
dz

=
1

4
z2 − ln |z| − 1

4z2
+ c
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=
1

4
e2t − t− 1

4
e−2t + c

=
1

4
(et + e−t)(et − e−t)− t+ c

= cosh(t) sinh(t)− t+ c

= cosh(t)

√
cosh2(t)− 1− t+ c∣∣∣∣∣et = u+
√
u2 − 1, u = cosh(t)

= u
√
u2 − 1− ln

∣∣∣u+
√
u2 − 1

∣∣∣+ c

=

(
2x+ 3

2

)√(
2x+ 3

2

)2

− 1

− ln

∣∣∣∣∣∣2x+ 3

2
+

√(
2x+ 3

2

)2

− 1

∣∣∣∣∣∣+ c.

V.4. Uneigentliche Integrale

V.4.1. Definition. Wir wollen den Integralbegriff auf nicht be-
schränkte Integrationsbereiche und unbeschränkte Funktionen ausdeh-
nen. Sei dazu b ∈ R∪ {∞}, a ∈ R und f : [a, b)→ R auf jedem Teilin-
tervall [a, c] ⊂ [a, b) stückweise stetig und beschränkt. Die Funktion f
heißt auf [a, b) (uneigentlich) integrierbar, wenn der Grenzwert

lim
c→b−

∫ c

a

f(x)dx existiert. In diesem Fall heißt dieser Grenzwert das un-

eigentliche Integral von f und wird mit

∫ b

a

f(x)dx bezeichnet:

∫ b

a

f(x)dx = lim
c→b−

∫ c

a

f(x)dx.

Analog geht man bei Singularitäten am linken Rand vor. Sei dazu α ∈
R ∪ {−∞}, β ∈ R und f : (α, β] → R. Dann ist das uneigentliche
Integral definiert durch

∫ β

α

f(x)dx = lim
c→α+

∫ β

c

f(x)dx,

sofern der Grenzwert existiert.
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Beispiel V.4.1. Sei α ∈ R\{1}. Für c > 1 ist∫ c

1

1

xα
dx = − 1

α− 1

1

xα−1

∣∣∣∣∣
c

1

=
1

α− 1

[
1− 1

cα−1

]
.

Dieser Ausdruck konvergiert für c → ∞, falls α > 1 ist. Also ist x−α

für α > 1 auf [1,∞) uneigentlich integrierbar und∫ ∞

1

1

xα
dx =

1

α− 1
für α > 1.

Analog ist für 0 < c < 1∫ 1

c

1

xα
dx =

1

α− 1

[
1

cα−1 − 1

]
.

Dieser Ausdruck konvergiert für c→ 0, falls α < 1 ist. Also ist x−α für
α < 1 auf (0, 1] uneigentlich integrierbar und∫ 1

0

1

xα
dx =

1

1− α
für α < 1.

Sei nun a ∈ R ∪ {−∞}, b ∈ R ∪ {∞} und f : (a, b)→ R. f ist auf
(a, b) uneigentlich integrierbar, wenn für ein c ∈ (a, b) die beiden unei-

gentlichen Integrale

∫ c

a

f(x)dx und

∫ b

c

f(x)dx existieren. Die Summe

dieser beiden uneigentlichen Integrale ist dann das uneigentliche Inte-

gral

∫ b

a

f(x)dx:

∫ b

a

f(x)dx = lim
α→a+

∫ c

α

f(x)dx+ lim
β→b−

∫ β

c

f(x)dx.

Bemerkung V.4.2. Die beiden Grenzwerte in obiger Formel müs-
sen unabhängig voneinander bestimmt werden!

Beispiel V.4.3. Es ist

lim
β→∞

∫ β

0

1

1 + x2
dx = lim

β→∞
[arctan β − arctan 0]

=
π

2

lim
α→−∞

∫ 0

α

1

1 + x2
dx = lim

α→−∞
[arctan 0− arctanα]
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=
π

2
.

Daher ist 1
1+x2 auf R = (−∞,∞) uneigentlich integrierbar und∫ ∞

−∞

1

1 + x2
dx = π.

V.4.2. Ein Konvergenzkriterium. Die Existenz eines uneigent-
lichen Integrals kann häufig durch einen Vergleich mit einer Funktion
der Form x−α gezeigt werden.

Konvergenzkriterium für uneigentliche Integrale: Es
seien f auf [a,∞) und g auf (0, b] stetig und α,K ∈ R. Dann gilt:

|f(x)| ≤ K

xα
mit a ≤ x <∞, 1 < α =⇒

∫ ∞

a

f(x)dx existiert,

|g(x)| ≤ K

xα
mit 0 < x ≤ b, 0 < α < 1 =⇒

∫ b

0

g(x)dx existiert.

Beweis. Die Funktion

F : c 7→
∫ c

a

|f(x)|dx

ist monoton wachsend und durch

∫ ∞

a

K

xα
dx nach oben beschränkt. Da-

her ist sie für c → ∞ konvergent, und
∫∞
a
|f(x)|dx existiert. Ana-

log erhält man die Existenz von
∫∞
a
f(x) + |f(x)|dx. Daher existiert∫∞

a
f(x)dx.

Genauso argumentiert man für
∫ b

0
g(x)dx. �

Beispiel V.4.4. Exisiert

∫ ∞

0

sin x

x
?

Aus der Regel von de l’Hôpital folgt

lim
x→0

sin x

x
= lim

x→0

cosx

1
= 1.

Also ist sinx
x

auf [0,∞) stetig und auf [0, 1] integrierbar. Für c > 1
liefert partielle Integration∫ c

1

sin x

x
dx = −cosx

x

∣∣∣∣∣
c

1

−
∫ c

1

cosx

x2
dx

= cos(1)− cos(c)

c
−
∫ c

1

cosx

x2
dx.
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Da die Cosinus-Funktion beschränkt ist, ist

lim
c→∞

cos(c)

c
= 0.

Wegen des Konvergenzkriteriums existiert

∫ ∞

1

cosx

x2
dx. Also existiert∫ ∞

0

sin x

x
.

Mit Hilfe von Sätzen aus der Funktionentheorie kann man∫ ∞

0

sin x

x
=
π

2

zeigen.

V.4.3. Die Eulersche Gammafunktion.Die Eulersche Gam-
mafunktion ist definiert durch

Γ : (0,∞)→ R

Γ(x) =

∫ ∞

0

e−ttx−1dt.

Die Konvergenz des uneigentlichen Integrals wird wie folgt nachge-
wiesen:

• 1. Schritt: Das Integral
∫ 1

0
e−ttx−1dt ist an der unteren Gren-

ze nur für 0 < x < 1 uneigentlich. In diesem Fall folgt die
Existenz des Integrals aus dem Konvergenzkriterium und der
Abschätzung 0 ≤ e−ttx−1 ≤ tx−1 = t−α mit α = 1− x < 1.
• 2. Schritt: Wegen

lim
t→∞

t2tx−1

et
= lim

t→∞

tx+1

et

= 0

gilt für hinreichend großes t die Abschätzung e−ttx−1 ≤ t−2.
Damit folgt die Existenz von

∫∞
1
e−ttx−1dt aus dem Konver-

genzkriterium.

Wegen ∫ ∞

0

e−tdt = lim
c→∞

∫ c

0

e−tdt

= lim
c→∞

[1− e−c]

= 1

ist

Γ(1) = 1.
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Mit partieller Integration u′ = e−t, v = tx−1 erhalten wir für 0 <
α < β ∫ β

α

e−ttx−1dt = −e−ttx−1

∣∣∣∣∣
β

α

+

∫ β

α

(x− 1)e−ttx−2dt.

Durch Grenzübergang folgt hieraus die Funktionalgleichung

Γ(x+ 1) = xΓ(x) für alle x > 0.

Insbesondere ergibt sich

Γ(n+ 1) = n! für alle n ∈ N.

V.5. Ebene Kurven; Längen- und Flächenmessung

V.5.1. Parameterdarstellung. Die allgemeinste und für unsere
Zwecke günstigste Darstellung einer ebenen Kurve erfolgt mit zwei dif-
ferenzierbaren Funktionen x(t), y(t) auf einem Intervall a ≤ t ≤ b. In
einem festen kartesischen Koordinatensystem durchläuft der sich mit t
stetig ändernde Punkt

P (t) = (x(t), y(t)) , a ≤ t ≤ b,

eine Kurve. Die vektorwertige Funktion

r(t) =

(
x(t)
y(t)

)
bzw. die beiden Gleichungen

x = x(t),

y = y(t)

heißen eine Parameterdarstellung dieser Kurve; t und [a, b] hei-
ßen der Parameter bzw. das Parameterintervall. Man sagt, die
Kurve werde mit wachsendem t in positiver Richtung durchlaufen.

Deutet man t als Zeit, so beschreibt eine Parameterdarstellung die
Bewegung eines Massenpunktes auf der Kurve. Da auf einer Kurve ganz
verschiedene Bewegungen stattfinden können, besitzt ein und dieselbe
Kurve verschiedene Parameterdarstellungen.

Beispiel V.5.1. Der Graph y = f(x), a ≤ x ≤ b, einer Funktion
f besitzt die Parameterdarstellung

x = t,

y = f(t)

mit a ≤ t ≤ b.
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Beispiel V.5.2. Die Gerade durch die Punkte (x1, y1) und (x2, y2)
besitzt die Parameterdarstellung

x = x1 + t(x2 − x1),

y = y1 + t(y2 − y1)

mit t ∈ R.

Beispiel V.5.3. Der Kreis um (x0, y0) mit Radius r besitzt die
Parameterdarstellung

x = x0 + r cos(t),

y = y0 + r sin(t)

mit 0 ≤ t ≤ 2π.

Beispiel V.5.4. Die Ellipse{
(x, y) ∈ R2 :

x2

a2
+
y2

b2
= 1

}
hat die Parameterdarstellung

x = a cos(t),

y = b sin(t)

mit 0 ≤ t ≤ 2π.

Beispiel V.5.5 (Zykloiden). Rollt ein Kreis K mit Radius r,
ohne zu gleiten, auf der x-Achse, dann beschreibt ein mit K fest ver-
bundener Punkt P , der vom Kreismittelpunkt den Abstand a hat, eine
Zykloide oder Radkurve. Diese besitzt die Parameterdarstellung

x = rt− a sin(t),

y = r − a cos(t)

mit t ∈ R. Dabei beschreibt der Parameter t den Rollwinkel. Rollt
der Kreis mit dem Punkt P nicht auf der x-Achse, sondern auf dem
Kreis x2 +y2 = ρ2 dann ist die Bahn von P eine Epizykloide mit der
Parameterdarstellung

x = (ρ+ r) cos(t)− a cos(
ρ+ r

r
t),

y = (ρ+ r) sin(t)− a sin(
ρ+ r

r
t).

Im Sonderfall ρ = r = a entsteht die Kardoide oder Herzlinie

x = a(2 cos(t)− cos(2t)),

y = a(2 sin(t)− sin(2t)).

Beim Abrollen im Innern des Kreises entsteht die Hypozykloide

x = (ρ− r) cos(t) + a cos(
ρ− r
r

t),
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y = (ρ− r) sin(t)− a sin(
ρ− r
r

t)

Diese geht für den Sonderfall a = r = ρ
4

in die Astroide über. Aus
den Additionstheoremen ergibt sich dann

x = ρ cos3(t),

y = ρ sin3(t).

V.5.2. Tangente und Normale. Zu jeder Parameterdarstellung

r(t) =

(
x(t)
y(t)

)
einer Kurve K definieren wir

ṙ(t) = lim
h→0

1

h
[r(t+ h)− r(t)]

=

(
ẋ(t)
ẏ(t)

)
,

wobei der Punkt die Ableitung nach t bezeichnet. Als Grenzwert von
Sekantenvektoren ist ṙ(t) parallel zur Tangente an K im Punkt r(t).

Beschreibt r(t) die Bewegung eines Massenpunktes auf der Kurve,
ist ṙ(t) die Geschwindigkeit des Punktes.

Ist in einem Kurvenpunkt r(t) der Vektor ṙ(t) vom Nullvektor ver-
schieden, dann weist er in die positive Tangentenrichtung (positiv bzgl.
des Durchlaufsinnes der Kurve). Der hieraus durch Drehung um 90◦ im
Gegenuhrzeigersinn entstandene Vektor

n(t) =

(
−ẏ(t)
ẋ(t)

)
gibt die positive Normalenrichtung in diesem Punkt an (vgl. Abbildung
V.5.1). Daher besitzen Tangente und Normale im Kurvenpunkt r(t) die
Parameterdarstelllung

Tangente : x = x(t) + λẋ(t),

y = y(t) + λẏ(t)

Normale : x = x(t)− λẏ(t),
y = y(t) + λẋ(t).

Dabei ist λ der Geradenparameter und t der Kurvenparameter.

Bemerkung V.5.6. Die Vektoren ṙ und n sind nicht normiert.
Benötigt man normierte Tangenten- bzw. Normalenvektoren, muss man
ṙ mit 1

|ṙ| und n mit 1
|n| = 1

|ṙ| multiplizieren.
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Abbildung V.5.1. Tangente ṙ und Normale n

V.5.3. Bogenlänge. Die Parameterdarstellung

x = x(t),

y = y(t)

der Kurve K heißt regulär, wenn ẋ(t) und ẏ(t) stetig sind und

ẋ(t)2 + ẏ(t)2 6= 0

ist für alle t.
Wir wollen der Kurve nun eine Länge zuordnen. Dazu unterteilen

wir das Parameterintervall durch a = t0 < t1 < . . . < tn−1 < tn = b.
Dann ist

|r(ti)− r(ti−1)| = {(x(ti)− x(ti−1))
2 + (y(ti)− y(ti−1))

2}
1
2

die Länge der Sekante zwischen den Punkten r(ti−1) und r(ti). Die Sum-

me
n∑
i=1

|r(ti)− r(ti−1)| ist eine Näherung für die Länge der Kurve. Wir

lassen nun die
”
Feinheit“ max

1≤i≤n
|ti − ti−1| der Unterteilung gegen Null

streben. Dann konvergiert obige Summe gegen

∫ b

a

√
ẋ(t)2 + ẏ(t)2dt.

Wir nennen daher dieses Integral die Länge der Kurve K.

Eine Kurve K mit der regulären Parameterdarstellung

x = x(t),

y = y(t)

mit a ≤ t ≤ b hat die Länge∫ b

a

√
ẋ(t)2 + ẏ(t)2dt.

Bemerkung V.5.7. Man kann zeigen, dass die so definierte Länge
nur von der Kurve und nicht von der speziellen Parameterdarstellung
abhängt.
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Betrachtet man nur den Kurvenabschnitt, der dem Parameterbe-
reich [a, t0], a ≤ t0 ≤ b, entspricht, erhält man analog die Länge des
entsprechenden Kurvenstückes. Diese Länge heißt die Bogenlänge und
wird mit s(t0) bezeichnet.

Eine Kurve K mit der regulären Parameterdarstellung

x = x(t),

y = y(t)

mit a ≤ t ≤ b hat die Bogenlänge

s(t) =

∫ t

a

√
ẋ(τ)2 + ẏ(τ)2dτ für a ≤ t ≤ b.

Es ist
ṡ(t) =

√
ẋ(t)2 + ẏ(t)2.

Beispiel V.5.8. Für den Graphen y = f(x), a ≤ x ≤ b, ergibt sich
die Länge ∫ b

a

√
1 + f ′(x)2dx.

Speziell ergibt sich für die Parabel y = x2, 0 ≤ x ≤ b, die Länge∫ b

0

√
1 + (2x)2dx =

1

4

[
2b
√

1 + 4b2 + ln(2b+
√

1 + 4b2)
]
.

Beispiel V.5.9. Für den Zykloidenbogen

x = r(t− sin(t)),

y = r(1− cos(t)),

0 ≤ t ≤ 2π, ergibt sich die Länge∫ 2π

0

√
r2(1− cos(t))2 + r2 sin2(t)dt

=

∫ 2π

0

{
2r2 − 2r2 cos(t)︸ ︷︷ ︸

=cos2( t
2
)−sin2( t

2
)

} 1
2

dt

=

∫ 2π

0

√
2r2(1− cos2(

t

2
) + sin2(

t

2
))dt

=

∫ 2π

0

2r sin(
t

2
)dt

= −4r cos(
t

2
)

∣∣∣∣∣
2π

0

= 8r.
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V.5.4. Krümmung und Krümmungskreis. Es sei

x = x(t),

y = y(t),

a ≤ t ≤ b, eine zweimal differenzierbare, reguläre Parameterdarstellung
einer Kurve K. Mit ϕ(t) bezeichnen wir den positiv gemessenen Winkel
zwischen der positiven x-Achse und der Richtung des Tangentenvektors
ṙ(t). Weiter ist

s(t) =

∫ t

a

√
ẋ(τ)2 + ẏ(τ)2dτ

die Bogenlänge. Die Änderung ∆ϕ der Tangentenrichtung über dem
Intervall [t, t+∆t] bezogen auf die Änderung der Bogenlänge, also ∆ϕ

∆s
,

ist offenbar ein gutes Maß für die durchschnittliche Krümmung der
Kurve über diesem Intervall. Daher nennt man

κ = lim
∆s→0

∆ϕ

∆s
= lim

∆t→0

∆ϕ(t)

∆t

∆t

s(t)
=
ϕ̇(t)

ṡ(t)

die Krümmung der Kurve im Punkt r(t).
Wir wollen die Krümmung κ durch die Funktionen x(t), y(t) der

Parameterdarstellung ausdrücken. Es ist

ṡ(t) =
√
ẋ(t)2 + ẏ(t)2.

Aus

sinϕ(t) =
ẏ(t)√

ẋ(t)2 + ẏ(t)2

cosϕ(t) =
ẋ(t)√

ẋ(t)2 + ẏ(t)2

folgt durch Differenzieren

ϕ̇(t) cosϕ(t) =
ÿ(t)√

ẋ(t)2 + ẏ(t)2
− ẏ(t) ẋ(t)ẍ(t) + ẏ(t)ÿ(t)√

ẋ(t)2 + ẏ(t)2
3

−ϕ̇(t) sinϕ(t) =
ẍ(t)√

ẋ(t)2 + ẏ(t)2
− ẋ(t) ẋ(t)ẍ(t) + ẏ(t)ÿ(t)√

ẋ(t)2 + ẏ(t)2
3 .

Multiplizieren wir die erste Gleichung mit cosϕ(t) und die zweite mit
− sinϕ(t) und addieren beide Ergebnisse, erhalten wir

ϕ̇(t) = ϕ̇(t)
[
cos2 ϕ(t) + sin2 ϕ(t)

]
=
ẋ(t)ÿ(t)− ẍ(t)ẏ(t)
ẋ(t)2 + ẏ(t)2

.

Insgesamt folgt:
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Die Krümmung einer Kurve mit der zweimal differenzier-
baren, regulären Parameterdarstellung

x = x(t),

y = y(t)

ist gegeben durch

κ(t) =
ẋ(t)ÿ(t)− ẍ(t)ẏ(t)
(ẋ(t)2 + ẏ(t)2)

3
2

.

Beispiel V.5.10. Die Krümmung des Graphen y = f(x) ist

κ(x) =
f ′′(x)

(1 + f ′(x)2)
3
2

.

Speziell ergibt sich für die Parabel y = x2 die Krümmung

κ(x) =
2

(1 + 4x2)
3
2

.

Beispiel V.5.11. Für die Ellipse

x2

a2
+
y2

b2
= 1

ergibt sich aus der Parameterdarstellung von Beispiel V.5.4 die Krüm-
mung

κ(t) =
−a sin(t)(−b sin(t))− b cos(t)(−a cos(t))(

a2 cos2(t) + b2 sin2(t)
) 3

2

=
ab(

a2 cos2(t) + b2 sin2(t)
) 3

2

.

Insbesondere ergibt sich für einen Kreis mit Radius r, d.h. a = b = r,
die konstante Krümmung

κ =
1

r
.

Bemerkung V.5.12. Man kann zeigen, dass Kreise dadurch ein-
deutig charakterisiert sind, dass sie eine konstante, von Null verschie-
dene Krümmung haben. Die konstante Krümmung ist das Reziproke
des Kreisradius. Also ist die Krümmung umso größer, je kleiner der
Kreisradius ist.

Einen Kreis, der durch den Punkt P = r(t) der Kurve K geht und
dort dieselbe Krümmung und dieselbe Tangentenrichtung hat, nennt
man den Krümmungskreis an die Kurve K im Punkt P . Wegen Bei-
spiel V.5.11 hat er den Radius 1

|κ(t)| . Sein Mittelpunkt liegt auf der
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Normalen im Abstand 1
|κ(t)| von P . Unter Berücksichtigung der Orien-

tierung bzw. des Vorzeichens von κ(t) ergibt sich für den Mittelpunkt
(xM , yM) des Krümmungskreises

xM = x(t)− 1

κ(t)

ẏ(t)√
ẋ(t)2 + ẏ(t)2

= x(t)− ẏ(t) ẋ(t)2 + ẏ(t)2

ẋ(t)ÿ(t)− ẍ(t)ẏ(t)

yM = y(t) +
1

κ(t)

ẋ(t)√
ẋ(t)2 + ẏ(t)2

= y(t) + ẋ(t)
ẋ(t)2 + ẏ(t)2

ẋ(t)ÿ(t)− ẍ(t)ẏ(t)
.

Durchläuft t das Parameterintervall, beschreibt (xM , yM) eine Kurve,
die sogenannte Evolute der gegebenen Kurve.

Beispiel V.5.13. Die Evolute der Parabel y = x2 hat wegen

x(t) = t,

y(t) = t2

die Parameterdarstellung

xM = t− 2t
1 + 4t2

2
= −4t3

yM = t2 +
1 + 4t2

2

= 3t2 +
1

2
.

Durch Elimination von t ergibt sich hieraus die explizite Darstellung

yM = 3
(xM

4

) 2
3

+
1

2
.

Diese Kurve heißt Neilsche Parabel.

V.5.5. Polardarstellung einer ebenen Kurve. Jeder Punkt
P = (x, y) der Ebene ist eindeutig bestimmt durch seinen Abstand
r zum Ursprung und den Winkel ϕ der Drehung, die (r, 0) nach (x, y)
abbildet. Das Paar (r, ϕ) heißt Polarkoordinaten des Punktes P .
Die Umrechnung zwischen kartesischen Koordinaten und Polarkoordi-
naten erfolgt mit den Beziehungen

x = r cosϕ , y = r sinϕ (0 ≤ ϕ < 2π)

r =
√
x2 + y2 , ϕ =


arccos(x

r
) falls y ≥ 0 und r > 0

2π − arccos(x
r
) falls y < 0 und r > 0

undefiniert falls r = 0.
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Die Spitze eines um den Nullpunkt kreisenden Zeigers, der mit dem
Drehwinkel ϕ auch seine Länge ändert, r = r(ϕ), liegt auf einer Kurve.
Die Polarkoordinaten der Kurvenpunkte sind (r(ϕ), ϕ). Die Vorschrift
r = r(ϕ), α ≤ ϕ ≤ β, heißt Polardarstellung der Kurve; die
Achse, von der aus ϕ gemessen wird, heißt die Polarachse. Ist die
Polarachse die positive x-Achse, ergibt sich aus der Polardarstellung
der Kurve die Parameterdarstellung

x = r(ϕ) cos(ϕ),

y = r(ϕ) sin(ϕ)

mit dem Winkel ϕ als Parameter. Hieraus kann man Tangenten, Nor-
malen, Krümmung, Länge usw. berechnen. Insbesondere ergibt sich:

Die Länge einer Kurve mit Polardarstellung r = r(ϕ), α ≤
ϕ ≤ β, ist ∫ β

α

√
r(ϕ)2 +

(
d

dϕ
r(ϕ)

)2

dϕ

Beispiel V.5.14. Die Archimedische Spirale hat die Polardar-
stellung r = aϕ mit a > 0 und 0 ≤ ϕ < ∞. Die Länge nach einem
Umlauf, d.h. 0 ≤ ϕ ≤ 2π, ist∫ 2π

0

√
a2ϕ2 + a2dϕ = a

∫ 2π

0

√
ϕ2 + 1dϕ

=
a

2

[
2π
√

1 + 4π2 + ln(2π +
√

1 + 4π2)
]
.

Beispiel V.5.15. Durch r = a(1 + cosϕ), a > 0, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, wird
eine Epizykloide beschrieben. Der Umfang ist∫ 2π

0

√
a2(1 + cosϕ)2 + a2 sin2 ϕdϕ

= a

∫ 2π

0

√
2 + 2 cosϕdϕ

∣∣∣ cosϕ = cos2(
ϕ

2
)− sin2(

ϕ

2
)

= a

∫ 2π

0

√
2(1 + cos2(

ϕ

2
)− sin2(

ϕ

2
))dϕ

= 2a

∫ 2π

0

∣∣∣cos(
ϕ

2
)
∣∣∣ dϕ ∣∣∣t =

ϕ

2

= 4a

∫ π

0

|cos(t)| dt
∣∣∣ cos(

π

2
+ t) = − cos(

π

2
− t)

= 8a

∫ π
2

0

cos(t)dt

= 8a.
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V.5.6. Flächeninhalte. Sind f, g : [a, b] → R zwei stetige Funk-
tionen, dann ist der Inhalt F der durch die vier Kurven y = f(x),
y = g(x), x = a und x = b berandeten Fläche gegeben durch

F =

∫ b

a

|f(x)− g(x)|dx.

Beispiel V.5.16. Die Fläche zwischen den beiden Parabeln 4y = x2

und y2 = 4x über dem Intervall [0, 4] ist∫ 4

0

| 2
√
x− 1

4
x2︸ ︷︷ ︸

≥0 auf [0,4]

| =
(

2 · 2
3
x

3
2 − 1

4
· 1
3
x3

)∣∣∣∣∣
4

0

=
16

3
.

Ist r : [α, β]→ [0,∞) stetig, dann beträgt der Flächeninhalt F der
Fläche, die in Polarkoordinaten von den drei Kurven r = r(ϕ), ϕ = α
und ϕ = β begrenzt wird,

F =
1

2

∫ β

α

r(ϕ)2dϕ.

Wir betrachten eine Kurve K mit der Eigenschaft, dass jeder vom
Ursprung ausgehende Strahl die Kurve K höchstens einmal schneidet.
Die Strahlenstücke zwischen dem Ursprung und der Kurve überstrei-
chen eine Fläche, die zu K gehörende Sektorfläche. Ist

x = x(t),

y = y(t),

a ≤ t ≤ b, eine Parameterdarstellung von K, kann zu jedem Parame-
terwert t durch

ϕ(t) = arctan(
y(t)

x(t)
)

eindeutig ein Polarwinkel festgelegt werden. Die Transformation t 7→
ϕ(t) ist also bijektiv. Wegen

dϕ

dt
=

1

1 +
(
y(t)
x(t)

)2

ẏ(t)x(t)− y(t)ẋ(t)
x(t)2

=
ẏ(t)x(t)− y(t)ẋ(t)
x(t)2 + y(t)2

=
ẏ(t)x(t)− y(t)ẋ(t)

r(ϕ(t))2
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gilt für den Flächeninhalt der Sektorfläche die

Leibnizsche Sektorformel:

F =
1

2

∫ b

a

[ẏ(t)x(t)− y(t)ẋ(t)]dt.

Beispiel V.5.17. Für die Ellipse

x2

a2
+
y2

b2
= 1

ergibt sich wegen

x = a cos(t),

y = b sin(t)

der Flächeninhalt

F =
1

2

∫ 2π

0

[b cos(t)a cos(t)− b sin(t)(−a sin(t))]dt

=
1

2

∫ 2π

0

abdt

= abπ.

Beispiel V.5.18. Die von der Astroide, Beispiel V.5.5,

x = R cos3(t) + 2,

y = R sin3(t) + 3,

0 ≤ t ≤ 2π, begrenzte Fläche hat den Inhalt

F =
1

2

∫ 2π

0

[(R cos3(t) + 2)3R sin2(t) cos(t)

− (R sin3(t) + 3)3R cos2(t)(− sin(t))]dt

=
1

2

∫ 2π

0

[3R2 cos4(t) sin2(t) + 3R2 sin4(t) cos2(t)

+ 6R sin2(t) cos(t) + 9R cos2(t) sin(t)]dt

=
1

2

∫ 2π

0

3R2 cos2(t) sin2(t)dt+
1

2

∫ 2π

0

6R sin2(t) cos(t)dt︸ ︷︷ ︸
=0

+
1

2

∫ 2π

0

9R cos2(t) sin(t)dt︸ ︷︷ ︸
=0
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=
1

2

∫ 2π

0

3

4
R2 sin2(2t)dt

∣∣∣z = 2t

=

∫ 4π

0

3

16
R2 sin2(z)dz

=
3

8
R2

∫ 2π

0

sin2(z)dz
∣∣∣Beispiel V.2.2(3) (S. 175)

=
3

8
πR2

∣∣∣R = 4r

= 6πr2.

Das ist das 6-fache des Inhaltes des kleinen, im Innern abrollenden
Kreises.

V.5.7. Volumina von Rotationskörpern. Ein durch Drehung
der Kurve y = f(x), a ≤ x ≤ b, um die x-Achse erzeugter Rotati-
onskörper hat das Volumen

V = π

∫ b

a

f(x)2dx.

Beispiel V.5.19. Nach Wahl eines passenden Koordinatensystems
entsteht ein Kreiskegel durch Rotation der Kurve y = r

h
x, 0 ≤ x ≤ h,

um die x-Achse. Das Volumen ist

V = π

∫ h

0

( r
h
x
)2

dx

= π
r2

h2

1

3
h3

=
1

3
πr2h.

Beispiel V.5.20. Man erhält einen Torus (Reifen) mit Radien
0 < r < R, indem man aus dem Rotationskörper, der durch Drehung
von y1 = R+

√
r2 − x2, −r ≤ x ≤ r, um die x-Achse entsteht, den Ro-

tationskörper ausschneidet, der durch Drehung von y2 = R−
√
r2 − x2,

−r ≤ x ≤ r, um die x-Achse entsteht. Damit ist das Volumen des Torus

V = π

∫ r

−r
(y2

1 − y2
2)dx

= π

∫ r

−r
4R
√
r2 − x2dx

∣∣∣x = r cos(t)

= 4πR

∫ π

0

√
r2 − r2 cos2(t)r sin(t)dt

= 4πRr2

∫ π

0

sin2(t)dt
∣∣∣Beispiel V.2.2(3) (S. 175)
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= 2π2r2R.

V.5.8. Mantelflächen von Rotationskörpern. Die Mantelflä-
che eines durch Drehung der Kurve y = f(x), a ≤ x ≤ b, um die
x-Achse erzeugten Rotationskörpers ist

M = 2π

∫ b

a

f(x)
√

1 + f ′(x)2dx.

Beispiel V.5.21. Die Mantelfläche des Kegels aus Beispiel V.5.19
ist

M = 2π

∫ h

0

r

h
x

√
1 + (

r

h
)2dx

= 2π
r

h

√
1 + (

r

h
)2

1

2
h2

= πr
√
r2 + h2.

Beispiel V.5.22. Die Mantelfläche des Torus aus Beispiel V.5.20
ist die Summe der Mantelflächen der beiden zu y1 und y2 gehörenden
Körper. Wegen y′2 = −y′1 erhalten wir

M = 2π

∫ r

−r
(y1 + y2)

√
1 + (y′1)

2dx

= 2π

∫ r

−r
2R
√

1 + (y′1)
2dx

∣∣∣y′1 = − x√
r2 − x2

= 4πR

∫ r

−r

r√
r2 − x2

dx

= 4πR

∫ r

−r

1√
1− (x

r
)2
dx

∣∣∣t =
x

r

= 4πRr

∫ 1

−1

1√
1− t2

dt

= 8πRr

∫ 1

0

1√
1− t2

dt

= 8πRr arcsin(t)

∣∣∣∣∣
1

0

= 4π2Rr.

V.6. Numerische Integration∗

V.6.1. Quadraturformeln∗. Viele bestimmte Integrale kann
man nicht explizit bestimmen. Man muss sie numerisch näherungs-
weise berechnen. Hierzu benutzt man Quadraturformeln; das sind
Ausdrücke der Form
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Q(f) =
n∑
k=0

ckf(xk).

Die Zahlen c0, c1, . . . , cn heißen die Gewichte der Quadraturformel;
x0, x1, . . . , xn ∈ [a, b] sind die Knoten ([a, b] ist der Integrationsbe-
reich). Die Güte einer Quadraturformel wird durch ihre Ordnung ge-
messen. Dies ist die maximale Zahl K, sodass alle Polynome vom Grad
≤ K durch die Quadraturformel exakt integriert werden.

Die wichtigsten Quadraturformeln sind:

(b− a)f(
a+ b

2
) Mittelpunktsregel,

Ordnung 1

b− a
2

[f(a) + f(b)] Trapezregel,

Ordnung 1

b− a
6

[f(a) + 4f(
a+ b

2
) + f(b)] Simpsonregel,

Ordnung 3.

Geometrisch beschreibt die Trapezregel die Fläche des Trapezes mit
Grundseite [a, b] und Höhen f(a) und f(b).

Bei fest vorgegebenen Knoten (z.B. äquidistant: xk = a + b−a
n
k,

0 ≤ k ≤ n) kann man die Gewichte so bestimmen, dass man eine
Quadraturformel der Ordnung n erhält. Die entsprechenden Gewichte
sind gegeben durch

ck =

∫ b

a

n∏
i=0
i6=k

x− xi
xk − xi

(0 ≤ k ≤ n).

Die entsprechenden Quadraturformeln heißen Newton-Cotes-For-
meln. Die Trapezregel ist ein Beispiel für eine Newton-Cotes-Formel.

Lässt man auch die Wahl der Knoten frei, kann man Quadratur-
formeln der Ordnung 2n + 1 konstruieren. Derartige Formeln heißen
Gauß-Formeln. Die Mittelpunktsregel ist ein Beispiel für eine Gauß-
Formel. Weitere Beispiele sind:

b− a
2

[
f(

3 +
√

3

6
a+

3−
√

3

6
b) + f(

3−
√

3

6
a+

3 +
√

3

6
b)
]
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Ordnung 3,

b− a
18

[
5f(

5 +
√

15

10
a+

5−
√

15

10
b) + 8f(

a+ b

2
)

+ 5f(
5−
√

15

10
a+

5 +
√

15

10
b)
]

Ordnung 5.

Für beliebiges n sind die Knoten der entsprechenden Gauß-Formel
die auf das Intervall [a, b] transformierten Nullstellen des (n + 1)-ten
Legendre-Polynoms; die Gewichte sind durch obige Formel für Newton-
Cotes-Formeln gegeben. Knoten und Gewichte können numerisch sta-
bil und effizient durch Lösen eines geeigneten Eigenwertproblems be-
stimmt werden.

V.6.2. Zusammengesetzte Quadraturformeln∗. Man kann of-
fensichtlich versuchen, ein zu berechnendes Integral immer genauer nu-
merisch anzunähern, indem man Quadraturformeln mit immer mehr
Knoten und entsprechend höherer Ordnung benutzt. Man kann jedoch
zeigen, dass dieser einfache Weg nicht funktioniert: Egal wie man die
Folge der Knoten wählt, es gibt immer eine Funktion, dessen Integral
mit wachsender Knotenzahl immer schlechter approximiert wird.

Einen Ausweg aus dieser Zwickmühle bieten zusammengesetzte
Quadraturformeln. Die Idee ist einfach: Das Integrationsintervall
[a, b] wird in viele gleich große Intervalle unterteilt, auf jedem Teilinter-
vall wird eine feste Quadraturformel, z.B. die Trapezregel, angewandt
und die Ergebnisse werden aufaddiert. Zur Verdeutlichung wähle ein
n ≥ 2 und setze h = b−a

n
, dann lauten die zusammengesetzte Mit-

telpunktsregel, Trapezregel und Simpsonregel:

h

n∑
i=1

f(a+
2i− 1

2
h),

h

2

[
f(a) + 2

n−1∑
i=1

f(a+ ih) + f(b)

]
,

h

6

[
f(a) + 2

n−1∑
i=1

f(a+ ih) + 4
n∑
i=1

f(a+
2i− 1

2
h) + f(b)

]
.

Der Fehler dieser drei Näherungen zu dem Integral
∫ b
a
f(x)dx verhält

sich wie ch2 für die Mittelpunkts- und Trapezregel und wie ch4 für die
Simpsonregel.

Generell gilt:
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Basiert die zusammengesetzte Quadraturformel auf einer
Formel der Ordnung K, so hat sie bei hinreichend oft diffe-
renzierbaren Integranden f einen Fehler von chK+1.

Dabei ist c eine Konstante, die nur von der betreffenden Quadratur-
formel und dem Integranden f abhängt. Ein Fehler von ch2 bzw. ch4

bedeutet, dass sich der Fehler bei Halbieren von h um den Faktor 4
bzw. 16 reduziert.

Die folgenden Java-Programme realisieren die zusammengesetzte
Mittelpunkts-, Trapez- und Simpsonregel sowie die zusammengesetzten
Gauß-Formeln der Ordnungen 3, 5 und 7. Dabei ist fct eine abstrakte
Klasse, die für eine stetige Funktion den Funktionswert f liefert.

// midpoint rule

private double midpoint( int nn ) {

double integral = 0.0;

double h = (rightBoundary - leftBoundary)/nn;

double x = leftBoundary + h/2;

for( int i = 0; i < nn; i++ ) {

integral += fct.f( x );

x += h;

}

return integral*h;

} // end of midpoint

// trapezoidal rule

private double trapezoidal( int nn ) {

double integral;

double h = (rightBoundary - leftBoundary)/nn;

integral = (fct.f( leftBoundary ) + fct.f( rightBoundary ))/2;

double x = leftBoundary + h;

for( int i = 1; i < nn; i++ ) {

integral += fct.f( x );

x += h;

}

return integral*h;

} // end of trapezoidal

// simpson rule

private double simpson( int nn ) {

return (trapezoidal( nn ) + 2.0*midpoint( nn ))/3.0;

} // end of simpson

// 2 point Gauss rule

private double Gauss2( int nn ) {

double[] x = new double[2];

double[] w = new double[2];

double integral = 0.0;

double a = leftBoundary;

double h = (rightBoundary - leftBoundary)/nn;

w[0] = w[1] = 0.5;

x[0] = (3.0 - Math.sqrt(3.0))/6.0;

x[1] = 1.0 - x[0];

x[0] *= h, x[1] *= h;

for( int i = 0; i < nn; i++ ) {

integral += w[0]*fct.f( a + x[0] ) + w[1]*fct.f( a + x[1] );

a += h;
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}

return integral*h;

} // end of Gauss2

// 3 point Gauss rule

private double Gauss3( int nn ) {

double[] x = new double[3];

double[] w = new double[3];

double integral = 0.0;

double a = leftBoundary;

double h = (rightBoundary - leftBoundary)/nn;

w[0] = w[2] = 5.0/18.0, w[1] = 4.0/9.0;

x[0] = (5.0 - Math.sqrt(15.0))/10.0;

x[2] = 1.0 - x[0], x[1] = 0.5;

x[0] *= h, x[1] *= h, x[2] *= h;

for( int i = 0; i < nn; i++ ) {

integral += w[0]*fct.f( a + x[0] ) + w[1]*fct.f( a + x[1] )

+ w[2]*fct.f( a + x[2] );

a += h;

}

return integral*h;

} // end of Gauss3

// 4 point Gauss rule

private double Gauss4( int nn ) {

double[] x = new double[4];

double[] w = new double[4];

double integral = 0.0;

double a = leftBoundary;

double h = (rightBoundary - leftBoundary)/nn;

w[0] = w[3] = (18.0 - Math.sqrt(30.0))/72.0;

w[1] = w[2] = 0.5 - w[0];

x[0] = (1.0 - Math.sqrt( (15.0 + 2.0*Math.sqrt(30.0))/35.0 ))/2.0;

x[1] = (1.0 - Math.sqrt( (15.0 - 2.0*Math.sqrt(30.0))/35.0 ))/2.0;

x[2] = 1.0 - x[1], x[3] = 1.0 - x[0];

x[0] *= h, x[1] *= h, x[2] *= h, x[3] *= h;

for( int i = 0; i < nn; i++ ) {

integral += w[0]*fct.f( a + x[0] ) + w[1]*fct.f( a + x[1] );

integral += w[2]*fct.f( a + x[2] ) + w[3]*fct.f( a + x[3] );

a += h;

}

return integral*h;

} // end of Gauss4

Beispiel V.6.1. Tabelle V.6.1 zeigt die Ergebnisse der zusammen-
gesetzten Mittelpunkts-, Trapez- und Simpsonregel für das Integral∫ 1

0

3

2

√
xdx = 1.

Für die zusammengesetzten Gauß-Formeln mit 2, 3 und 4 Knoten (Ord-
nungen 3, 5 und 7) sind die entsprechenden Ergebnisse in Tabelle V.6.2
wiedergegeben.

V.6.3. Romberg Verfahren∗. Es soll
∫ b
a
f(x)dx näherungsweise

berechnet werden. Wir bezeichnen dazu mit T0,k, k = 0, 1, . . . , N , das
Ergebnis der zusammengesetzten Trapezregel für dieses Integral zu h =
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Tabelle V.6.1. Mittelpunkts-, Trapez- und Simpson-
regel angewandt auf das Integral

∫ 1

0
3
2

√
x

h Mittelpunkt Trapez Simpson

1 1.06066 0.75000 0.95711
1
2

1.02452 0.99530 0.98479
1
4

1.00947 0.96493 0.99462
1
8

1.00355 0.98720 0.99810
1
16

1.00131 0.99537 0.99933
1
32

1.00047 0.99834 0.99976
1
64

1.00017 0.99941 0.99992
1

128
1.00006 0.99979 0.99997

Tabelle V.6.2. Gaußsche Formeln mit 2, 3 und 4 Kno-
ten angewandt auf das Integral

∫ 1

0
3
2

√
x

h 2 Knoten 3 Knoten 4 Knoten

1 1.01083 1.00377 1.00174
1
2

1.00386 1.00133 1.00062
1
4

1.00137 1.00047 1.00022
1
8

1.00048 1.00017 1.00008
1
16

1.00017 1.00006 1.00003
1
32

1.00006 1.00002 1.00001
1
64

1.00002 1.00001 1.00000
1

128
1.00001 1.00000 1.00000

(b − a)2−k, d.h. zur Unterteilung in 2k Teilintervalle. Wir wählen ein
K ∈ {1, . . . , N} und berechnen nun rekursiv

Romberg-Verfahren:

Ti+1,k =
4i+1Ti,k+1 − Ti,k

4i+1 − 1
i = 0, 1, . . . , K − 1, k = 0, 1, . . . , N − i− 1.

Jedes Ti,k ist eine Näherung für
∫ b
a
f(x)dx mit einem Fehler ci

(
b−a
2k

)i+1
,

d.h. ∫ b

a

f(x)dx− Ti,k = O(2−k(i+1)).
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Dabei hängen die Faktoren ci nur von i und dem Integranden f ab. Der
Übergang von Ti,k zu Ti,k+1 bedeutet also eine Reduktion des Fehlers
um den Faktor 2i+1.

Das folgende Java-Programm realisiert das Romberg-Verfahren. Die
Methode trapezoidal ist die im vorigen Abschnitt angegebene zusam-
mengesetzte Trapezregel. Die Variable numberOfIntervals gibt die ur-
sprüngliche Zahl der Teilintervalle für die zusammengesetzte Trapezre-
gel an.
// Romberg scheme

private void romberg() {

double factor = 4.0;

int ni = numberOfIntervals;

for( int level = 0; level <= numberOfRefinements; level++ ) {

quad[0][level] = trapezoidal( ni );

ni *=2;

}

for( int column = 1; column <= numberOfRefinements; column++ ) {

for( int level = 0; level <= numberOfRefinements - column;

level++ )

quad[column][level] = (factor*quad[column-1][level+1]

- quad[column-1][level])

/(factor - 1.0);

factor *= 4.0;

}

} // end of romberg

Beispiel V.6.2. Tabelle V.6.3 zeigt die Ergebnisse des Romberg-
Verfahrens angewandt auf das Integral

∫ 1

0
3
2

√
x = 1.

Tabelle V.6.3. Romberg-Verfahren für
∫ 1

0
3
2

√
x = 1

k T0,k T1,k T2,k T3,k T4,k

0 0.750000 0.957107 0.986635 0.995411 0.998389
1 0.905330 0.984789 0.995274 0.998378 0.999431
2 0.964925 0.994619 0.998329 0.999426 0.999799
3 0.987195 0.998097 0.999409 0.999797 0.999929
4 0.995372 0.999327 0.999791 0.999928
5 0.998338 0.999762 0.999926
6 0.999406 0.999916
7 0.999788





KAPITEL VI

Gewöhnliche Differentialgleichungen I
Skalare Gleichungen

VI.1. Einführung

VI.1.1. Beispiele. Zur Motivation beginnen wir mit einigen ver-
trauten Beispielen und interpretieren sie als gewöhnliche Differential-
gleichungen.

Beispiel VI.1.1. Wir suchen eine Stammfunktion y zu einer gege-
benen Funktion f auf einem Intervall I, d.h. gesucht ist eine differen-
zierbare Funktion y : I → R mit

y′(x) = f(x) für alle x ∈ I.

Dies ist eine skalare gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung.
Da jede stetige Funktion eine Stammfunktion besitzt, hat die Diffe-
rentialgleichung mindestens eine Lösung. Da je zwei Stammfunktionen
von f sich um eine additive Konstante unterscheiden, besitzt die Dif-
ferentialgleichung unendlich viele Lösungen, die Lösungsmenge ist ein-
parametrig.
Wir wählen nun einen beliebigen Punkt x0 ∈ I und eine beliebige re-
elle Zahl y0 aus. Dann gibt es genau eine Stammfunktion y von f mit
y(x0) = y0:

y′(x) = f(x) für alle x ∈ I
y(x0) = y0.

Dies ist ein Anfangswertproblem. Seine eindeutige Lösung ist

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t)dt.

Beispiel VI.1.2. Zu einer gegebenen stetigen Funktion f auf einem
Intervall I suchen wir jetzt eine Funktion y, deren n-te Ableitung,
n ≥ 1, gleich f ist:

y(n)(x) = f(x) für alle x ∈ I.

Dies ist eine skalare gewöhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung.
Wir können alle ihre Lösungen durch n-malige unbestimmte Integration
von f bestimmen. Die Lösungsmenge ist also n-parametrig.
Wählen wir wieder einen Punkt x0 ∈ I aus und schreiben die Werte

217
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von y(x0), . . . , y
(n−1)(x0) vor, erhalten wir ein Anfangswertproblem:

y(n)(x) = f(x) für alle x ∈ I
y(x0) = y0

...
...

y(n−1)(x0) = yn−1.

Es hat wieder eine eindeutige Lösung.

Beispiel VI.1.3. Wir betrachten eine lineare Pendelbewegung.
Nach dem Hookeschen Gesetz ist die rücktreibende Kraft proportio-
nal zur Auslenkung s(t). Nach den Newtonschen Bewegungsgesetzen
ist diese Kraft andererseits proportional zur Beschleunigung s̈(t). Da-
her erfüllt die Auslenkung die gewöhnliche Differentialgleichung

s̈(t) + ω2s(t) = 0 für alle t ∈ R
mit ω ∈ R. Die Auslenkung ist für alle Zeiten eindeutig bestimmt durch
die Angabe der Anfangsauslenkung s(t0) und der Anfangsgeschwindig-
keit ṡ(t0) zu einer beliebig gewählten Anfangszeit t0.

Beispiel VI.1.4. Wir betrachten eine gedämpfte Federschwingung.
Die Auslenkung s(t) genügt aufgrund der Newtonschen Kraftgesetze
der gewöhnlichen Differentialgleichung

s̈(t) + rṡ(t) + ω2s(t) = 0 für alle t ∈ R.
Dabei ist ω ∈ R wie in Beispiel VI.1.3, und r > 0 beschreibt die
Reibung.

Beispiel VI.1.5. Ein Fahrzeug der Masse m > 0 werde durch die
konstante Kraft K > 0 beschleunigt. Der Luftwiderstand sei proportio-
nal zum Quadrat der Geschwindigkeit. Dann führen die Newtonschen
Kraftgesetze auf die gewöhnliche Differentialgleichung

mẍ(t) = K − rẋ(t)2 für alle t ∈ R
für die zurückgelegte Strecke x(t). Dabei ist r > 0.

VI.1.2. Grundbegriffe. Gegeben seien ein Intervall I ⊂ R, eine
natürliche Zahl n ≥ 1 und eine Funktion f : I × Rn → R.

Eine Bestimmungsgleichung der Form

(VI.1.1) y(n) = f(x, y, . . . , y(n−1)),

in der neben der Variablen x und der gesuchten Funktion y : I →
R auch deren Ableitungen bis und mit der Ordnung n vorkommen,
heißt eine (explizite, skalare)gewöhnlicheDifferentialglei-
chung n-ter Ordnung oder kurz gDgl n-ter Ordnung.
(Die Gleichung heißt explizit, weil die höchste Ableitung y(n) nur auf
der linken Seite der Gleichung auftritt. Sie heißt skalar, weil die gesuch-
te Funktion y : I → R reell- und nicht vektorwertig ist.)
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Im Fall n = 1 sprechen wir einfach von einer gewöhnlichen Dif-
ferentialgleichung oder kurz gDgl. Eine gDgl (beliebiger Ord-
nung) heißt autonom, wenn die Funktion f nicht von der Variablen
x abhängt, d.h. die abhängige Variable tritt nicht explizit auf.

Eine auf einem Intervall J n-mal differenzierbare Funktion y : J →
R heißt eine Lösung der gDgl (VI.1.1), wenn J ⊂ I ist und wenn für
alle x ∈ J gilt

y(n)(x) = f(x, y(x), . . . , y(n−1)(x)).

Man beachte, dass der Definitionsbereich J einer Lösung y von (VI.1.1)
eine echte Teilmenge des Intervalls I sein kann.

Wie die Beispiele des vorigen Abschnittes zeigen, kann die Lösungs-
menge einer gDgl mehrparametrige Lösungsscharen enthalten. Man
fasst jede r-parametrige Lösungsschar als eine Lösung mit r freien Pa-
rametern auf. Eine einzelne Lösung, die keine frei wählbaren Parameter
enthält, wird als spezielle oder partikuläre Lösung bezeichnet.
Häufig erhält man eine partikuläre lösung durch Festlegen der Parame-
ter einer parameterabhängigen Lösung. Eine partikuläre Lösung, die
keiner parameterabhängigen Lösungsschar angehört, nennt man eine
singulaere Loesung. Eine parameterabhängige Lösung einer gDgl
n-ter Ordnung heißt allgemein, wenn sie n frei wählbare Parameter
enthält. Sie heißt vollständig, wenn durch Variation ihrer Parameter
alle Lösungen der gDgl erfasst werden.

Unter einem Anfangswertproblem, kurz AWP, versteht man
eine gDgl n-ter Ordnung zusammen mit n Bestimmungsgleichungen für
die Ableitungen y, . . . , y(n−1) in einem Punkt x0 ∈ I:

y(n) = f(x, y, . . . , y(n−1))

y(x0) = y0

...
...

y(n−1)(x0) = yn−1.

Ein AWP heißt lokal lösbar, wenn es positive Zahlen ε1 und ε2 gibt,
so dass es auf dem Intervall (x0 − ε1, x0 + ε2) eine Lösung y besitzt,
d.h. y ist auf (x0− ε1, x0 + ε2) n-mal differenzierbar, löst die gDgl und
erfüllt die Anfangsbedingungen. Dieses y heißt eine lokale Lösung.
Ein AWP heißt sachgemäß gestellt, englisch properly posed,
wenn folgende drei Bedingungen erfüllt sind:

• Existenz einer lokalen Lösung,
• Eindeutigkeit der lokalen Lösung,
• stetige Abhängigkeit der lokalen Lösung von den Anfangswer-

ten.

VI.1.3. Geometrische Deutung. Wir betrachten die gDgl

y′(x) = f(x, y)
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mit f : I × J → R und zwei Intervallen I, J in R. Durch jeden Punkt
(x, y) ∈ I × J zeichnen wir ein kurzes Geradenstück mit der Steigung
f(x, y). Dies liefert das sogenannte Richtungsfeld der gDgl. Eine
Lösung der gDGl ist dann eine Kurve, die in jedem Kurvenpunkt tan-
gential zum Richtungsfeld verläuft.

VI.1.4. Eindeutigkeitsfragen. Das folgende Beispiel zeigt, dass
nicht jedes AWP sachgemäß gestellt ist.

Beispiel VI.1.6. Wir betrachten das AWP

y′ =
√
|y|

y(0) = 0.

Offensichtlich ist die konstante Funktion u = 0 eine Lösung des AWP.
Für die Funktion

v(x) =

{
1
4
x2 für x ≥ 0

0 für x < 0

erhalten wir andererseits√
|v(x)| =

{
1
2
x für x ≥ 0

0 für x < 0

und

v′(x) =

{
1
2
x für x ≥ 0

0 für x < 0.

Also ist v auch eine Lösung des AWP, und das AWP ist nicht sachgemäß
gestellt.
Es gibt sogar unendlich viele Lösungen: Für beliebige Zahlen a < 0,
b > 0 definieren wir

va,b(x) =


1
4
(x− b)2 für x > b

0 für a ≤ x ≤ b

−1
4
(x− a)2 für x < a.

Wie man leicht nachrechnet, ist jede dieser Funktionen eine Lösung des
AWP.

Wir werden in Kapitel X einen allgemeinen Existenz- und Eindeu-
tigkeitssatz für Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen angeben,
der als Spezialfall skalare gDgl umfasst. Wir können ihn an dieser Stel-
le nicht angeben, da wir dazu Kenntnisse über Funktionen mehrerer
Veränderlicher benötigen, die wir erst in Kapitel VIII kennen lernen
werden. Daher werden wir in den folgenden Abschnitten bei den dort
betrachteten gDgl stets separat auf die Frage der Existenz und Eindeu-
tigkeit eingehen.
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VI.2. Differentialgleichungen 1. Ordnung

VI.2.1. Trennung der Variablen. Wir betrachten die gDgl

y′ = f(x)g(y).

Dabei sind f : I → R und g : J → R zwei stetige Funktionen auf
Intervallen I, J in R.

Ist η eine Nullstelle von g, d.h. g(η) = 0, so ist die konstante Funk-
tion y(x) = η für alle x ∈ I offensichtlich eine Lösung der gDgl.

Ist g(η) 6= 0, so gibt es wegen der Stetigkeit von g ein offenes Inter-
vall J ′ mit J ′ ⊂ J , η ∈ J ′ und g(z) 6= 0 für alle z ∈ J ′. Die Funktion 1

g

ist auf J ′ stetig und besitzt daher eine Stammfunktion G

G =

∫
1

g(z)
dz.

Aus der Kettenregel folgt für jede differenzierbare Funktion y : I → J ′

d

dx
G(y(x)) = G′(y(x))y′(x)

=
y′(x)

g(y(x))
.

Ist also y eine Lösung unserer gDgl, folgt

d

dx
G(y(x)) = f(x)

und G ◦ y muss eine Stammfunktion von f sein. Bezeichnen wir mit

F =

∫
f(x)dx

irgendeine Stammfunktion von f , gilt daher

G(y) = F (x) + c

mit c ∈ R. Da die Ableitung 1
g

von G nicht verschwindet, kann gemäß

Abschnitt IV.3 diese Gleichung nach y aufgelöst werden. Die so gewon-
nene Funktion löst unsere gDgl.

Zusammenfassend erhalten wir:

Bestimmung der allgemeinen Lösung der gDgl

y′ = f(x)g(y) :

• Bestimme alle Nullstellen η von g. Die konstante
Funktion

y(x) = η für alle x ∈ I
ist eine Lösung der gDgl.
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• Bestimme alle Teilintervalle J ′ von J , auf denen g
nicht verschwindet. Für diese Teilintervalle berech-
ne

G =

∫
1

g(z)
dz

F =

∫
f(x)dx

und löse die Gleichung

G(y) = F (x) + c

mit c ∈ R nach y auf.

Für das entsprechende AWP ergibt sich folgende Vorgehensweise:

Lösen des AWP

y′ = f(x)g(y)

y(x0) = y0 :

• Ist g(y0) = 0, so ist

y(x) = y0 für alle x ∈ I
Lösung des AWP.
• Ist g(y0) 6= 0, bestimme

G(y) =

∫ y

y0

1

g(z)
dz

F (x) =

∫ x

x0

f(s)ds

und löse die Gleichung

G(y) = F (x)

nach y auf.

Beispiel VI.2.1. Wir greifen Beispiel VI.1.5 (S. 218) auf und be-
zeichnen mit v(t) = ẋ(t) die Geschwindigkeit des Fahrzeugs. Dann gilt
für v die gDgl

mv̇ = K − rv2

und somit nach Division durch m

v̇ =
K

m
− r

m
v2.

Diese ist vom betrachteten Typ mit

f(x) = 1,
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g(y) =
K

m
− r

m
y2

=
r

m

(√
K

r
− y

)(√
K

r
+ y

)
.

Wegen

g

(
±
√
K

r

)
= 0

sind

v(t) =

√
K

r

und

v(t) = −
√
K

r

zwei Lösungen der gDgl. Da v hier der Betrag der Geschwindigkeit ist,
ist die zweite Lösung physikalisch sinnlos.

Auf (−
√

K
r
,
√

K
r
) erhalten wir∫

1

g(z)
dz =

m

r

∫
1(√

K
r
− z
)(√

K
r

+ z
)dz

=
m

r

1

2
√

K
r

∫
1(√
K
r
− z
) +

1(√
K
r

+ z
)dz

=
m

2
√
Kr

[
ln(

√
K

r
+ z)− ln(

√
K

r
− z)

]

=
m

2
√
Kr

ln


√

K
r

+ z√
K
r
− z


=

m

2
√
Kr

ln

∣∣∣∣∣∣
√

K
r

+ z√
K
r
− z

∣∣∣∣∣∣
 .

Analog ergibt sich auf (−∞,−
√

K
r
) und auf (

√
K
r
,∞)

∫
1

g(z)
dz =

m

2
√
Kr

ln

∣∣∣∣∣∣
√

K
r

+ z√
K
r
− z

∣∣∣∣∣∣
 .
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Also lautet die Bestimmungsgleichung für v

m

2
√
Kr

ln

∣∣∣∣∣∣
√

K
r

+ v√
K
r
− v

∣∣∣∣∣∣
 =

∫
1dt

= t+ c.

Bezeichne mit v0 = v(0) die Anfangsgeschwindigkeit zur Anfangszeit

t0 = 0. Ist v0 =
√

K
r
, ergibt sich die Lösung

v(t) =

√
K

r

des AWP. Ist v0 6=
√

K
r

und v0 ≥ 0 (der Fall v0 < 0 ist physikalisch

sinnlos), erhalten wir durch Einsetzen von t = 0 und v(0) = v0 in die
Bestimmungsgleichung die Beziehung

c =
m

2
√
Kr

ln

∣∣∣∣∣∣
√

K
r

+ v0√
K
r
− v0

∣∣∣∣∣∣
 .

Damit ergibt sich die Bestimmungsgleichung

m

2
√
Kr

ln

∣∣∣∣∣∣
√

K
r

+ v√
K
r
− v

∣∣∣∣∣∣
 = t+

m

2
√
Kr

ln

∣∣∣∣∣∣
√

K
r

+ v0√
K
r
− v0

∣∣∣∣∣∣


für die Lösung v des AWP. Beim Auflösen dieser Gleichung nach v

müssen wir die Fälle 0 ≤ v0 <
√

K
r

und v0 >
√

K
r

unterscheiden.

Aus Stetigkeitsgründen gilt dann für hinreichend kleines t 6= 0 ebenso

0 ≤ v(t) <
√

K
r

bzw. v(t) >
√

K
r
. Mit etwas Rechnung erhalten wir in

beiden Fällen die Lösung

v(t) =

√
K

r

(1 +
√

r
K
v0)e

2
√

Kr
m

t − 1 +
√

r
K
v0

(1 +
√

r
K
v0)e

2
√

Kr
m

t + 1−
√

r
K
v0

.

Für t→∞ ergibt sich die Grenzgeschwindigkeit

v∞ = lim
t→∞

v(t)

=

√
K

r
.

Beispiel VI.2.2. Ein zylindrischer Wasserbehälter mit Radius R
entleert sich unter Einfluss der Schwerkraft durch ein kreisförmiges
Loch mit Radius ρ im Boden. Nach dem Gesetz von Toricelli gilt für
die Ausströmgeschwindigkeit

v(t) = −
√

2gh(t),
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wobei h(t) die Füllhöhe ist. Außerdem gilt die Kontinuitätsgleichung

Rḣ = ρv.

Insgesamt erhalten wir das AWP

ḣ = − ρ
R

√
2gh

h(0) = h0.

Zur Abkürzung setzen wir

k =
ρ

R

√
2g.

Dann ist

f(x) = 1

g(y) = −k√y.

Wir erhalten die Bestimmungsgleichung (sofern h > 0!)

2

k
(
√
h0 −

√
h) = −

∫ h

h0

1

k
√
z
dz

=

∫ t

0

1ds

= t.

Lösen wir diese Gleichung nach h(t) auf und beachten, dass sie nur so
lange gilt, wie h(t) > 0 ist, erhalten wir die Lösung

h(t) =

{
(
√
h0 − kt

2
)2 für 0 ≤ t < 2

√
h0

k

0 für t ≥ 2
√
h0

k
.

Man beachte: Das AWP

ḣ = −k
√
h

h(t0) = 0

ist für t < t0 nicht eindeutig lösbar. Man kann bei einem leeren Behälter
nicht die ursprüngliche Füllhöhe bestimmen.

VI.2.2. Variation der Konstanten. Wir betrachten jetzt gDgl
der Form

y′ + a(x)y = f(x)

mit auf einem Intervall I stetigen Funktionen a und f . Eine solche gDgl
heißt lineare gDgl 1. Ordnung. Sie heißt homogen, wenn f = 0
ist; sonst heißt sie inhomogen.

Wir machen folgende Beobachtungen:

• Sind y1 und y2 zwei Lösungen der inhomogenen gDgl, so ist
y = y1 − y2 eine Lösung der homogenen gDgl.
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• Ist yh eine Lösung der homogenen gDgl und yp eine Lösung
der inhomogenen gDgl, so ist y = yh+yp auch eine Lösung der
inhomogenen gDgl.
• Sind y1 und y2 zwei Lösungen der homogenen gDGl und sind
α, β beliebige reelle Zahlen, so ist y = αy1 + βy2 auch eine
Lösung der homogenen gDgl.

Diese Eigenschaften beruhen auf der Linearität der Abbildung y 7→
y′ + a(x)y.

Wegen der zweiten Beobachtung suchen wir zunächst die allgemei-
ne Lösung der homogenen gDgl und versuchen dann, eine partikuläre
Lösung der inhomogenen gDgl zu finden.

Die homogene lineare gDgl

y′ + a(x)y = 0

ist vom im vorigen Abschnitt betrachteten Typ mit (in der dortigen
Notation!)

f(x) = −a(x)
g(y) = y.

Bezeichnen wir mit

A =

∫
a(x)dx

irgendeine Stammfunktion von a, erhalten wir die Bestimmungsglei-
chung

ln(|y|) =

∫
1

y
dy

= −
∫
a(x)dx+ c

= −A(x) + c

und damit

|y| = e−A(x) ec︸︷︷︸
=c̃

= c̃e−A(x),

woraus folgt

y = ĉe−A(x) mit ĉ ∈ R.

Insgesamt erhalten wir:

Die allgemeine Lösung der gDgl

y′ + a(x)y = 0
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lautet
y = ce−A(x)

mit c ∈ R und

A =

∫
a(x)dx.

Zur Bestimmung einer partikulären Lösung der inhomogenen gDgl
machen wir den Ansatz

y(x) = c(x)e−A(x)

mit einer unbekannten Funktion c(x). Dieser wird Variation der
Konstanten genannt. Setzen wir diesen Ansatz in die inhomogene
gDgl ein, erhalten wir wegen A′ = a und der Produktregel

f(x) = y′ + a(x)y

=
(
c(x)e−A(x)

)′
+ a(x)c(x)e−A(x)

= c′(x)e−A(x) − c(x)A′(x)︸ ︷︷ ︸
=a(x)

e−A(x) + a(x)c(x)e−A(x)

= c′(x)e−A(x)

und somit

c′(x) = eA(x)f(x),

woraus folgt

c(x) =

∫
eA(x)f(x)dx.

Insgesamt folgt:

Die allgemeine Lösung der gDgl

y′ + a(x)y = f(x)

lautet

y(x) = e−A(x)

{
c+

∫
f(x)eA(x)dx

}
mit c ∈ R und

A(x) =

∫
a(x)dx.

Beispiel VI.2.3. Für die gDgl

y′ +
1

x
y = x3
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erhalten wir auf dem Intervall (0,∞)

A(x) =

∫
1

x
dx

= ln(x)

und

y(x) = e− ln(x)︸ ︷︷ ︸
= 1

x

{
c+

∫
x3eln(x)︸ ︷︷ ︸

=x4

dx
}

=
1

x

{
c+

∫
x4dx

}
=

1

x

{
c+

1

5
x5
}

=
c

x
+
x4

5
.

Beispiel VI.2.4. Für die gDgl

y′ + 2y = 3e5x + x3 − 1

ist

A(x) =

∫
2dx

= 2x

und

y(x) = e−2x

{
c+

∫
e2x[3e5x + x3 − 1]dx

}
= ce−2x + e−2x

∫
[3e7x + x3e2x − e2x]dx.

Offensichtlich ist∫
3e7xdx =

3

7
e7x,∫

e2xdx =
1

2
e2x.

Mehrfache partielle Integration ergibt∫
x3e2xdx = x3 1

2
e2x −

∫
3

2
x2e2xdx

=
1

2
x3e2x − 3

4
x2e2x +

∫
3

2
xe2xdx

=
1

2
x3e2x − 3

4
x2e2x +

3

4
xe2x −

∫
3

4
e2xdx
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=
1

2
x3e2x − 3

4
x2e2x +

3

4
xe2x − 3

8
e2x.

Damit ergibt sich für die allgemeine Lösung der gDgl

y(x) = ce−2x +
3

7
e5x +

1

2
x3 − 3

4
x2 +

3

4
x− 7

8
.

VI.2.3. Homogene Differentialgleichungen. Dies sind Diffe-
rentialgleichungen der Form

y′ = f(
y

x
) für x 6= 0

mit einer stetigen Funktion f . Ist y(x) eine Lösung und α ∈ R\{0},
so ist αy( x

α
) auch eine Lösung der gDgl. Die Lösungsmenge ist also

invariant unter der Ähnlichkeitstransformation x 7→ αx, y 7→ αy. Daher
spricht man auch von Ähnlichkeits-Differentialgleichungen.

Zur Bestimmung der Lösung machen wir den Ansatz

v(x) =
y(x)

x
⇐⇒ y(x) = xv(x).

Einsetzen in die gDgl liefert

f(v) = f(
y

x
)

= y′

= (xv)′

= xv′ + v

und somit

v′ =
1

x
[f(v)− v].

Dies ist eine gDgl vom im ersten Abschnitt betrachteten Typ. Insge-
samt erhalten wir:

Lösung der homogenen Differentialgleichung

y′ = f(
y

x
)

für x 6= 0:

• Bestimme alle Nullstellen η von f(v)−v. Die Funk-
tion

y(x) = ηx

ist jeweils eine Lösung der homogenen Differential-
gleichung.
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• Bestimme die allgemeine Lösung v der gDgl

v′ =
1

x
[f(v)− v].

Die Funktion

y(x) = xv(x)

ist dann jeweils eine Lösung der homogenen Diffe-
rentialgleichung.

Beispiel VI.2.5. Wir betrachten die gDgl

y′ =
y

x
−
√

1− y

x
für x 6= 0,

y

x
≤ 1.

Es ist

f(v)− v = v −
√

1− v − v
= −
√

1− v.

Also ist

y(x) = x

eine Lösung der gDgl.
Für v 6= 1 erhalten wir gemäß Abschnitt VI.2.1 die Bestimmungsglei-
chung

ln(|x|) + c =

∫
1

x
dx

=

∫
1

f(v)− v
dv

=

∫
1

−
√

1− v
dv

= 2
√

1− v

und damit

v(x) = 1− 1

4
[ln(|x|) + c]2,

woraus folgt

y(x) = x− x

4
[ln(|x|) + c]2.
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VI.2.4. Bernoulli-Differentialgleichung. Sie ist von der Form

y′ + a(x)y = b(x)yα

mit stetigen Funktionen a und b und einer Zahl α 6∈ {0, 1}. Zur Bestim-
mung einer Lösung multiplizieren wir die gDgl zunächst mit (1−α)y−α

und erhalten

(1− α)y−αy′ + a(x)(1− α)y1−α = b(x)(1− α).

Wegen
d

dx
y(x)1−α = (1− α)y(x)−αy′(x)

machen wir den Ansatz

z(x) = y(x)1−α

und erhalten für z die gDgl

z′ + a(x)(1− α)z = b(x)(1− α).

Diese gDgl kann wie in Abschnitt VI.2.2 gelöst werden.

Beispiel VI.2.6. Die gDgl

ẍ+ ω2x+ r(ẋ)2 = 0

modelliert einen gedämpften harmonischen Oszillator, dessen Brems-
kraft proportional zum Quadrat der Geschwindigkeit ist. Wir wollen
die Geschwindigkeit als Funktion des Ortes darstellen ẋ = v(x). Durch
Differentiation folgt mit der Kettenregel

ẍ =
d

dt
v(x)

= v′(x)ẋ

= v′(x)v(x).

Einsetzen in die gDgl für x ergibt

v′v + ω2x+ rv2 = 0.

Unter der Annahme, dass v nie Null wird, können wir die gDgl durch
v dividieren und erhalten

v′ = −ω2x

v
− rv.

Mit dem Ansatz
z(x) = v(x)2

erhalten wir die lineare gDgl

z′ + 2rz = −2ω2x

für z. Sie hat die allgemeine Lösung

z(x) = e−2rx

{
c−

∫
e2rx2ω2xdx

}
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= e−2rx

{
c− ω2

r
xe2rx +

∫
ω2

r
e2rxdx

}
= e−2rx

{
c− ω2

r
xe2rx +

ω2

2r2
e2rx

}
= ce−2rx − ω2

r
x+

ω2

2r2
.

VI.2.5. Ricatti-Differentialgleichung. Sie hat die Form

y′ = a(x)y + b(x)y2 + f(x)

mit stetigen Funktionen a, b und f . Für diese gDgl gibt es keine
allgemeinen Lösungsverfahren. Kennt man allerdings eine partikuläre
Lsöung yp(x) der Ricatti-Gleichung, führt der Ansatz

v(x) =
1

y(x)− yp(x)
⇐⇒ y(x) = yp(x) +

1

v(x)

weiter. Denn Einsetzen in die Ricatti-Gleichung liefert die gDgl

0 = −y′ + a(x)y + b(x)y2 + f(x)

= −y′p +
v′

v2
+ a(x)yp +

a(x)

v
+ b(x)y2

p + 2b(x)
yp
v

+
b(x)

v2
+ f(x)

= −y′p + a(x)yp + b(x)y2
p + f(x)︸ ︷︷ ︸

=0

+
v′

v2
+
a(x)

v
+ 2b(x)

yp
v

+
b(x)

v2

und damit
v′ + [a(x) + 2b(x)yp(x)]v + b(x) = 0.

Diese lineare gDgl kann wie in Abschnitt VI.2.2 gelöst werden.
Zur Bestimmung einer partikulären Lösung yp hilft manchmal die

Beobachtung, dass der Ansatz

z(x) = e−
R
b(x)y(x)dx

auf die homogene lineare gDgl 2. Ordnung

z′′ − (
b′

b
+ a)z′ + bfz = 0

für z führt.

Beispiel VI.2.7. Betrachte die Ricatti-Gleichung

y′ = 4x2y − xy2 + 4.

Zur Bestimmung einer partikulären Lösung machen wir den Ansatz

yp(x) = γxα.

Einsetzen in die gDgl ergibt

γαxα−1 = y′p

= 4x2yp − xy2
p + 4
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= 4γxα+2 − γ2x2α+1︸ ︷︷ ︸
=0 für α=1,γ=4

+4.

Wir haben also Glück und erhalten die partikuläre Lösung

yp(x) = 4x.

Die Bestimmungsgleichung für v lautet dann

v′ + [4x2 − 2x · 4x]v − x = 0

und somit

v′ − 4x2v = x.

Gemäß Abschnitt VI.2.2 ergibt sich hierfür die allgemeine Lösung

v(x) = e
4
3
x3

{
c+

∫
e−

4
3
x3

xdx

}
.

VI.3. Differentialgleichungen 2. Ordnung

VI.3.1. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Ko-
effizienten. Diese haben die Form

y′′ + ay′ + by = f(x)

mit reellen Zahlen a und b und einer stetigen Funktion f auf einem
Intervall I. Die gDgl heißt homogen, falls f = 0 ist; ansonsten heißt
sie inhomogen.

Da die Vorschrift y 7→ y′′ + ay′ + by linear ist, gelten die gleichen
Beobachtungen wie in Abschnitt VI.2.2. Daher bestimmt man die all-
gemeine Lösung der inhomogenen gDgl in zwei Schritten:

• Bestimme die allgemeine Lösung der homogenen gDgl.
• Bestimme eine partikuläre Lösung der inhomogenen gDgl.

Die allgemeine Lösung der inhomogenen gDgl ist dann die Summe
der allgemeinen Lösung aus dem ersten Schritt und der partikulären
Lösung aus dem zweiten Schritt.

VI.3.2. Die homogene Gleichung. Wir suchen die allgemeine
Lösung der gDgl

y′′ + ay′ + by = 0

mit konstanten Koeffizienten a, b ∈ R. Dazu ist es hilfreich, vorüberge-
hend auch komplexe Lösungen, d.h. Funktionen y : I → C, zuzulassen.
Für λ = α+ iω ∈ C betrachten wir insbesondere die Funktion

yλ(x) = eλx

= eαxeiωx

= eαx{cos(ωx) + i sin(ωx)}.
Dann ist

y′λ(x) = λyλ(x)
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und daher

y′′λ + ay′λ + byλ = (λ2 + aλ+ b)yλ.

Da die Funktion yλ keine Nullstellen hat, ist dieser Ausdruck genau
dann gleich Null, wenn λ eine Nullstelle des Polynoms

p(z) = z2 + az + b

ist. Dieses Polynom heißt das charakteristische Polynom der
gDgl.

Wir müssen nun drei Fälle unterscheiden:

• 1. Fall: p hat zwei verschiedene reelle Nullstellen
s1, s2: Dann sind

y1(x) = es1x

y2(x) = es2x

zwei linear unabhängige Lösungen der gDgl. Die allgemeine
Lösung lautet

y(x) = c1e
s1x + c2e

s2x.

• 2. Fall: p hat zwei komplexe Nullstellen λ1,2 = α±iω:
Dann sind

Y1(x) = eλ1x

Y2(x) = eλ2x

zwei linear unabhängige komplexe Lösungen der gDgl. Damit
sind

y1(x) =
1

2
[Y1(x) + Y2(x)]

= eαx cos(ωx)

y2(x) =
1

2i
[Y1(x)− Y2(x)]

= eαx sin(ωx)

zwei linear unabhängige reelle Lösungen der gDgl. Die allge-
meine Lösung lautet

y(x) = eαx[c1 cos(ωx) + c2 sin(ωx)].

• 3. Fall: p hat eine doppelte reelle Nullstelle s:
Dann ist p(s) = p′(s) = 0. Unser Ansatz liefert uns zunächst
nur die Lösung

y1(x) = esx.

Uns fehlt eine zweite, linear unabhängige Lösung. Um eine
Vorstellung über deren mögliche Form zu erhalten, machen wir
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folgendes Gedankenexperiment: Falls p die zwei reellen Null-
stellen s und s+ ε hat, ist

yε(x) =
e(s+ε)x − esx

ε
eine Lösung der gDgl. Für ε→ 0 konvergiert dies gegen

y2(x) = xesx.

Da die Lösungen der gDgl stetig von den Nullstellen von p und
diese wiederum stetig von den Koeffizienten a, b abhängen, ist
diese Funktion ein

”
heißer Kandidat“ für die fehlende Lösung

der gDgl. Wir setzen daher y2 in die gDgl ein und erhalten

y′′2 + ay′2 + by2

= xs2esx + 2sesx + a[xsesx + esx] + bxesx

= xp(s)esx + p′(s)esx

= 0.

Also ist y2 in der Tat die gesuchte zweite Lösung. Die allge-
meine Lösung lautet in diesem Fall daher

y(x) = esx[c1 + c2x].

Zusammenfassend erhalten wir:

Lösung der homogenen linearen gDgl

y′′ + ay′ + by = 0 :

• Fall a2− 4b > 0: Die allgemeine Lösung ist

y(x) = c1e
s1x + c2e

s2x

mit

s1,2 =
1

2
[−a±

√
a2 − 4b].

• Fall a2− 4b < 0: Die allgemeine Lösung ist

y(x) = eαx[c1 cos(ωx) + c2 sin(ωx)]

mit

α = −a
2

ω =
1

2

√
4b− a2.

• Fall a2− 4b = 0: Die allgemeine Lösung ist

y(x) = esx[c1 + c2x].

mit
s = −a

2
.
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Beispiel VI.3.1. Betrachte die gDgl

y′′ − 6y′ + 5y = 0.

Das charakteristische Polynom ist

p(z) = z2 − 6z + 5

= (z − 1)(z − 5).

Die allgemeine Lösung der gDgl lautet

y(x) = c1e
x + c2e

5x.

Beispiel VI.3.2. Betrachte die gDgl

y′′ − 4y′ + 4y = 0.

Das charakteristische Polynom ist

p(z) = z2 − 4z + 4

= (z − 2)2.

Die allgemeine Lösung der gDgl lautet

y(x) = e2x[c1 + c2x].

Beispiel VI.3.3. Betrachte die gDgl

y′′ − 6y′ + 34y = 0.

Das charakteristische Polynom ist

p(z) = z2 − 6z + 34

= (z − 3)2 + 25

mit den komplexen Nullstellen 3± 5i. Die allgemeine Lösung der gDgl
lautet

y(x) = e3x[c1 cos(5x) + c2 sin(5x)].

VI.3.3. Die inhomogene Gleichung. Wir suchen eine parti-
kuläre Lösung der inhomogenen gDgl

y′′ + ay′ + by = f(x)

mit reellen Zahlen a, b und einer stetigen Funktion f . Die allgemeine
Lösung der homogenen Gleichung sei

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x)

mit y1 und y2 wie im vorigen Abschnitt. Wir machen nun den Ansatz
(Variation der Konstanten)

yp(x) = c1(x)y1(x) + c2(x)y2(x)

mit unbekannten Funktionen c1(x) und c2(x). Setzen wir yp in die linke
Seite der gDgl ein, erhalten wir

y′′p + ay′p + byp = c′′1y1 + 2c′1y
′
1 + c1y

′′
1 + a[c′1y1 + c1y

′
1] + bc1y1

+ c′′2y2 + 2c′2y
′
2 + c2y

′′
2 + a[c′2y2 + c2y

′
2] + bc2y2
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= c1[y
′′
1 + ay′1 + by1︸ ︷︷ ︸

=0

] + c2[y
′′
2 + ay′2 + by2︸ ︷︷ ︸

=0

]

+ a[c′1y1 + c′2y2] + c′1y
′
1 + c′2y

′
2

+ [c′′1y1 + c′1y
′
1 + c′′2y2 + c′2y

′
2]︸ ︷︷ ︸

=[c′1y1+c′2y2]′

= c′1y
′
1 + c′2y

′
2 + a[c′1y1 + c′2y2] + [c′1y1 + c′2y2]

′.

Hieran erkennen wir, dass yp eine Lösung der inhomogenen gDgl ist,
falls die unbekannten Funktionen c1 und c2 so bestimmt werden können,
dass gilt

c′1y1 + c′2y2 = 0

c′1y
′
1 + c′2y

′
2 = f.

Dies ist ein lineares Gleichungssystem für die Unbekannten c′1 und c′2
mit der Koeffizientenmatrix (

y1 y2

y′1 y′2

)
.

Es ist eindeutig lösbar, wenn die Determinante

W = det

(
y1 y2

y′1 y′2

)
stets ungleich Null ist. W heißt die Wronski-Determinante der
gDgl.

Wir nehmen für einen Augenblick an, dass W (x) 6= 0 ist für alle x.
Dann folgt aus der Cramerschen Regel aus Abschnitt II.3.4

c′1 = − 1

W
y2f

c′2 =
1

W
y1f.

Da die rechten Seiten dieser Gleichungen stetige Funktionen sind, er-
halten wir die gesuchten Funktionen c1 und c2 zu

c1 = −
∫
y2(x)f(x)

W (x)
dx

c2 =

∫
y1(x)f(x)

W (x)
dx.

Wir müssen noch nachweisen, dass die Wronski Determinante tat-
sächlich niemals verschwindet. Dazu leiten wir zunächst eine gDgl für
W her:

W ′ = [y1y
′
2 − y′1y2]

′

= y′1y
′
2 + y1y

′′
2 − y′′1y2 − y′1y′2

= y1y
′′
2 − y′′1y2
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= y1[−ay′2 − by2]− [−ay′1 − by1]y2

= −ay1y
′
2 − by1y2 + ay′1y2 + by1y2

= −a[y1y
′
2 − y′1y2]

= −aW.

Gemäß Abschnitt VI.2.1 ist daher

W (x) = W (0)e−ax für alle x ∈ R.

Wir müssen also nur noch nachweisen, dass in allen drei möglichen
Fällen W (0) 6= 0 ist:

• Fall a2 − 4b > 0:

W (0) = ± det

(
1 1

1
2
[−a−

√
a2 − 4b] 1

2
[−a+

√
a2 − 4b]

)
= ±
√
a2 − 4b

6= 0.

• Fall a2 − 4b < 0:

W (0) = ± det

(
1 0

−a
2

1
2

√
4b− a2

)
= ±1

2

√
4b− a2

6= 0.

• Fall a2 − 4b = 0:

W (0) = ± det

(
1 0
−a

2
1

)
= ±1.

Insgesamt erhalten wir:

Eine partikuläre Lösung der inhomogenen linearen gDgl

y′′ + ay′ + by = f(x)

ist

yp(x) = −y1(x)

∫
1

W0

eaxy2(x)f(x)dx

+ y2(x)

∫
1

W0

eaxy1(x)f(x)dx

mit y1 und y2 aus Abschnitt VI.3.2 und

W0 = det

(
y1(0) y2(0)
y′1(0) y′2(0)

)
.
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Beispiel VI.3.4. Betrachte die gDgl

y′′ − 6y′ + 5y = x.

Laut Beispiel VI.3.1 ist

y1(x) = ex

und

y2(x) = e5x.

Wegen

W0 =
√

36− 4 · 5
= 4

ist

yp(x) = −1

4
ex
∫
e−6xe5xxdx︸ ︷︷ ︸

=−e−x(x+1)

+
1

4
e5x
∫
e−6xexxdx︸ ︷︷ ︸

=−e−5x( 1
5
x+ 1

25
)

=
1

4

[
x+ 1− 1

5
x− 1

25

]
=

1

5
x+

6

25
.

Beispiel VI.3.5. Betrachte die gDgl

y′′ − 4y′ + 4y = x2.

Laut Beispiel VI.3.2 ist

y1(x) = e2x

und

y2(x) = xe2x.

Wegen

W0 = 1

ist

yp(x) = −e2x
∫
e−4xxe2xx2dx︸ ︷︷ ︸

=−e−2x[ 1
2
x3+ 3

4
x2+ 3

4
x+ 3

8
]

+xe2x
∫
e−4xe2xx2dx︸ ︷︷ ︸

=−e−2x[ 1
2
x2+ 1

2
x+ 1

4
]

=
1

4
x2 +

1

2
x+

3

8
.
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Beispiel VI.3.6. Betrachte die gDgl

y′′ − 6y′ + 34y = sin(2x).

Laut Beispiel VI.3.3 ist

y1(x) = e3x cos(5x)

und

y2(x) = e3x sin(5x).

Wegen

W0 =
1

2

√
4 · 34− 36

= 5

ist

yp(x) = −1

5
e3x cos(5x)

∫
e−6xe3x sin(5x) sin(2x)dx

+
1

5
e3x sin(5x)

∫
e−6xe3x cos(5x) sin(2x)dx.

Wegen ∫
eax sin(ωx)dx =

1

a2 + ω2
eax [a sin(ωx)− ω cos(ωx)]∫

eax cos(ωx)dx =
1

a2 + ω2
eax [a cos(ωx) + ω sin(ωx)]

und

sin(5x) sin(2x) =
1

2
[cos(3x)− cos(7x)]

cos(5x) sin(2x) =
1

2
[sin(7x)− sin(3x)]

erhalten wir

yp(x) = −1

5
e3x cos(5x)

1

2

∫ (
e−3x cos(3x)− e−3x cos(7x)

)
dx

+
1

5
e3x sin(5x)

1

2

∫ (
e−3x sin(7x)− e−3x sin(3x)

)
dx

=
1

10

{
− cos(5x)

[
− 3

18
cos(3x) +

3

18
sin(3x)

+
3

58
cos(7x)− 7

58
sin(7x)

]
+ sin(5x)

[
− 3

58
sin(7x)− 7

58
cos(7x)
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+
3

18
sin(3x) +

3

18
cos(3x)

]}
=

1

10

{ 3

18
[cos(5x) cos(3x) + sin(5x) sin(3x)︸ ︷︷ ︸

=cos(2x)

]

+
3

18
[sin(5x) cos(3x)− cos(5x) sin(3x)︸ ︷︷ ︸

=sin(2x)

]

− 3

58
[cos(7x) cos(5x) + sin(7x) sin(5x)︸ ︷︷ ︸

=cos(2x)

]

+
7

58
[sin(7x) cos(5x)− sin(5x) cos(7x)︸ ︷︷ ︸

=sin(2x)

]
}

=
1

10

{
10

87
cos(2x) +

25

87
sin(2x)

}
=

1

174
{2 cos(2x) + 5 sin(2x)}

=

√
29

174

{
2√
29︸︷︷︸

=sin(ϕ)

cos(2x) +
5√
29︸︷︷︸

=cos(ϕ)

sin(2x)

}

=

√
29

174
sin(2x+ ϕ)

mit

tanϕ =
2

5
.

Die partikuläre Lösung schwingt also phasenverschoben mit der glei-
chen Frequenz wie die Anregung f .

VI.3.4. Differentialgleichungen vom Typ y′′ = f(x, y′). Der
Ansatz u = y′ führt auf die gDgl 1. Ordnung

u′ = f(x, u).

Diese kann mit den Methoden von Paragraph VI.2 gelöst werden. In-
tegration von u liefert dann die Lösung y.

Beispiel VI.3.7. Betrachte die gDgl

y′′ = 2xy′.

Für u = y′ ergibt sich
u′ = 2xu.

Gemäß Abschnitt VI.2.1 erhalten wir

lnu =

∫
1

u
du
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=

∫
2xdx

= x2 + c̃

und somit

u = ex
2+c̃

= cex
2

.

Damit ergibt sich

y(x) = c2 +

∫
c1e

x2

dx

mit c1, c2 ∈ R.

VI.3.5. Differentialgleichungen vom Typ y′′ = f(y, y′). Wir
bestimmen y′ als Funktion von y, d.h.

y′ = v(y).

Mit der Kettenregel ergibt sich

y′′ = (v(y))′

=
dv

dy
y′

= v
dv

dy

und damit

dv

dy
=

1

v
f(y, v(y)).

Diese gDgl 1. Ordnung kann mit den Methoden von Paragraph VI.2
gelöst werden. Anschließend wird y mit den gleichen Methoden aus der
gDgl

y′ = v(y)

bestimmt.

Beispiel VI.3.8. Betrachte die gDgl

y′′ = −(y′)2

5y
.

Offensichtlich ist jede konstante Funktion eine Lösung. Die gDgl für v
lautet

dv

dy
=

1

v

[
− v

2

5y

]
= − v

5y
.
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Mit Trennung der Variablen ergibt sich

ln v =

∫
1

v
dv

= −
∫

1

5y
dy

= −1

5
ln y + c.

und somit

v = e−
1
5

ln y+c

= c1y
− 1

5 .

Damit lautet die gDgl für y:

y′ = c1y
− 1

5 .

Nochmalige Trennung der Variablen liefert

5

6
y

6
5 =

∫
y

1
5dy

=

∫
c1dx

= c1x+ c2.

Also ist

y =

[
6

5
(c1x+ c2)

] 5
6

.

VI.4. Numerische Lösung gewöhnlicher
Differentialgleichungen∗

VI.4.1. Motivation∗. Viele der in der Praxis auftretenden ge-
wöhnlichen Differentialgleichungen können nicht analytisch gelöst wer-
den. Stattdessen muss man ihre Lösung numerisch approximieren. In
diesem Paragraphen wollen wir einen kurzen Überblick über die hierfür
gebräuchlichsten Verfahren und die bei ihrer Anwendung zu berücksich-
tigenden Aspekte geben.

Für die Motivation beschränken wir uns auf den einfachsten Fall
und betrachten das Anfangswertproblem

y′ = f(t, y(t))

y(t0) = y0

mit einer hinreichend glatten Funktion f . Für die numerische Lösung
führen wir Gitterpunkte t0 < t1 < . . . ein und bezeichnen die nume-
rische Approximation für y(ti) mit ηi oder η(ti, hi). Dabei bezeichnet
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hi = ti − ti−1 die Schrittweite. Im Folgenden betrachten wir der Ein-
fachheit halber nur äquidistante Gitterpunkte, d.h. hi = h für alle i. In
der Praxis muss man aber veränderliche Schrittweiten hi vorsehen und
diese mittels Schrittweitenkontrolle zusammen mit der Lösung adaptiv
bestimmen.

Angenommen wir kennen die Lösung y des AWP im Punkte t. We-
gen y′(t) = f(t, y(t)) gibt f(t, y(t)) die Steigung der Tangente an die
Lösungskurve im Punkt t an. Daher sollte y(t)+hf(t, y(t)) eine passa-
ble Näherung an y(t+ h) sein. Diese Überlegung führt auf:

explizites Eulerverfahren:

η0 = y0

ηi+1 = ηi + hf(ti, ηi)

ti+1 = ti + h.

Genauso gut hätten wir eine Näherung ηi+1 für y(t + h) aus der
Bedingung herleiten können, dass die Tangente durch die Lösungskurve
im Punkte ti+1 = ti + h durch den Punkt (ti, yi) gehen soll, d.h. yi =
ηi+1 − hf(ti + h, ηi+1). Dies führt auf:

implizites Eulerverfahren:

η0 = y0

ηi+1 = ηi + hf(ti+1, ηi+1)

ti+1 = ti + h.

Im Gegensatz zum expliziten Eulerverfahren muss man beim implizi-
ten Eulerverfahren in jedem Schritt eine nicht lineare Gleichung der
Form u = z+hf(t, u) mit bekannten Größen z und t lösen. Falls f (als
Funktion von u bei festem t) differenzierbar ist, folgt aus dem Satz über
die Umkehrfunktion, Abschnitt IV.3.1, dass diese Gleichung für hinrei-
chend kleines h eine Lösung in der Nähe von z hat. Diese Lösung kann
mit wenigen Iterationen des Newtonverfahrens aus Abschnitt IV.2.6
berechnet werden.

Ein drittes Verfahren erhalten wir durch folgende Überlegung: Für
die exakte Lösung des AWP gilt

y(t+ h) = y(t) +

∫ t+h

t

y′(s)ds

= y(t) +

∫ t+h

t

f(s, y(s))ds.

Das Integral wird beim expliziten Eulerverfahren durch hf(t, y(t)) ap-
proximiert und beim impliziten Eulerverfahren durch hf(t+h, y(t+h)).
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Ebenso könnten wir es aber auch durch die Trapezregel∫ t+h

t

f(s, y(s))ds ≈ h

2
[f(t, y(t)) + f(t+ h, y(t+ h))]

aus Abschnitt V.6.1 annähern. Dies führt auf:

Trapezregel oder
Verfahren von Crank-Nicolson:

η0 = y0

ηi+1 = ηi +
h

2
[f(ti, ηi) + f(ti+1, ηi+1)]

ti+1 = ti + h.

Wie beim impliziten Eulerverfahren ist in jedem Schritt eine nicht linea-
re Gleichung zu lösen. Wieder ist dies für hinreichend kleines h möglich
und kann mit wenigen Schritten des Newtonverfahrens aus Abschnitt
IV.2.6 geschehen.

Das folgende Java-Programm realisiert die drei beschriebenen Ver-
fahren. Dabei steuert der Parameter theta die Verfahrenswahl:

theta =


0 explizites Eulerverfahren,

1 implizites Eulerverfahren,
1
2

Crank-Nicolson-Verfahren.

Die Methode gaussElimination löst ein lineares Gleichungssystem mit
dem Gaußschen Eliminationsverfahren und ist in Abschnitt II.1.4 wie-
dergegeben. force ist eine abstrakte Klasse, die eine differenzierbare
Funktion mehrerer Veränderlicher realisiert und unter f bzw. df den
Funktionswert bzw. die Ableitung bereitstellt.
// linear single step method

public void lssm( double theta ) throws LinearAlgebraException {

double[] ff = new double[dim];

double alpha = -theta*dt;

double beta = (1.0 - theta)*dt;

t = initialTime;

copy(eta, x0);

for( int step = 1; step <= steps; step++ ) {

ff = add(eta, force.f(t, eta), 1.0, beta);

t += dt;

eta = ivpNewton(alpha, t, ff);

}

} // end of lssm

// Newton method for the solution of equations of the form z + a*f(s,z) = g

public double[] ivpNewton(double a, double s, double[] g)

throws LinearAlgebraException {

double[] y = new double[dim]; // solution

double[] dy = new double[dim]; // increment

double[][] jf = new double[dim][dim]; // Jacobian

double resf; // norm of f
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double resy; // norm of dy

copy(y, g);

int iter = 0;

b = add(g, force.f(s, y), 1.0, -a);

accumulate(b, y, -1.0);

resf = Math.sqrt( innerProduct(b, b)/dim );

resy = 1.0;

while( iter < MAXIT && resf > TOL && resy > TOL ) {

jf = force.df(s, y);

for( int i = 0; i < dim; i++ )

for( int j = 0; j < dim; j++ ) {

a[i][j] = a*jf[i][j];

if( j == i ) a[i][j] += 1.0;

}

gaussElimination();

copy(dy, x);

resy = Math.sqrt( innerProduct(dy,dy)/dim );

accumulate(y, dy, 1.0);

b = add(g, force.f(s, y), 1.0, -a);

accumulate(b, y, -1.0);

resf = Math.sqrt( innerProduct(b, b)/dim );

iter++;

}

return y;

} // end of ivpNewton

// copy vector v to vector u

public void copy(double[] u, double[] v) {

for( int i = 0; i < dim; i++ )

u[i] = v[i];

} // end of copy

// add s times vector v to vector u

public void accumulate(double[] u, double[] v, double s) {

for( int i = 0; i <dim; i++ )

u[i] += s*v[i];

} // end of accumulate

// return s*u+t*v

public double[] add(double[] u, double[] v, double s, double t) {

double[] w = new double[dim];

for( int i = 0; i < dim; i++ )

w[i] = s*u[i] + t*v[i];

return w;

} // end of add

// inner product of two vectors

public double innerProduct(double[] u, double[] v) {

double prod = 0;

for( int i = 0; i < dim; i++ )

prod += u[i]*v[i];

return prod;

} // end of inner product

VI.4.2. Einschrittverfahren∗. Bei den drei Verfahren des vori-
gen Abschnittes wird die Näherung ηi+1 für y(ti+1) ausschließlich durch
die letzte Näherung ηi für y(ti) bestimmt. Daher spricht man von einem
Einschrittverfahren (kurz ESV). Die allgemeine Definition eines
ESV lautet:
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Einschrittverfahren:

η0 = y0

ηi+1 = ηi + hΦ(ti, ηi, h; f)

ti+1 = ti + h.

Die Funktion Φ heißt die Verfahrensfunktion des ESV.
Für das explizite Eulerverfahren ist offensichtlich

Φ(t, y, h; f) = f(t, y).

Die Verfahrensfunktionen für das implizite Eulerverfahren und die Tra-
pezregel sind komplizierter. Für hinreichend kleines h erhalten wir für
das implizite Eulerverfahren

Φ(t, y, h; f) =
1

h

[
[Id− hf(t+ h, ·)]−1y − y

]
und für die Trapezregel

Φ(x, y, h; f) =
1

h

[
[Id− h

2
f(t+ h, ·)]−1[y +

h

2
f(t, y)]− y

]
,

wobei g−1 die Umkehrfunktion der Funktion g bezeichnet. Man beachte,
dass diese Darstellung der Verfahrensfunktion nur für die theoretische
Analyse benötigt wird. Für die praktische Rechnung benutzt man die
Darstellung der Verfahren aus dem vorigen Abschnitt.

Die Qualität eines ESV wird durch den lokalen Verfahrens-
fehler gemessen. Dieser ist definiert durch

τ(x, y, h) =
1

h
{z(x+ h)− y} − Φ(x, y, h; f) , h > 0.

Dabei ist z die Lösung des AWP

z′ = f(t, z(t)),

z(x) = y.

Ein ESV hat die Ordnung p, falls für alle hinreichend glatten
Funktionen f der Ausdruck h−pτ(x, y, h) für h→ 0 beschränkt bleibt.
Hierfür schreibt man auch τ(x, y, h) = O(hp).

Der lokale Verfahrensfehler beschreibt die Fehlerfortpflanzung in
einem einzelnen Schritt eines ESV. Man kann aber zeigen, dass er auch
den globalen Fehler, d.h. |y(ti)− ηi| für alle i, beschreibt:
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Hat das ESV die Ordnung p, gilt für alle t 6= t0 und alle
n ∈ N∗

max
0≤i≤n

∣∣∣∣y(t0 + i
t− t0
n

)− η(t0 + i
t− t0
n

,
t− t0
n

)

∣∣∣∣
≤ c(t, f)

(
|t− t0|
n

)p
.

Für das explizite Eulerverfahren erhalten wir durch Taylorentwick-
lung (vgl. Abschnitt VII.3.1)

τ(x, y, h) =
1

h
{z(x+ h)− y} − f(x, y)

= z′(x) +
1

2
hz′′(x) + 0(h2)− f(x, y)︸ ︷︷ ︸

=z′(x)

=
1

2
hz′′(x) + 0(h2).

Also hat das explizite Eulerverfahren die Ordnung 1. Mit etwas mehr
Aufwand kann man zeigen, dass das implizite Eulerverfahren ebenfalls
die Ordnung 1 hat und dass das Verfahren von Crank-Nicolson die
Ordnung 2 hat.

VI.4.3. Runge-Kutta Verfahren∗. Viele der für die Praxis re-
levanten Einschrittverfahren gehören dieser Verfahrensklasse an. Die
allgemeine Form lautet:

Runge-Kutta-Verfahren:

η0 = y0

ηi,j = ηi + h
r∑

k=1

ajkf(ti + ckh, ηi,k), 1 ≤ j ≤ r

ηi+1 = ηi + h

r∑
k=1

bkf(ti + ckh, ηi,k)

ti+1 = ti + h.

Dabei ist 0 ≤ c1 ≤ . . . ≤ cr ≤ 1. Die Zahl r heißt Stufe des Runge-
Kutta-Verfahrens. Das Verfahren heißt explizit, wenn ajk = 0 ist
für alle k ≥ j; ansonsten heißt es implizit. Implizite Verfahren sind
aufwändiger als explizite Verfahren, da bei ihnen in jedem Schritt nicht
lineare Gleichungssysteme gelöst werden müssen. Dafür haben sie bes-
sere Stabilitätseigenschaften und sind insgesamt den expliziten Verfah-
ren überlegen (s. Abschnitt VI.4.4).
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Der Übersichtlichkeit halber fasst man die Zahlen ck, ajk, bk in
einem Schema der Form

c1 a11 a12 . . . a1r
...

...
...

. . .
...

cr ar1 ar2 . . . arr
b1 b2 . . . br

zusammen.
Die Verfahren aus Abschnitt VI.4.1 sind alle Runge-Kutta-Verfah-

ren. Dem expliziten Eulerverfahren entspricht das Schema

0 0
1

r = 1.

Dem impliziten Eulerverfahren entspricht das Schema

1 1
1

r = 1.

Dem Verfahren von Crank-Nicolson entspricht schließlich das Schema

0 0 0

1 1
2

1
2

1
2

1
2

r = 2.

Das sog. klassische Runge-Kutta-Verfahren ist schließlich ge-
geben durch das Schema

0 0 0 0 0
1
2

1
2

0 0 0
1
2

0 1
2

0 0

1 0 0 1 0

1
6

2
6

2
6

1
6

r = 4.

Die entsprechende Verfahrensvorschrift lautet:

η0 = y0

ηi,1 = ηi

ηi,2 = ηi +
h

2
f(ti, ηi,1)

ηi,3 = ηi +
h

2
f(ti +

h

2
, ηi,2)

ηi,4 = ηi + hf(ti +
h

2
, ηi,3)

ηi+1 = ηi +
h

6
{f(ti, ηi,1) + 2f(ti +

h

2
, ηi,2)

+ 2f(ti +
h

2
, ηi,3) + f(ti + h, ηi,4)}
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ti+1 = ti + h.

Es hat die Stufe 4 und die Ordnung 4. Als explizites Verfahren hat es
aber keine besonders guten Stabilitätseigenschaften.

Wegen ihrer hohen Ordnung und guten Stabilitätseigenschaften sind
die stark diagonal impliziten Runge-Kutta-Verfahren (kurz
SDIRK-Verfahren) für die praktische Rechnung besonders gut ge-
eignet. Die einfachsten Verfahren dieser Klasse haben die Stufe 2 und
die Ordnung 3 bzw. die Stufe 5 und die Ordnung 4. Sie sind bestimmt
durch die Schemata

3+
√

3
6

3+
√

3
6

0

3−
√

3
6

−
√

3
3

3+
√

3
6

1
2

1
2

SDIRK2.

und
1
4

1
4

0 0 0 0
3
4

1
2

1
4

0 0 0
11
20

17
50

− 1
25

1
4

0 0
1
2

371
1360

− 137
2720

15
544

1
4

0

1 25
24

−49
48

125
16
−85

12
1
4

25
24

−49
48

125
16
−85

12
1
4

SDIRK5.

Damit lautet die Verfahrensvorschrift z. B. für das SDIRK2-Verfahren

η0 = y0

ηi,1 = ηi +
3 +
√

3

6
hf(ti +

3 +
√

3

6
h, ηi,1)

ηi,2 = ηi −
√

3

3
hf(ti +

3 +
√

3

6
h, ηi,1)

+
3 +
√

3

6
hf(ti +

3−
√

3

6
h, ηi,2)

ηi+1 = ηi +
h

2

{
f(ti +

3 +
√

3

6
h, ηi,1) + f(ti +

3−
√

3

6
h, ηi,2)

}
ti+1 = ti + h.

Das folgende Java-Programm realisiert ein allgemeines SDIRK-Ver-
fahren. Dabei stellt die Klasse RKParameters die nötigen Parameter
bereit. Insbesondere liefert rk.d die als konstant angenommene Dia-
gonale der Matrix (aij)1≤i,j≤r. Die Methoden accumulate, copy und
ivpNewton sind bereits oben wiedergegeben. force hat die gleiche Be-
deutung wie oben.
// Runge-Kutta method

public void sdirk( int type ) throws LinearAlgebraException {

RKParameters rk = new RKParameters(type);
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// auxiliary quantities for runge-kutta levels

double[][] rkf = new double[rk.l][dim]; // function values

double[][] rketa = new double[rk.l][dim]; // intermediate eta’s

double[] tt = new double[rk.l]; // intermediate times

// end of runge-kutta declarations

double[] ff = new double[dim];

double alpha = -rk.d*dt;

t = initialTime;

copy(eta, x0);

for( int step = 1; step <= steps; step++ ) {

for( int j = 0; j < rk.l; j++ )

tt[j] = t + rk.c[j]*dt;

int jj = 0;

for( int j = 0; j < rk.l; j++ ) {

copy(ff, eta);

for( int k = 0; k < j; k++ ) {

accumulate(ff, rkf[k], rk.a[jj]*dt);

jj++;

}

rketa[j] = ivpNewton(alpha, tt[j], ff);

rkf[j] = force.f(tt[j], rketa[j]);

}

t += dt;

for( int j = 0; j < rk.l; j++ )

accumulate(eta, rkf[j], rk.b[j]*dt);

}

} // end of sdirk

VI.4.4. Stabilität∗. Das explizite und das implizite Eulerverfah-
ren haben beide die Ordnung 1; für h → 0 verhält sich der Fehler bei
beiden Verfahren gleich. Das implizite Verfahren ist aber aufwändiger
als das explizite Verfahren, da in jedem Schritt eine nicht lineare Glei-
chung gelöst werden muss. Macht sich dieser erhöhte Aufwand denn
überhaupt bezahlt?

Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir das AWP

y′ = −λy
y(0) = 1

mit λ � 1. Die exakte Lösung ist y(t) = e−λt und klingt sehr schnell
ab.

Wir wenden auf dieses AWP zuerst das explizite Eulerverfahren mit
η0 = y0 = 1 an und erhalten

ηi+1 = ηi − hληi
=⇒ ηi = (1− hλ)i für alle i.

Die ηi konvergieren für i → ∞ offensichtlich genau dann gegen Null,
wenn gilt

|1− hλ| < 1 ⇐⇒ h <
2

λ
.

Also gilt:



252 VI. GEWÖHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I

Die numerische Lösung des expliziten Verfahrens hat nur
dann das gleiche qualitative Verhalten wie die exakte Lö-
sung, wenn die Schrittweite h hinreichend klein ist.

Wir betrachten nun das implizite Eulerverfahren mit η0 = y0 = 1
und erhalten

ηi+1 = ηi − hληi+1

=⇒ ηi =

(
1

1 + hλ

)i
für alle i.

Wegen λ > 0 konvergieren die ηi für i→∞ jetzt für jede Schrittweite
h gegen Null, d.h.:

Das implizite Verfahren liefert für jede Schrittweite eine nu-
merische Lösung, die das gleiche qualitative Verhalten hat
wie die exakte Lösung.

Der Mehraufwand für das implizite Verfahren macht sich also bezahlt!
Dieses Phänomen nennt man Stabilität. Um es genauer zu be-

schreiben, wenden wir ein beliebiges Runge-Kutta-Verfahren auf das
obige AWP an. Mit ein wenig Rechnung sieht man dann, dass die nu-
merische Lösung die Form hat

ηi = g(hλ)i

mit
g(z) = 1 + zbT (I − zA)−1e

und

b =

b1...
br

 , A =

a11 . . . a1r
...

...
ar1 . . . arr

 , e =

1
...
1

 .

Die Menge

S = {µ ∈ C : I − µA ist regulär und

|g(µ)| = |1 + µbT (I − µA)−1e| ≤ 1}

heißt das Stabilitätsgebiet des Verfahrens.

Beispiel VI.4.1. Für das explizite Eulerverfahren ist

g(z) = z + 1

und damit

S = {µ ∈ C : |µ+ 1| ≤ 1}.
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Für das implizite Eulerverfahren ist

g(z) =
1

1− z
und damit

S = {µ ∈ C :
1

|1− µ|
≤ 1}

= {µ ∈ C : |1− µ| ≥ 1}.

Für das Verfahren von Crank-Nicolson erhalten wir schließlich

g(z) =
2 + z

2− z
und

S = {µ ∈ C : |2 + µ

2− µ
| ≤ 1}

= {µ ∈ C : Reµ ≤ 0}.
Abbildung VI.4.1 zeigt die Stabilitätsgebiete dieser drei Verfahren.

- - -

6 6 6

x x x

y y y

��
��

��
��

Abbildung VI.4.1. Stabilitätsgebiete des expliziten
und impliziten Eulerverfahrens und des Crank-Nicolson-
Verfahrens (v.l.n.r.)

Je größer das Stabilitätsgebiet ist, um so größere Schrittweiten
können verwendet werden. Im Idealfall ist S ⊃ {z ∈ C : Re z ≤ 0}.
Verfahren, die dieses Kriterium erfüllen, nennt man A-stabil. Bei sol-
chen Verfahren erhält man bei obigem AWP für jede Schrittweite eine
qualitativ richtige numerische Lösung. Das implizite Eulerverfahren,
das Crank-Nicolson-Verfahren und die in Abschnitt VI.4.3 genannten
SDIRK-Verfahren sind A-stabil.

Bei expliziten Runge-Kutta-Verfahren ist die Funktion g ein Poly-
nom. Da für jedes nicht konstante Polynom p gilt

lim
x→−∞

|p(x)| =∞,

können explizite Runge-Kutta-Verfahren niemals A-stabil sein. Für
obiges AWP liefern sie nur dann eine qualitativ richtige numerische
Lösung, wenn die Schrittweite h hinreichend klein ist.
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Beispiel VI.4.2. Wir führen jeweils 100 Schritte der beiden Euler-
verfahren und des Crank-Nicolson-Verfahrens für das AWP

y′ =

(
0 −1
1 0

)
y

y(0) =

(
1
0

)
mit h = 0.13 aus. Die exakte Lösung lautet y(t) = (cos t, sin t) mit
0 ≤ t ≤ 13. Abbildung VI.4.2 zeigt die entsprechenden Lösungskurven.
Wir erkennen, dass das explizite Eulerverfahren explodiert. Dies ist eine
Folge seiner fehlenden Stabilität. Das implizite Eulerverfahren dagegen
dämpft die Lösung zu stark. Das Crank-Nicolson-Verfahren schließlich
liefert eine Lösungskurve, die auf der exakten Lösungskurve, dem Kreis
um den Ursprung mit Radius 1, liegt.

Abbildung VI.4.2. Lösungskurven der beiden Euler-
verfahren und des Crank-Nicolson-Verfahrens für das
AWP aus Beispiel VI.4.2



KAPITEL VII

Potenzreihen

VII.1. Reihen

VII.1.1. Definition. Jeder Zahlenfolge (an)n∈N ordnen wir eine
neue Zahlenfolge (sn)n∈N zu durch die Vorschrift

sn =
n∑
k=0

ak = a0 + . . .+ an.

Diese neue Zahlenfolge nennen wir eine Reihe und bezeichnen sie mit∑
k∈N ak. Die Zahlen a0, a1, . . . heißen die Glieder der Reihe; die Zah-

len s0, s1, . . . heißen ihre Partialsummen.

∑
k∈N

ak ist eine Abkürzung für

(
n∑
k=0

ak

)
n∈N

.

Die Reihe
∑

k∈N ak heißt konvergent, wenn die Folge (sn)n∈N
ihrer Partialsummen konvergiert. Ist s = limn→∞ sn, so schreiben wir
s =

∑∞
k=0 ak.

s =
∞∑
k=0

ak ist eine Abkürzung für s = lim
n→∞

n∑
k=0

ak.

Beispiel VII.1.1. Die geometische Reihe
∑

k∈N q
k besitzt die

Glieder ak = qk und die Partialsummen (vgl. Beispiel I.2.6 (S. 22))

sn =
n∑
k=0

qk =

{
1−qn+1

1−q falls q 6= 1,

n+ 1 falls q = 1.

Wegen der Beispiele III.2.4 (S. 118) und III.2.9 (S. 120) ist die geome-
trische Reihe genau dann konvergent, wenn |q| < 1 ist. In diesem Fall
ist

∞∑
k=0

qk =
1

1− q
falls |q| < 1.

255
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Beispiel VII.1.2. Die harmonische Reihe
∑

k∈N∗
1
k

hat die Glie-

der ak = 1
k
. Die harmonische Reihe ist nicht konvergent.

Denn: Da alle Glieder positiv sind, ist die Folge der Partialsummen
monoton wachsend. Für m ∈ N∗ ist

s2m =
2m∑
k=1

1

k

= 1 +
m∑
`=1

 2`∑
k=2`−1+1

1

k︸︷︷︸
≥2−`


≥

m∑
`=1

 2`∑
k=2`−1+1

2−`

 je 2` − 2`−1 Summanden

=
m∑
`=1

(2` − 2`−1)2−`︸ ︷︷ ︸
= 1

2

=
m

2
.

Also ist die Folge der Partialsummen nicht beschränkt und damit auch
nicht konvergent.

Beispiel VII.1.3. Die alternierende harmonische Reihe∑
k∈N∗(−1)k−1 1

k
hat die Glieder ak = (−1)k−1 1

k
. Wegen des Leibniz-

Kriteriums (s.u.) ist sie konvergent.

VII.1.2. Absolute Konvergenz. Die Reihe
∑

k∈N ak heißt ab-
solut konvergent, wenn die Reihe

∑
k∈N|ak| konvergiert. Eine kon-

vergente Reihe, die nicht absolut konvergiert, heißt bedingt konver-
gent.

Beispiel VII.1.4. Die alternierende harmonische Reihe ist bedingt
konvergent.

Beispiel VII.1.5. Die Reihe
∑

k∈N(−1)k2−k ist konvergent und ab-
solut konvergent.

Es gilt folgender Zusammenhang zwischen Konvergenz und absolu-
ter Konvergenz:

Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

VII.1.3. Konvergenzkriterien. Wir stellen im Folgenden einige
Kriterien für die Konvergenz von Reihen zusammen.
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Die Glieder einer konvergenten Reihe bilden eine Nullfolge:∑
k∈N

ak konvergent =⇒ (an)n∈N ist Nullfolge.

Bemerkung VII.1.6. Die harmonische Reihe zeigt, dass die Um-
kehrung dieser Folgerung nicht gilt.

Beispiel VII.1.7.
∑

k∈N∗
kk

k!
ist nicht konvergent, denn für alle k ∈

N∗ ist kk

k!
≥ 1.

Ein wichtiges Konvergenzkriterium für alternierende Reihen ist:

Leibniz-Kriterium: Für jede monoton fallende Nullfolge
(an)n∈N konvergiert die zugehörige alternierende Reihe∑

k∈N

(−1)kak.

Ein wichtiges Vergleichskriterium für Reihen ist:

Majorantenkriterium: Besteht für die Reihenglieder
die Abschätzung

0 ≤ |ak| ≤ bk für alle k ≥ k0,

dann gilt∑
k∈N

bk konvergent =⇒
∑
k∈N

ak absolut konvergent∑
k∈N

|ak| nicht konvergent =⇒
∑
k∈N

bk nicht konvergent.

Beispiel VII.1.8. Die Reihe
∑

k∈N∗
1
kα ist genau dann konvergent,

wenn α > 1 ist.
Denn: Ist α ≤ 1, gilt 1

k
≤ 1

kα für alle k ∈ N∗, und aus dem Majoranten-

kriterium und Beispiel VII.1.2 folgt, dass
∑

k∈N∗
1
kα nicht konvergiert.

Sei nun α > 1. Die Folge der Partialsummen ist monoton wachsend,
da die Glieder der Reihe allesamt positiv sind. Wir müssen daher nur
zeigen, dass die Folge der Partialsummen beschränkt ist. Dazu gehen
wir ähnlich wie in Beispiel VII.1.2 vor. Für jedes m ∈ N∗ erhalten wir

s2m =
2m∑
k=1

1

kα
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= 1 +
m∑
`=1

 2`∑
k=2`−1+1

1

kα︸︷︷︸
≤2−α`+α


≤ 1 +

m∑
`=1

 2`∑
k=2`−1+1

2−α`+α

 je 2` − 2`−1 Summanden

= 1 +
m∑
`=1

(2` − 2`−1)2−α`+α 2` − 2`−1 =
1

2
· 2`

= 1 +
m∑
`=1

1

2
2−(α−1)`+α

= 1 + 2α−1

m∑
`=0

(2−(α−1))` Beispiel VII.1.1 mit q = 2−(α−1)

= 1 +
2α−1

1− 2−(α−1)
.

Hieraus folgt die Behauptung.

Ein anderes wichtiges Konvergenzkriterium ist:

Quotientenkriterium: Ist ak 6= 0 für alle k ≥ k0 und
konvergiert die Folge (ak+1

ak
)k≥k0 , so gilt:

lim
k→∞

∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ < 1 =⇒
∑
k∈N

ak konvergiert absolut.

lim
k→∞

∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ > 1 =⇒
∑
k∈N

ak konvergiert nicht.

Bemerkung VII.1.9. An den Beispielen der harmonischen Reihe
und der alternierenden harmonischen Reihe erkennt man, dass im Fall

limk→∞

∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣ = 1 keine Aussage möglich ist.

Beispiel VII.1.10. Die Reihen∑
k∈N

xk

k!
,

∑
k∈N

(−1)k
x2k+1

(2k + 1)!
,

∑
k∈N

(−1)k
x2k

(2k)!
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konvergieren für jedes x ∈ R absolut.
Denn: Für x = 0 sind die Glieder bis auf dasjenige zu k = 0 alle gleich
Null, und die Behauptung ist offensichtlich. Für x 6= 0 gilt jeweils

lim
k→∞

∣∣∣∣∣
xk+1

(k+1)!

xk

k!

∣∣∣∣∣ = lim
k→∞

|x|
k + 1

= 0,

lim
k→∞

∣∣∣∣∣(−1)k+1 x2k+3

(2k+3)!

(−1)k x2k+1

(2k+1)!

∣∣∣∣∣ = lim
k→∞

|x|2

(2k + 2)(2k + 3)

= 0,

lim
k→∞

∣∣∣∣∣(−1)k+1 x2k+2

(2k+2)!

(−1)k x2k

(2k)!

∣∣∣∣∣ = lim
k→∞

|x|2

(2k + 1)(2k + 2)

= 0,

und die Behauptung folgt aus dem Quotientenkriterium.

VII.1.4. Rechenregeln. Konvergente Reihen können gliedweise
addiert, subtrahiert und mit einem konstanten Faktor multipliziert wer-
den:

∞∑
k=0

ak = a,
∞∑
k=0

bk = b

=⇒
∞∑
k=0

(ak ± bk) = a± b,

∞∑
k=0

(cak) = ca.

Warnung: Elementare Manipulationen, die bei endlichen Summen
den Summenwert nicht ändern, sind bei Reihen nicht uneingeschränkt
erlaubt. Z.B. können nicht beliebig Klammern gesetzt, Klammern fort-
gelassen oder Summanden vertauscht werden. Diese Manipulationen
sind nur bei absolut konvergenten Reihen erlaubt.

Cauchy-Produkt: Für absolut konvergente Reihen∑
k∈N ak und

∑
k∈N bk gilt die Produktformel(

∞∑
k=0

ak

)
·

(
∞∑
k=0

bk

)
=

∞∑
k=0

(
k∑
`=0

a`bk−`

)
.
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VII.2. Potenzreihen

VII.2.1. Definition. Eine Potenzreihe ist eine Reihe der Form∑
k∈N

akx
k

mit x ∈ R (variabel!) und a0, a1, . . . ∈ R (fest!). Die Zahlen a0, a1, . . .
heißen die Koeffizienten der Potenzreihe.

Beispiel VII.2.1. Die Potenzreihe
∑

k∈N x
k hat die Koeffizienten

ak = 1 (k ∈ N).

Die Potenzreihe
∑

k∈N(−1)k x2k+1

(2k+1)!
hat die Koeffizienten a0 = 0, a1 = 1,

a2 = 0, a3 = −1
6
, . . . (allgemein: a2k = 0, a2k+1 = (−1)k

(2k+1)!
).

VII.2.2. Konvergenzradius. An einer Potenzreihe
∑

k∈N akx
k

interessieren zu allererst die Menge

M = {x ∈ R :
∑
k∈N

akx
k ist konvergent}

und die Zahl

R =

{
sup{|x| : x ∈M} falls M beschränkt ist,

∞ falls M unbeschränkt ist.

Man nennt R den Konvergenzradius der Potenzreihe. Es gibt drei
Möglichkeiten:

R = 0, 0 < R <∞ oder R =∞.
Beispiel VII.2.2. Die Potenzreihe

∑
k∈N x

k hat den Konvergenz-
radius 1. Denn gemäß Beispiel VII.1.1 (S. 255) ist sie genau dann kon-
vergent, wenn |x| < 1 ist.

Beispiel VII.2.3. Die drei Reihen aus Beispiel VII.1.10 (S. 258)
sind für alle x ∈ R konvergent und haben daher den Konvergenzradius
∞.

Beispiel VII.2.4. Die Potenzreihe
∑

k∈N k!x
k ist für x = 0 konver-

gent, da alle Glieder bis auf das Erste gleich Null sind. Für x 6= 0 ist sie
nicht konvergent, da dann (k!xk)k∈N keine Nullfolge ist. Also hat diese
Reihe den Konvergenzradius 0.

Für eine Potenzreihe
∑

k∈N akx
k mit Konvergenzradius R

gilt:

(1) R = 0 ⇐⇒ Die Reihe konvergiert nur für x = 0.
(2) Ist R > 0, konvergiert die Reihe

∑
k∈N akx

k für alle
x ∈ R mit |x| < R.

(3) Für alle x ∈ R mit |x| > R ist die Reihe
∑

k∈N akx
k

nicht konvergent.
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VII.2.3. Bestimmung des Konvergenzradius. Der Konver-
genzradius R einer Potenzreihe

∑
k∈N akx

k kann häufig mit einem der
folgenden drei

”
Tricks“ berechnet werden:

(1) Es gibt ein k0 ∈ N mit ak 6= 0 für alle k ≥ k0 und limk→∞

∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣
existiert oder ist ∞, dann ist

R = lim
k→∞

∣∣∣∣ akak+1

∣∣∣∣ .
(2) In regelmäßigen Abständen sind einer oder mehrere Koeffizi-

enten gleich Null, d.h.
∑

k∈N akx
k =

∑
n∈N bnx

r+`n mit r ≥ 0,

` ≥ 1 und bn 6= 0 für alle n ∈ N. Falls limn→∞

∣∣∣ bn
bn+1

∣∣∣ existiert

oder gleich ∞ ist, gilt

R =

√̀
lim
n→∞

∣∣∣∣ bnbn+1

∣∣∣∣ .
(Dabei ist

√̀
∞ =∞ zu setzen!)

(3) R = supB mit B = {r ≥ 0 : (|ak|rk)k∈N ist beschränkt}.

Beispiel VII.2.5. Für die Potenzreihe
∑

k∈N
kk

k!
xk erhalten wir∣∣∣∣ akak+1

∣∣∣∣ =
kk

k!
(k+1)k+1

(k+1)!

=
kk

(k + 1)k+1
(k + 1)

=
1

(k+1
k

)k

=
1

(1 + 1
k
)k

−→
k→∞

1

e
.

Also hat sie den Konvergenzradius 1
e
.

Beispiel VII.2.6. Die Potenzreihen∑
k∈N

xk,
∑
k∈N∗

1

k
xk,

∑
k∈N∗

1

k2
xk

haben alle den Konvergenzradius 1 (es ist jeweils limk→∞

∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣ = 1).

Sie haben aber ein sehr unterschiedliches Verhalten in den Randpunk-
ten x = −1 und x = 1:∑

k∈N

xk ist für x = −1 und x = 1 nicht konvergent,
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k∈N

1

k
xk ist für x = 1 nicht konvergent

und für x = −1 bedingt konvergent,∑
k∈N

1

k2
xk ist für x = −1 und x = 1 absolut konvergent.

Beispiel VII.2.7. Für die Potenzreihe
∑

k∈N∗(−1)k+1 1
k5kx

2k+1 er-
halten wir mit unserem zweiten

”
Trick“ den Konvergenzradius

R =

√
lim
n→∞

(n+ 1)5n+1

n5n
=
√

5.

Beispiel VII.2.8. Die Koeffizientenfolge der Potenzreihe
∑

k∈N x
k2

weist immer größer werdende Lücken auf. Wir können daher die ersten
beiden

”
Tricks“ nicht anwenden. Wir versuchen also den dritten. Es

ist (|ak|rk)k∈N = (rk
2
)k∈N. Diese Folge ist offensichtlich genau dann

beschränkt, wenn r ≤ 1 ist. Also ist der Konvergenzradius 1.

VII.2.4. Differentiation und Integration von Potenzreihen.
Im Folgenden ist stets

∑
k∈N akx

k eine Potenzreihe mit Konvergenzra-
dius R > 0. Die Vorschrift

x 7→
∞∑
k=0

akx
k

definiert dann eine Funktion f : (−R,R)→ R. Wir sagen, die Funktion
f wird durch die Potenzreihe dargestellt.

Differentiation von Potenzreihen: Eine durch eine
Potenzreihe dargestellte Funktion f ist im offenen Konver-
genzintervall (−R,R) beliebig oft differenzierbar. Die Ab-
leitungen können durch gliedweise Differentiation bestimmt
werden, d.h. für alle x ∈ (−R,R), und alle n ∈ N ist

f (n)(x) =
∞∑
k=n

k!

(k − n)!
akx

k−n.

Beispiel VII.2.9. Für die geometrische Reihe
∑

k∈N x
k aus Beispiel

VII.1.2 (S. 256) erhalten wir für alle x ∈ (−1, 1) :

1

1− x
=

∞∑
k=0

xk,

1

(1− x)2
=

d

dx
(

1

1− x
)

=
∞∑
k=1

kxk−1,
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2

(1− x)3
=

d2

dx2
(

1

1− x
)

=
∞∑
k=2

k(k − 1)xk−2.

Integration von Potenzreihen: Potenzreihen können
im offenen Konvergenzintervall (−R,R) gliedweise integriert
werden, d.h.∫ { ∞∑

k=0

akx
k

}
dx =

∞∑
k=0

1

k + 1
akx

k+1.

Insbesondere ist für alle −R < α < β < R∫ β

α

{
∞∑
k=0

akx
k

}
dx =

∞∑
k=0

1

k + 1
ak(β

k+1 − αk+1).

Beispiel VII.2.10. Durch Integration der geometrischen Reihe∑
k∈N x

k ergibt sich für alle x ∈ (−1, 1):

− ln(1− x) =

∫ x

0

1

1− t
dt =

∞∑
k=0

1

k + 1
xk+1.

VII.2.5. Potenzreihendarstellung einiger Funktionen. Als
erste Anwendung der Sätze des vorigen Abschnittes ergibt sich:

exp(x) =
∞∑
k=0

1

k!
xk für alle x ∈ R

sin(x) =
∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1 für alle x ∈ R

cos(x) =
∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k für alle x ∈ R

ln(1 + x) =
∞∑
k=0

(−1)k

k + 1
xk+1 für alle x ∈ (−1, 1)

arctan(x) =
∞∑
k=0

(−1)k

2k + 1
x2k+1 für alle x ∈ (−1, 1).
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Zum Nachweis dieser Identitäten gehen wir wie folgt vor:
Wegen

lim
k→∞

1
k!
1

(k+1)!

= lim
k→∞

(k + 1) =∞

hat die erste Potenzreihe den Konvergenzradius∞ und stellt damit eine
auf ganz R differenzierbare Funktion f dar. Gliedweises Differenzieren
liefert für alle x ∈ R

f ′(x) =
∞∑
k=1

1

k!
kxk−1

=
∞∑
k=1

1

(k − 1)!
xk−1

= f(x).

Also ist (vgl. Abschnitt IV.4.1 (S. 161)) f(x) = c exp(x). Wegen f(0) =
1 ist c = 1.
Die zweite Potenzreihe hat ebenfalls den Konvergenzradius ∞ und
stellt eine auf ganz R beliebig oft differenzierbare Funktion g dar. In-
dem wir die Potenzreihe zweimal gliedweise differenzieren, erhalten wir

g′′(x) = −g(x)

für alle x ∈ R. Aus Beispiel IV.2.4 (S. 143) folgt

g(x) = g(0) cos(x) + g′(0) sin(x) = sin(x).

Die Argumentation bei der dritten Potenzreihe ist völlig analog zu
derjenigen bei der zweiten.
Die Aussagen für die vierte und fünfte Potenzreihe erhalten wir durch
Integration der Identitäten

1

1 + x
=

∞∑
k=0

(−1)kxk,

1

1 + x2
=

∞∑
k=0

(−1)kx2k.

VII.2.6. Die Binomialreihe. Für α ∈ R und k ∈ N definieren
wir den Binomialkoeffizienten

(
α
k

)
durch(

α

k

)
=


α(α− 1) · . . . · (α− k + 1)

k!
falls k ≥ 1

1 falls k = 0.

Dies ist offensichtlich eine Verallgemeinerung des Binomialkoeffizienten(
n
k

)
aus Abschnitt I.2.8 (S. 23). Die Potenzreihe

∑
k∈N
(
α
k

)
xk mit α ∈ R
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heißt Binomialreihe. Wegen

lim
k→∞

∣∣∣∣∣
(
α
k

)(
α
k+1

)∣∣∣∣∣ = lim
k→∞

∣∣∣∣ α(α− 1) · . . . · (α− k + 1)

α(α− 1) · . . . · (α− k + 1) · (α− k)
(k + 1)!

k!

∣∣∣∣
= lim

k→∞

k + 1

|α− k|
= 1

hat sie den Konvergenzradius 1 und stellt damit auf dem Intervall
(−1, 1) eine beliebig oft differenzierbare Funktion g dar. Durch glied-
weise Differentiation erhalten wir

(1 + x)g′(x) =
∞∑
k=1

(1 + x)

(
α

k

)
kxk−1

=
∞∑
k=1

(
α

k

)
kxk−1

︸ ︷︷ ︸
=

P∞
`=0 ( α

`+1)(`+1)x`

+
∞∑
k=1

(
α

k

)
kxk

=

(
α

1

)
+

∞∑
k=1

[(
α

k + 1

)
(k + 1) +

(
α

k

)
k

]
︸ ︷︷ ︸

=α(α
k)

xk

= α
∞∑
k=0

(
α

k

)
xk

= αg(x).

Für die Funktion

h(x) =
g(x)

(1 + x)α

ergibt sich daher h′(x) = 0, also h(x) = h(0) = 1. Insgesamt erhalten
wir:

(1 + x)α =
∞∑
k=0

(
α

k

)
xk für alle x ∈ (−1, 1), α ∈ R.

VII.2.7. Potenzreihen mit beliebigem Entwicklungspunkt.
Eine Reihe der Form ∑

k∈N

ak(x− x0)
k

mit a0, a1, . . . ∈ R und x0 ∈ R heißt Potenzreihe mit Entwick-
lungspunkt x0. Alle früher betrachteten Potenzreihen hatten den
Entwicklungspunkt x0 = 0. Durch die Transformation z = x − x0

geht eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt x0 in eine Potenzreihe
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k∈N akz

k vom bisher betrachteten Typ über. Hieran erkennt man,
dass sich alle bisherigen Aussagen übertragen. Insbesondere bezeich-
net man als Konvergenzradius der Potenzreihe

∑
k∈N ak(x − x0)

k den
Konvergenzradius R der Potenzreihe

∑
k∈N akz

k. Wegen

|x− x0| < R ⇐⇒ x0 −R < x < x0 +R

gilt

x ∈ (x0 −R, x0 +R) =⇒
∑
k∈N

ak(x− x0)
k konvergiert

x 6∈ [x0 −R, x0 +R] =⇒
∑
k∈N

ak(x− x0)
k konvergiert nicht.

Beispiel VII.2.11. Wegen exp(x) = exp(x − x0) exp(x0) wird die
Exponentialfunktion durch die Potenzreihe∑

k∈N

ex0

k!
(x− x0)

k

mit Entwicklungspunkt x0 dargestellt.

VII.2.8. Koeffizientenvergleich. Zwei Potenzreihen∑
k∈N

akx
k und

∑
k∈N

bkx
k

stellen genau dann diesselbe Funktion dar, wenn alle ihre Koeffizienten
übereinstimmen, d.h. ak = bk für alle k ∈ N.

Beispiel VII.2.12. Aus Abschnitt VII.2.6 und dem Cauchy-Pro-
dukt aus Abschnitt VII.1.4 (S. 259) folgt für α, β ∈ R und x ∈ (−1, 1)

∞∑
k=0

(
α+ β

k

)
xk = (1 + x)α+β

= (1 + x)α(1 + x)β

=

{
∞∑
k=0

(
α

k

)
xk

}{
∞∑
k=0

(
β

k

)
xk

}

=
∞∑
k=0

{
k∑
`=0

(
α

`

)(
β

k − `

)}
xk.

Also gilt für alle α, β ∈ R und alle k ∈ N(
α+ β

k

)
=

k∑
`=0

(
α

`

)(
β

k − `

)
.
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VII.3. Taylorreihen

VII.3.1. Die Taylor-Formel. Wir betrachten eine beliebig oft
differenzierbare Funktion f : I → R auf einem Intervall I und zwei
verschiedene Punkte x, x0 in I. Aus dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung aus Abschnitt V.1.3 (S. 171) folgt

f(x) = f(x0) +

∫ x

x0

f ′(t)dt.

Auf das Integral wenden wir partielle Integration an mit

u(t) = −(x− t) , u′(t) = 1 , v(t) = f ′(t)

und erhalten

f(x) = f(x0)− (x− t)f ′(t)
∣∣∣t=x
t=x0

+

∫ x

x0

f ′′(t)(x− t)dt

= f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +

∫ x

x0

f ′′(t)(x− t)dt.

Erneute partielle Integration mit

u(t) = −1

2
(x− t)2 , u′(t) = x− t , v(t) = f ′′(t)

ergibt

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
1

2
f ′′(x0)(x− x0)

2

+

∫ x

x0

f ′′′(t)
1

2
(x− t)2dt.

Führen wir diese Prozedur fort, erhalten wir nach n-Schritten

f(x) =
n∑
k=0

1

k!
f (k)(x0)(x− x0)

k +

∫ x

x0

f (n+1)(t)
1

n!
(x− t)ndt.

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung aus Abschnitt V.1.2 (S.
170) gibt es ein η zwischen x und x0 mit∫ x

x0

1

n!
f (n+1)(t)(x− t)ndt = f (n+1)(η)

∫ x

x0

1

n!
(x− t)ndt

=
1

(n+ 1)!
f (n+1)(η)(x− x0)

n+1.

Das Polynom

Tn(f ;x0)(x) =
n∑
k=0

1

k!
f (k)(x0)(x− x0)

k
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heißt das n-te Taylor-Polynom von f mit Entwicklungspunkt
x0.
Unsere obigen Überlegungen beweisen:

Taylor-Formel: Für jede auf dem Intervall I n + 1-mal
differenzierbare Funktion f und jeden Punkt x0 ∈ I gilt

f(x) = Tn(f ;x0)(x) +Rn+1(f ;x0, x)

für alle x ∈ I mit

Rn+1(f ;x0, x) =

∫ x

x0

1

n!
f (n+1)(t)(x− t)ndt

und

Rn+1(f ;x0, x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(η)(x− x0)

n+1

für ein η zwischen x0 und x.

Wir können die Taylor-Formel wie folgt deuten: Die Funktion f und
das Taylor-Polynom Tn(f ;x0) beschreiben zwei Kurven. Beide Kurven
gehen durch den Punkt (x0, f(x0)). In diesem Punkt haben sie die glei-
che Steigung, die gleiche Krümmung und alle Eigenschaften gemein-
sam, die durch die Ableitungen bis zur Ordnung n in diesem Punkt be-
stimmt werden. Das Restglied Rn+1(f ;x0, x) erlaubt die Abschätzung
des Fehlers f(x)− Tn(f ;x0)(x) in einem von x0 verschiedenen Punkt.

Beispiel VII.3.1. Wegen exp(n) = exp ist

Tn(exp; 0)(x) =
n∑
k=0

1

k!
xk

und

Rn+1(exp; 0, x) =
exp(η)

(n+ 1)!
xn+1.

Für |x| ≤ 1 ergibt sich hieraus z.B.∣∣∣∣∣ex −
n∑
k=0

1

k!
xk

∣∣∣∣∣ ≤ e

(n+ 1)!
|x|n+1.

Wollen wir also z.B. e0.1 mit einem Fehler von±10−6 berechnen, müssen
wir n so groß wählen, dass

e

(n+ 1)!
10−(n+1) ≤ 10−6

ist. Wegen
e

5!
10−5 ≤ 3

120
10−5 = 2.5 · 10−7
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ist dies sicherlich für n = 4 erfüllt und wir erhalten

e0.1 = 1 + 0.1 +
1

2
0.01 +

1

6
0.001 +

1

24
0.0001± 10−6.

Eine Folgerung aus der Taylor-Formel ist:

Jede auf einem Intervall n+1-mal differenzierbare Funktion
f mit verschwindender (n+1)-ter Ableitung ist ein Polynom
vom Grad ≤ n.

Eine weitere Konsequenz ist der folgende Extremwert-Test:

Die Funktion f sei auf dem Intervall I n-mal differenzierbar
und für x0 ∈ I gelte

f ′(x0) = . . . = f (n−1)(x0) = 0, f (n)(x0) 6= 0.

Dann gilt:

(1) x0 ist eine Extremalstelle von f ⇐⇒ n ist gerade.
(2) n gerade und f (n)(x0) < 0 =⇒ x0 ist lokales Maxi-

mum.
n gerade und f (n)(x0) > 0 =⇒ x0 ist lokales Mini-
mum.

Beispiel VII.3.2. Für

f(x) = x4 − 8x3 + 24x2 − 32x+ 19

gilt

f ′(2) = f ′′(2) = f ′′′(2) = 0

und

f (4)(2) = 24.

Also ist x0 = 2 ein lokales Minimum von f .

VII.3.2. Die Taylor-Reihe. Die Funktion f sei auf dem Intervall
I beliebig oft differenzierbar und x0 sei ein Punkt aus I.

Die Potenzreihe

T (f ;x0)(x) =
∑
k∈N

1

k!
f (k)(x0)(x− x0)

k

heißt die Taylor-Reihe von f mit Entwicklungspunkt x0.
Gibt es ein R > 0 mit

f(x) =
∞∑
k=0

1

k!
f (k)(x0)(x− x0)

k für alle |x− x0| < R,
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so sagt man,
”
f lässt sich in x0 als Taylor-Reihe darstellen“ oder

”
f

lässt sich in x0 in eine Taylor-Reihe entwickeln“.
Wegen Abschnitt VII.2.8 (S. 266) gilt:

Eine Funktion f lässt sich genau dann als eine Potenzreihe
mit Entwicklungspunkt x0 darstellen, wenn sich f in x0 in
eine Taylor-Reihe entwickeln lässt.

Warnung: Selbst wenn die Taylor-Reihe von f existiert und einen
positiven Konvergenzradius hat, muss sie nicht die Funktion f darstel-
len.

Es gilt:

Die Funktion f sei auf dem Intervall I beliebig oft diffe-
renzierbar und x0 sei ein Punkt aus I. Dann wird f durch
seine Taylor-Reihe mit Entwicklungspunkt x0 dargestellt,
wenn das Restglied Rn+1(f ;x0, x) aus der Taylor-Formel für
n→∞ gegen Null konvergiert. Dies ist sicherlich dann der
Fall, wenn es Konstanten A,B ∈ R gibt, so dass für alle
x ∈ I gilt |f (n)(x)| ≤ ABn.

VII.3.3. Methoden der Potenzreihenentwicklung. Es gibt
verschiedene Möglichkeiten eine gegebene, beliebig oft differenzierba-
re Funktion in eine Potenzreihe zu entwickeln. Die erste Möglichkeit
ist, die Taylor-Reihe zu bestimmen und die Restglieder Rn+1(f ;x0, x)
abzuschätzen (vgl. die Taylor-Formel). Dies ist jedoch häufig mühse-
lig. Die zweite Möglichkeit ist, bekannte Potenzreihen zu differenzieren
oder zu integrieren.

Beispiel VII.3.3. Gemäß Abschnitt VII.2.6 (S. 264) ist für |t| < 1

1√
1 + t

=
∞∑
k=0

(
−1

2

k

)
tk.

Die Transformation t = −x2 liefert für alle |x| < 1

1√
1− x2

=
∞∑
k=0

(−1)k
(
−1

2

k

)
x2k.

Gliedweise Integration dieser Reihe liefert

arcsin(x) =
∞∑
k=0

(−1)k

2k + 1

(
−1

2

k

)
x2k+1.

Eine weitere Möglichkeit ist, die Funktion als Summe oder Produkt
bekannter Potenzreihen darzustellen.
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Beispiel VII.3.4. Aus der bekannten Potenzreihenentwicklung der
Exponentialfunktion ergibt sich

cosh(x) =
1

2
(ex + e−x)

=
1

2

∞∑
k=0

1

k!
xk +

1

2

∞∑
k=0

(−1)k

k!
xk

=
∞∑
`=0

1

(2`)!
x2`.

Analog folgt

sinh(x) =
1

2
(ex − e−x)

=
∞∑
`=0

1

(2`+ 1)!
x2`+1.

Beispiel VII.3.5. Aus den bekannten Potenzreihen für cos(x) und
1

1−x und dem Cauchy-Produkt aus Abschnitt VII.1.4 (S. 259) folgt für
|x| < 1

cos(x)

1− x
=

{
∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k

}{
∞∑
k=0

xk

}

= 1 + x+ (1− 1

2!
)x2 + (1− 1

2!
)x3 + (1− 1

2!
+

1

4!
)x4 + . . .

= 1 + x+
1

2
x2 +

1

2
x3 +

3

4
x4 + . . . .

VII.4. Anwendungen

VII.4.1. Grenzwertbestimmung. Häufig können Grenzwerte
der Form 0

0
mit Hilfe bekannter Potenzreihenentwicklungen leichter be-

stimmt werden als mit der Regel von de l’Hôpital aus Abschnitt IV.2.4
(S. 146). Zudem gibt dieser Zugang einen besseren Einblick in das Kon-
vergenzverhalten.

Beispiel VII.4.1. Definiere für x 6= 0

f(x) =
e−x

2 − 1

x
.

Wie verhält sich diese Funktion für x→ 0?
Aus der Potenzreihenentwicklung der Exponentialfunktion erhalten wir
mit der Substitution t = −x2:

f(x) =
1

x

[
∞∑
k=0

(−1)k

k!
x2k − 1

]



272 VII. POTENZREIHEN

=
∞∑
k=1

(−1)k

k!
x2k−1

= −x+
1

2
x3 − 1

6
x5 + . . .

Also ist

lim
x→0

f(x) = 0.

Mit f(0) = 0 erhalten wir dann eine auf ganz R definierte Funkti-
on, die beliebig oft differenzierbar ist. Insbesondere können wir in der
Reihenentwicklung die Werte der Ableitungen im Nullpunkt ablesen:

f ′(0) = −1, f ′′(0) = 0, f (3)(0) = 3, . . .

VII.4.2. Näherungsformeln. Mit den Taylor-Formeln erhält
man oft leicht berechenbare Näherungsformeln für komplizierte Funk-
tionen.

Beispiel VII.4.2. Für den Fall mit Luftwiderstand gilt das Weg-
Zeit-Gesetz

s(t) =
v2

0

g
ln(cosh(

gt

v0

))

mit der Grenzgeschwindigkeit

v0 = lim
t→∞

v(t).

Für die ersten vier Ableitungen in t0 = 0 erhalten wir

ṡ(t) = v0

sinh( gt
v0

)

cosh( gt
v0

)

⇒ ṡ(0) = 0

s̈(t) = g
1

cosh2( gt
v0

)

⇒ s̈(0) = g

s(3)(t) = −2
g2

v0

sinh( gt
v0

)

cosh3( gt
v0

)

⇒ s(3)(0) = 0

s(4)(t) = −2
g3

v2
0

[
1

cosh2( gt
v0

)
− 3

sinh2( gt
v0

)

cosh4( gt
v0

)

]

⇒ s(4)(0) = −2
g3

v2
0

.
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Also gilt für kleine t die Näherungsformel

s(t) ≈ T4(s; 0)(t)

=
1

2
gt2 − 1

12

g3

v2
0

t4.

VII.4.3. Integration. Durch gliedweise Integration von Potenz-
reihendarstellungen kann man häufig Integrale berechnen, die nicht ge-
schlossen dargestellt werden können.

Beispiel VII.4.3. Die Gaußsche Fehlerfunktion ist definiert durch

Φ(x) =

∫ x

0

e−t
2

dt.

Dieses Integral ist nicht geschlossen darstellbar. Durch Integration der
Potenzreihe von e−t

2
erhält man die Reihendarstellung

Φ(x) =

∫ x

0

∞∑
k=0

(−1)k

k!
t2kdt

=
∞∑
k=0

(−1)k

k!(2k + 1)
x2k+1.

Diese Darstellung erlaubt die Berechnung der Funktionswerte bis zu
jeder gewünschten Genauigkeit.

VII.4.4. Lösen von Differentialgleichungen. Oft kann man
Differentialgleichungen durch einen Potenzreihenansatz lösen.

Beispiel VII.4.4. Wir betrachten die Auslenkung s(t) aus der Ru-
helage eines Pendels, dessen Rückstellkraft proportional zum Quadrat
der Zeit ist. Zur Zeit t = 0 soll sich das Pendel in der Ruhelage befinden
und die Geschwindigkeit 1 haben. Wir müssen somit das Anfangs-
wertproblem

s̈(t) + t2s(t) = 0

s(0) = 0

ṡ(0) = 1

lösen. Hierzu machen wir den Potenzreihenansatz

s(t) =
∑
k∈N∗

akt
k

mit unbekannten Koeffizienten ak (dabei ist s(0) = 0 mit a0 = 0 schon
ausgenutzt!). Falls diese Reihe einen positiven Konvergenzradius hat,
können wir sie in die Differentialgleichung einsetzen, gliedweise diffe-
renzieren und erhalten

0 = s̈(t) + t2s(t)
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=
d2

dt2

(
∞∑
k=1

akt
k

)
+ t2

∞∑
k=1

akt
k

=
∞∑
k=2

k(k − 1)akt
k−2 +

∞∑
k=1

akt
k+2

= 2a2 + 6a3t+ 12a4t
2 +

∞∑
k=5

k(k − 1)akt
k−2

︸ ︷︷ ︸
`=k−2

+
∞∑
k=1

akt
k+2

︸ ︷︷ ︸
`=k+2

= 2a2 + 6a3t+ 12a4t
2 +

∞∑
`=3

t`[(`+ 2)(`+ 1)a`+2 + a`−2].

Die Bedingung ṡ(0) = 1 und Koeffizientenvergleich ergeben

a1 = 1 ,

a2 = 0 ,

a3 = 0 ,

a4 = 0 ,

a`+2 = − 1

(`+ 1)(`+ 2)
a`−2 ` ≥ 3.

Hieraus folgt für alle k ∈ N

a2k = 0 ,

a4k+3 = 0 ,

a4k+1 = (−1)k
k∏
`=1

1

4`(4`+ 1)
.

Also ist

s(t) =
∞∑
k=0

(−1)k

[
k∏
`=1

1

`(4`+ 1)

]
t4k+1

= t− 1

20
t5 +

1

1440
t9 − 1

224640
t13 + . . . .

Dies ist zunächst einmal eine rein formale Lösung. Um nachzuweisen,
dass die Lösung des Anfangswertproblems tatsächlich durch diese Po-
tenzreihe dargestellt wird, müssen wir zum Abschluss noch nachprüfen,
ob sie einen positiven Konvergenzradius hat. Mit dem zweiten

”
Trick“

aus Abschnitt VII.2.3 (S. 261) erhalten wir für den Konvergenzradius
R

R = 4

√
lim
k→∞

∣∣∣∣a4k+1

a4k+5

∣∣∣∣
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= 4

√
lim
k→∞

(4k + 5)(4k + 4)

=∞.
Also stellt die berechnete Potenzreihe auf ganz R die Lösung des An-
fangswertproblemes dar.





KAPITEL VIII

Differentiation von Funktionen in mehreren
Variablen

In der mathematischen Behandlung von Naturvorgängen treten
häufig Funktionen auf, die von mehreren Variablen x1, . . . , xn abhängen
(etwa von den Ortskoordinaten x, y, z, der Zeit t, dem Druck p, . . .)
und deren Wertebereich mehrdimensional ist. Hierfür ist es hilfreich,
die Variablen x1, . . . , xn zu einem Spaltenvektor

x =

x1
...
xn


zusammenzufassen. Im Folgenden untersuchen wir daher Funktionen f :
D → Rm mit D ⊂ Rn, die jedem Spaltenvektor x = (x1, . . . , xn)

T ∈ D
einen mit f(x) oder f(x1, . . . , xn) bezeichneten Spaltenvektor im Rm zu-
ordnen. Hierfür schreiben wir f : Rn ⊃ D → Rm bzw. D 3 x 7→ f(x) ∈
Rm. Rn heißt Urbildraum, D Definitionsbereich, Rm Bildraum
und f(D) = {f(x) : x ∈ D} das Bild der Funktion f . Zuerst behan-
deln wir die Sonderfälle n = 1, d.h. f : R ⊃ I → Rm, und m = 1, d.h.
f : Rn ⊃ D → R. Der allgemeine Fall (m > 1, n > 1) lässt sich hierauf
zurückführen.

VIII.1. Kurven im Rn

VIII.1.1. Parameterdarstellungen. In der Praxis hat man häu-
fig das Problem, ein geometrisches Gebilde

”
Kurve“ oder

”
Weg“ ana-

lytisch, d.h. durch Funktionen darzustellen. In der Ebene sind bereits
einige Darstellungsarten bekannt (s. Abschnitt V.5 (S. 197)):

• die evtl. nur abschnittsweise explizite Darstellung y = f(x) als
Graph einer Funktion,
• die implizite Darstellung F (x, y) = 0,
• die Parameterdarstellung.

Für die allgemeine Behandlung eignet sich am besten die Parameterdar-
stellung mit der Vorstellung, dass die Kurve die Bahn eines bewegten
Punktes darstellt, der zur Zeit t den Ortsvektor x(t) besitzt.

Wir betrachten daher vektorwertige, auf einem Intervall I ⊂ R
erklärte Funktionen x : I → Rn. Jede derartige Funktion besteht aus

277
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n Komponentenfunktionen xi : I → R, 1 ≤ i ≤ n, d.h.

x(t) =

x1(t)
...

xn(t)

 , t ∈ I.

Der Grenzwertbegriff wird komponentenweise erklärt:

lim
t→t0

x1(t)
...

xn(t)

 =

c1...
cn

 ⇐⇒ lim
t→t0

xi(t) = ci (1 ≤ i ≤ n).

Dementsprechend heißt x : I → Rn in t0 ∈ I bzw. auf I stetig bzw.
differenzierbar, wenn alle Komponentenfunktionen in t0 ∈ I bzw. auf I
stetig bzw. differenzierbar sind. Die Ableitung wird komponentenweise
berechnet:

ẋ(t) =
d

dt
x(t) = lim

h→0

1

h
[x(t+ h)− x(t)] =

ẋ1(t)
...

ẋn(t)


mit ẋi(t) = d

dt
xi(t). Man nennt ẋ(t) den Tangentialvektor von x

an der Stelle t (vgl. Abschnitt V.5.2 (S. 199) für den Fall n = 2).
Mit x,y : I → Rn, α, β ∈ R und g : I → R gelten folgende

Rechenregeln:

d

dt
[αx(t) + βy(t)] = αẋ(t) + βẏ(t)

d

dt
[x(t) · y(t)] = ẋ(t) · y(t) + x(t) · ẏ(t)

d

dt
[x(t)× y(t)] = ẋ(t)× y(t) + x(t)× ẏ(t) falls n = 3

d

dt
[g(t)x(t)] = ġ(t)x(t) + g(t)ẋ(t).

Definition VIII.1.1. Seien G ⊂ Rn und [a, b] ⊂ R. Wir nennen
jede stetig differenzierbare Funktion x : [a, b]→ G ein Kurvenstück
in G mit Anfangspunkt x(a), Endpunkt x(b) und Spur {x(t) :
a ≤ t ≤ b}. ẋ(a) und ẋ(b) sind als einseitige Ableitungen zu verstehen.
Ein Kurvenstück heißt regulär, wenn ẋ(t) 6= 0 ist für alle t ∈ [a, b].

Bemerkung VIII.1.2. (1) Unter einer Kurve versteht man eine
Kette von aneinanderhängenden Kurvenstücken (vgl. Definition IX.2.2
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(S. 330)). Wir beschränken uns im Augenblick aber auf Kurvenstücke.
(2) Statt

”
Spur eines Kurvenstückes“ sagt man häufig auch kurz

”
Kur-

venstück“.

Für ein reguläres Kurvenstück x : [a, b] → Rn existiert für jedes
t ∈ [a, b] die Zahl

s(t) =

∫ t

a

|ẋ(τ)|dτ =

∫ t

a

√
ẋ1(τ)2 + . . .+ ẋn(τ)2dτ.

Sie heißt Bogenlänge des Kurvenstückes. L(x) = s(b) heißt die
Laenge des Kurvenstückes. Wegen des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung aus Abschnitt V.1.3 (S. 171) ist

ṡ(t) = |ẋ(t)|.

Man nennt

ds = |ẋ(t)|dt das (skalare) Bogenelement

dx = ẋ(t)dt das vektorielle Bogenelement.

ds ist in erster Näherung die im Zeitintervall [t, t + dt] zurückgelegte
Weglänge.

VIII.1.2. Das begleitende Dreibein, Krümmung und Tor-
sion. Wir betrachten ein reguläres Kurvenstück x : I → R3 im Raum,
d.h. n = 3. Die Bewegung eines Massenpunktes entlang eines solchen
Kurvenstückes und die Auswirkung von Kräften und Momenten in den
einzelnen Kurvenpunkten wird am besten in einem der Geometrie ange-
passten begleitenden kartesischen Koordinatensystem (x(t) : T,N,B)
beschrieben, in dem sich auch die Basisvektoren T,N,B mit dem Pa-
rameter t verändern. Dieses Koordinatensystem heißt begleitendes
Dreibein und wird wie folgt definiert. Es ist

T(t) =
1

|ẋ(t)|
ẋ(t)

T(t) heißt Tangentenvektor des Kurvenstücks an der Stelle t.
Weiter ist

N(t) =
1

|Ṫ(t)|
Ṫ(t)
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B(t) = T(t)×N(t)

N(t) heißt Hauptnormalenvektor, B(t) heißt Binormalenvek-
tor.
Die Parameterdarstellung der Kurventangente im Punkt x(t0) lautet

y(λ) = x(t0) + λT(t0), λ ∈ R.
Die von N(t0) und T(t0) im Punkt x(t0) aufgespannte Ebene heißt die
Schmiegeebene der Kurve im Punkt t0. Ihre Parameterdarstellung
lautet

y(λ, µ) = x(t0) + λT(t0) + µN(t0), λ, µ ∈ R.
Die Änderungsrate

1

∆s
∆T =

1

s(t1)− s(t)
[T(t1)−T(t)]

des Tangentenvektors bezogen auf die Bogenlänge beschreibt anschau-
lich das mittlere Krümmungsverhalten der Kurve im Parameterinter-
vall [t, t1] bzw. [t1, t]. Mit der Regel von le l’Hôpital ergibt sich für den
Grenzwert t1 → t:

lim
t1→t

1

∆s
∆T =

1

ṡ(t)
Ṫ(t).

Wegen ṡ(t) = |ẋ(t)| nennt man daher

1

|ẋ(t)|
Ṫ(t) den Krümmungsvektor und

κ(t) =
|Ṫ(t)|
|ẋ(t)|

die Krümmung

der Kurve an der Stelle t.
Für die Darstellung von ẋ und ẍ ergibt sich im begleitenden Drei-

bein:

ẋ(t) = ṡ(t)T(t)

ẍ(t) = s̈(t)T(t) + ṡ(t)2κ(t)N(t).

Diese Formel hat folgende kinematische Deutung:
Stellt x die Bewegung eines Massenpunktes dar, so ist dessen Geschwin-
digkeitsvektor ẋ = ṡT tangential zur Bahn in Durchlaufrichtung und
dem Betrag nach gleich der Momentangeschwindigkeit ṡ. Der Beschleu-
nigungsvektor ẍ hat s̈T als Tangential- und ṡ2κN als Normalkompo-
nente. Daher kann 1

κ
als Radius eines Krümmungskreises in der Schmie-

geebene gedeutet werden.
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Wegen T×T = 0 und T×N = B ergibt sich aus obiger Formel

ẋ(t)× ẍ(t) = ṡ(t)3κ(t)B(t).

Wegen |B| = 1 folgt

κ(t) =
|ẋ(t)× ẍ(t)|
|ẋ(t)|3

.

B(t) =
1

|ẋ(t)× ẍ(t)|
ẋ(t)× ẍ(t).

Wegen dieser Formel bestimmt man das begleitende Dreibein
(T,N,B) am besten in der Reihenfolge

T =
1

|ẋ|
ẋ,

B =
1

|ẋ× ẍ|
ẋ× ẍ,

N = B×T.

Für eine ebene Kurve, d.h. x3(t) = 0 für alle t, liefern die hergeleite-
ten Formeln bis aufs Vorzeichen die Formeln für die Krümmung aus
Abschnitt V.5.4 (S. 202).

Die Änderungsrate des Binormalenvektors bezogen auf die Bogen-
länge beschreibt das Herauswinden der Kurve aus der Schmiegeebene.
Daher nennt man

1

|ẋ(t)|
Ḃ(t) den Torsionsvektor.

Wegen B(t) · B(t) = |B(t)|2 = 1 ist B(t) · Ḃ(t) = 0, d.h. Ḃ ist
orthogonal zu B. Wegen

Ḃ =
d

dt
(T×N)

= Ṫ×N + T× Ṅ

= T× Ṅ

ist Ḃ auch orthogonal zu T, also parallel zu N. Daher gibt es eine
skalare Funktion τ(t) mit

1

|ẋ(t)|
Ḃ(t) = −τ(t)N(t).

Diese heißt Torsion der Kurve. Es ist
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τ(t) =
det(ẋ(t), ẍ(t),

...
x(t))

|ẋ(t)× ẍ(t)|2
.

Beispiel VIII.1.3. Die neutrale Faser einer Schraubenfeder wird
dargestellt durch

x(t) =

r cos t
r sin t
ht

 , 0 ≤ t ≤ 2πn.

Dabei ist r der Radius, 2πh die Ganghöhe und n die Windungszahl.
Es ist

ẋ =

−r sin t
r cos t
h

 ,

ẍ(t) =

−r cos t
−r sin t

0

 ,

...
x(t) =

 r sin t
−r cos t

0

 .

Mit der Abkürzung

R = |ẋ(t)| =
√
r2 + h2

folgt hieraus für das Begleitende Dreibein

T(t) =
1

R

−r sin t
r cos t
h

 ,

N(t) =

− cos t
− sin t

0

 ,

B(t) =
1

R

 h sin t
−h cos t

r


und für Krümmung und Torsion

κ(t) =
r

r2 + h2
,

τ(t) =
h

r2 + h2
.
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Eine Belastung F = −Fe3 mit der Schraubenachse als Wirkungslinie
erzeugt in jedem Punkt x(t) der Schraubenfeder das Moment

m(t) = −x× F = rF

 sin t
− cos t

0

 .

Es besitzt im begleitenden Dreibein (T,N,B) die Zerlegung

m = (m ·T)T + (m ·N)N + (m ·B)B

= −Fr
2

R
T +

Frh

R
B.

VIII.2. Reellwertige Funktionen mehrerer reeller
Veränderlicher

VIII.2.1. Einige topologische Grundbegriffe. Der Betrag ei-
nes Vektors x ∈ Rn ist gemäß Abschnitt II.6.7 (S. 108) definiert durch

|x| =
√
x2

1 + . . .+ x2
n.

Dementsprechend ist |x− y| der Abstand zweier Punkte x,y ∈ Rn.
Zu a ∈ Rn und r > 0 heißt die Menge

Br(a) = {x ∈ Rn : |x− a| < r}
der (offene) Ball um a mit Radius r.

Beispiel VIII.2.1. Für n = 1 ist Br(a) das offene Intervall (a −
r, a+ r). Für n = 2 ist Br(a) das Innere des Kreises mit Mittelpunkt a
und Radius r. Für n = 3 istBr(a) das Innere der Kugel mit Mittelpunkt
a und Radius r.

Definition VIII.2.2. Sei D ⊂ Rn eine nichtleere Menge.

(1) Ein Punkt a ∈ D heißt innerer Punkt von D, wenn es ein
r > 0 und einen Ball Br(a) um a mit Radius r gibt, der ganz
in D liegt, d.h. Br(a) ⊂ D.

(2) Die MengeD heißt offen, wenn jeder Punkt vonD ein innerer
Punkt ist.

(3) Ein Punkt b ∈ Rn heißt Randpunkt von D, wenn jeder Ball
Br(b) um b mindestens einen Punkt von D und mindestens
einen nicht zu D gehörenden Punkt enthält. Die Menge al-
ler Randpunkte von D heißt Rand von D und wird mit ∂D
bezeichnet.

(4) Eine MengeD heißt abgeschlossen, wenn sie alle ihre Rand-
punkte enthält.

Beispiel VIII.2.3. (1) Die Menge K = {(x, y) : x2 + y2 < 1} ist
offen mit Rand ∂K = {(x, y) : x2 + y2 = 1}.
(2) Die Menge R = {(x, y) : |x| ≤ 1, |y| ≤ 1} ist abgeschlossen. Die
Menge ihrer inneren Punkte ist {(x, y) : |x| < 1, |y| < 1}, ihr Rand ist
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∂R = {(x, y) : |x| = 1 oder |y| = 1}.
(3) Die Menge S = {(x, y) : x2 + y2 < 1, x ≥ 0, y ≥ 0} ist weder offen,
noch abgeschlossen. Ihr Rand ist ∂S = {(x, y) : x2 + y2 = 1, x ≥ 0, y ≥
0}∪{(x, 0) : 0 ≤ x ≤ 1}∪{(0, y) : 0 ≤ y ≤ 1}, die Menge ihrer inneren
Punkte ist {(x, y) : x2 + y2 < 1, x > 0, y > 0}.

Definition VIII.2.4. (1) Eine Menge D ⊂ Rn heißt beschränkt,
wenn es ein K > 0 gibt mit D ⊂ BK(0), d.h. wenn für alle x ∈ D gilt
|x| < K.
(2) Eine Menge die beschränkt und abgeschlossen ist, nennen wir kom-
pakt.

Beispiel VIII.2.5. (1) Die Menge R aus Beispiel VIII.2.3 (2) ist
kompakt.
(2) Die Mengen K und S aus Beispiel VIII.2.3 (1) und (3) sind be-
schränkt, aber nicht kompakt.
(3) Die Menge H = {(x, y) : x ≥ 0} ist abgeschlossen, aber nicht
beschränkt.

VIII.2.2. Reelle Funktionen mehrerer reeller Veränderli-
cher. Unter einer reellen Funktion von n reellen Veränderlichen ver-
steht man eine auf einer nichtleeren Teilmenge D des Rn definierte
Abbildung f : D → R mit Werten in R. Sie ordnet jedem Punkt
x = (x1, . . . , xn)

T ∈ D des Definitionsbereiches eine reelle Zahl z =
f(x) = f(x1, . . . , xn) zu. Für Funktionen in 2 bzw. 3 reellen Veränder-
lichen schreibt man häufig auch f(x, y) bzw. f(x, y, z).

Zur Untersuchung und Darstellung einer Funktion f : Rn ⊃ D → R
ist es häufig vorteilhaft, sie auf speziellen Mengen zu betrachten:

• den Niveaumengen Nc = {x ∈ D : f(x) = c} mit c ∈ R,
• den zu den Koordinatenachsen parallelen Geraden durch D;

man erhält dann die Funktionen einer reellen Veränderlichen
xi 7→ f(a1, . . . , ai−1, xi, ai+1, . . . an) mit (a1, . . . , an) ∈ D kon-
stant.

Im Fall n = 2 bzw. n = 3 bezeichnen die Niveaumengen Kurven in
der Ebene bzw. Flächen im Raum.

Beispiel VIII.2.6. (1) Die Gerade 2x+3y = 1 ist die Niveaumenge
der Funktion f(x, y) = 2x+ 3y zum Wert c = 1.
(2) Der Kreis x2 + y2 = r2 ist die Niveaumenge der Funktion f(x, y) =
x2 + y2 zum Wert c = r2.
(3) Die Ebene 4x − 2y + 3z = 4 ist die Niveaumenge der Funktion
f(x, y, z) = 4x− 2y + 3z zum Wert c = 4.
(4) Die Niveauflächen eines quadratischen Polynoms in drei Veränder-
lichen sind Quadriken xTAx + bTx + c = 0 im R3.

Wie im Fall n = 1 kann man jeder Funktion f : Rn ⊃ D → R ihren
Graphen

Γf = {(x, f(x)) : x ∈ D} ⊂ Rn+1
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zuordnen. Er ist die Niveaumenge zum Wert c = 0 der Funktion
F (x1, . . . , xn+1) = xn+1 − f(x1, . . . , xn).

VIII.2.3. Grenzwerte und Stetigkeit. Wir erinnern an die De-
finition der Stetigkeit einer Funktion einer reellen Veränderlichen aus
Abschnitt III.3.1 (S. 123).

Definition VIII.2.7. Sei f : Rn ⊃ D → R und a ∈ D ∪ ∂D.

(1) f hat in a den Grenzwert c ∈ R, kurz f(x)→ c für x→ a
oder lim

x→a
f(x) = c, wenn es zu jedem noch so kleinen ε > 0

einen Ball Bδ(a) um a mit Radius δ gibt, sodass |f(x)−c| < ε
ist für alle x ∈ D ∩Bδ(a).

(2) f heißt stetig in a ∈ D, wenn lim
x→a

f(x) = f(a) ist.

(3) f heißt stetig auf D, wenn f in jedem Punkt a ∈ D stetig
ist.

Für stetige Funktionen mehrerer reeller Veränderlicher gel-
ten die gleichen Rechenregeln wie in Abschnitt III.3.2 (S.
123).

Beispiel VIII.2.8. Die Projektionen pi : Rn → R mit pi(x) = xi
sind stetig. Aufgrund der Rechenregeln für stetige Funktionen ist jedes
Polynom

p(x) =
∑
ki≤m

ak1...knx
k1
1 · . . . · xkn

n

in n reellen Veränderlichen stetig. Ebenso ist jede rationale Funktion

f(x) =
p(x)

q(x)

in allen Punkten x0 stetig, in denen q(x0) 6= 0 ist.

Beispiel VIII.2.9. Betrachte f : R2 → R mit

f(x, y) =

{
2xy2

x2+y4
falls (x, y) 6= (0, 0),

0 falls (x, y) = (0, 0).

Es ist

lim
x→0

f(x, 0) = 0

= f(0, 0)

lim
y→0

f(0, y) = 0

= f(0, 0)

aber

lim
t→0

f(t2, t) = lim
t→0

2t2t2

t4 + t4
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= 1

6= f(0, 0).

Daher ist f nicht stetig in 0.

Analog zu Abschnitt III.3.3 (S. 124) gilt

Jede auf einer kompakten Menge D ⊂ Rn stetige Funktion
f : D → R nimmt dort ihr Minimum und Maximum an,
d.h. es gibt ein xmin ∈ D und ein xmax ∈ D mit

f(xmin) ≤ f(x) ≤ f(xmax)

für alle x ∈ D.

Beispiel VIII.2.10. Die Funktion f(x, y) = exy ist auf R2 stetig.
Wegen

lim
t→−∞

et = 0 und lim
t→∞

et =∞

nimmt sie auf R2 weder Minimum noch Maximum an. Dagegen besitzt
sie auf der kompakten Menge R aus Beispiel VIII.2.3 (2) ein Minimum
und ein Maximum. Mit Hilfe der Methoden der AbschnittAbschnitt
VIII.3.6 (S. 305) und VIII.3.7 (S. 307) erhalten wir

max
x∈R

f(x) = e , min
x∈R

f(x) = e−1.

VIII.2.4. Partielle Ableitungen, der Gradient. Sei D ⊂ Rn

offen, f : D → R und a ∈ D. Existiert die Ableitung der Funktion
xi 7→ f(a1, . . . , a−1, xi, ai+1, . . . , an) an der Stelle xi = ai, so nennt man
sie die partielle Ableitung von f nach xi im Punkt a und
bezeichnet sie mit ∂f

∂xi
(a) oder fxi

(a):

∂f

∂xi
(a) = fxi

(a)

= lim
h→0

1

h
[f(a1, . . . , ai−1, ai + h, ai+1, . . . , an)

− f(a1, . . . , an)]

= lim
h→0

1

h
[f(a + hei)− f(a)].

Beispiel VIII.2.11. Für f(x, y) = x2y3 + y lnx auf D = {(x, y) ∈
R2 : x > 0} folgt

∂f

∂x
(x, y) = fx(x, y) = 2xy3 +

y

x
,

∂f

∂y
(x, y) = fy(x, y) = 3x2y2 + lnx.
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Die Funktion f heißt partiell differenzierbar, wenn alle par-
tiellen Ableitungen existieren. Sie heißt stetig partiell differen-
zierbar, wenn alle partiellen Ableitungen existieren und stetig sind.
Die Funktion aus Beispiel VIII.2.11 ist stetig partiell differenzierbar.

Fasst man die partiellen Ableitungen einer Funktion f zu einem
Vektor zusammen, erhält man den Gradienten von f an der Stelle
a:

grad f(a) =


∂f
∂x1

(a)
...

∂f
∂xn

(a)

 .

Beispiel VIII.2.12. Für f(x, y, z) = ex+2y + x2yz3 erhalten wir

grad f(x, y, z) =

ex+2y + 2xyz3

2ex+2y + x2z3

3x2yz2

 .

Jede partielle Ableitung ∂f
∂xi

ist eine reelle Funktion von n reellen
Veränderlichen und kann ggf. erneut partiell abgeleitet werden. Dies
definiert die partiellen Ableitungen höherer Ordnung:

fxixi
=
∂2f

∂x2
i

=
∂

∂xi

(
∂f

xi

)
,

fxixj
=

∂2f

∂xi∂xj

=
∂

∂xj

(
∂f

∂xi

)
, usw.

Beispiel VIII.2.13. (1) Für die Funktion aus Beispiel VIII.2.11
erhalten wir

fxx(x, y) =
∂2f

∂x2
(x, y)

= 2y3 − y

x2
,

fyy(x, y) =
∂2f

∂y2
(x, y)

= 6x2y,

fxy(x, y) =
∂2f

∂x∂y
(x, y)

= 6xy2 +
1

x
,
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fyx(x, y) =
∂2f

∂y∂x
(x, y)

= 6xy2 +
1

x
.

(2) Definiere f : R2 → R durch

f(x, y) =

{
xy x

2−y2
x2+y2

für (x, y) 6= (0, 0)

0 für (x, y) = (0, 0).

Da für alle x, y ∈ R gilt f(x, 0) = 0 und f(0, y) = 0, ist fx(0, 0) =
fy(0, 0) = 0. Für (x, y) 6= (0, 0) erhalten wir

fx(x, y) = y

(
x2 − y2

x2 + y2
+

4x2y2

(x2 + y2)2

)
,

fy(x, y) = x

(
x2 − y2

x2 + y2
− 4x2y2

(x2 + y2)2

)
.

Hieraus folgt

fxy(0, 0) = lim
y→0

fx(0, y)− fx(0, 0)

y

= lim
y→0

−y
y

= −1

und

fyx(0, 0) = lim
x→0

fy(x, 0)− fy(0, 0)

x

= lim
x→0

x

x
= 1.

Also ist
fxy(0, 0) 6= fyx(0, 0).

Wie Beispiel VIII.2.13 (2) zeigt, kann es bei höheren partiellen Ab-
leitungen einen Unterschied machen, in welcher Reihenfolge man die
Variablen

”
abarbeitet“. Es gilt jedoch:

Vertauschbarkeitskriterium für partielle Ablei-
tungen: Existieren alle partiellen Ableitungen zweiter Ord-
nung und sind stetig, so ist

∂

∂xi

(
∂f

∂xj

)
=

∂

∂xj

(
∂f

∂xi

)
für alle 1 ≤ i, j ≤ n. Eine analoge Aussage gilt für partielle
Ableitungen höherer Ordnung.
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Wir führen folgende Abkürzung ein (k ≥ 1):

C0(D,R) = {f : D → R : f ist stetig},
Ck(D,R) = {f : D → R : alle partiellen Ableitungen der

Ordnung ≤ k existieren

und sind stetig}.

VIII.2.5. Die totale Ableitung und lineare Approximation.
Sei wieder D ⊂ Rn offen, f : D → R und a ∈ D.

Die Funktion f heißt in Punkt a total differenzierbar bzw.
linear approximierbar, wenn es einen Vektor g ∈ Rn gibt mit

lim
x→a

1

|x− a|
{f(x)− f(a)− g · (x− a)} = 0.

Ist f im Punkt a total differenzierbar, wird f in der Nähe von a
durch die lineare Funktion

ga(x) = f(a) + g · (x− a)

approximiert. Für den Fehler

Ra(x) = f(x)− ga(x)

dieser Approximation gilt

lim
x→a

1

|x− a|
Ra(x) = 0.

Man sagt hierfür auch

Ra(x) = o(|x− a|).
Die Niveaumenge

{x ∈ D : f(x) = f(a)}
wird also in der Nähe von a durch die Menge

{x ∈ D : ga(x) = f(a)} = {x ∈ D : g · (x− a) = 0}
approximiert. Für n = 2 ist dies eine Gerade durch a senkrecht zu g;
für n = 3 handelt es sich um eine Ebene durch a senkrecht zu g.

Es gilt folgender Zusammenhang zwischen partieller und totaler
Differenzierbarkeit:

Die Funktion f sei in a ∈ D total differenzierbar. Dann gilt:

(1) f ist in a stetig.
(2) Für alle v ∈ Rn ist

lim
t→0

1

t
[f(a + tv)− f(a)] = g · v.
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(3) f ist in a partiell differenzierbar und g = grad f(a).

Teil (3) dieses Ergebnisses besagt:

”
f in a total differenzierbar ⇒ f in a partiell differen-

zierbar.“

Die Umkehrung dieser Aussage ist im allgemeinen falsch. Es gilt jedoch:

Jede Funktion f ⊂ C1(D,R) ist auf D total differenzierbar.

Hieraus ergibt sich:

Test für die totale Differenzierbarkeit: Berechne
die partiellen Ableitungen und prüfe, ob sie stetig sind.

Beispiel VIII.2.14. Für die Funktion f(x, y) = x4 +2x3y2 + y und
den Punkt a = (1, 1) erhalten wir

f(1, 1) = 4,

grad f(x, y) =

(
4x3 + 6x2y2

4x3y + 1

)
,

grad f(1, 1) =

(
10
5

)
.

Die partiellen Ableitungen sind Polynome und somit stetig. Daher ist
f total differenzierbar. Die lineare Approximation im Punkt a = (1, 1)
lautet

ga(x, y) = 4 + 10(x− 1) + 5(y − 1).

Die Niveaumenge {(x, y) : f(x, y) = 4} wird in der Nähe von (1, 1)
durch die Gerade 10(x− 1)+5(y− 1) = 0, d.h. 10x+5y = 15 approxi-
miert. Der Graph von f ist die Fläche z = x4 + 2x3y2 + y. Der Punkt
(1,1,4) liegt auf dieser Fläche. Die Gleichung der Tangentialebene an
diese Fläche in diesem Punkt ist

z = ga(x, y)

d.h.

z = 4 + 10(x− 1) + 5(y − 1).

VIII.2.6. Einfache Anwendungen. Für einfache Fehler- und
Näherungsrechnungen wird eine Funktion f mehrerer Veränderlicher
in der Nähe eines Punktes a durch ihre lineare Approximation ersetzt.

Beispiel VIII.2.15. f(x, y) = xy = ey ln(x) wird in (1, 3) wegen

f(1, 3) = 1,
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grad f(x, y) =

(
yxy−1

ln(x)xy

)
,

grad f(1, 3) =

(
3
0

)
durch 1+3(x−1) linear approximiert. Damit erhält man z.B. für 1.023.01

den Näherungswert 1.06. Der genaue Wert ist 1.061418168 . . ..

Werden statt der wahren Werte x = (x1, . . . , xn) die Näherungswer-
te x0 = (x01, . . . , x0n) gemessen, dann belasten die Messfehler |∆xi| =
|xi − x0i| den Funktionswert mit dem Fehler

|∆f(x)| = |f(x)− f(x0)|
≈ | grad f(x0) · (x− x0)|

=

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∂f

∂xi
(x0)(xi − x0i)

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

∣∣∣∣ ∂f∂xi (x0)

∣∣∣∣ |xi − x0i|.

Sind also für die einzelnen Messungen Fehlerschranken |∆xi| ≤ Si be-
kannt, so erhält man eine ungefähre Fehlerschranke S für die Funkti-
onswerte (|∆f(x)| ≤ S) durch

S ≈
n∑
i=1

∣∣∣∣ ∂f∂xi (x0)

∣∣∣∣Si.
Beispiel VIII.2.16. Für den Elastizitätsmodul E eines Stabes mit

quadratischem Querschnitt a, Länge `, Ausbiegung h und Belastung F
gilt

E = E(F, h, `, a) = 4F`3h−1a−4.

Misst man ` = 50 cm auf 1%, a = 2 cm auf 1%, h = 2 mm auf 3% und
F = 130 N auf 0.5% genau, so ergibt die Fehlerrechnung bei linearer
Approximation∣∣∣∣∆EE

∣∣∣∣ ≈ 1

|E|

∣∣∣∣∂E∂F ∆F +
∂E

∂h
∆h+

∂E

∂`
∆`+

∂E

∂a
∆a

∣∣∣∣
=

1

|4F`3h−1a−4|
|4`3h−1a−4∆F − 4F`3h−2a−4∆h

+ 12F`2h−1a−4∆`− 16F`3h−2a−5∆a|

≤
∣∣∣∣∆FF

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∆hh
∣∣∣∣+ 3

∣∣∣∣∆``
∣∣∣∣+ 4

∣∣∣∣∆aa
∣∣∣∣

= 0.105
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und somit

E = 203125
N

mm2
± 10.5%

= 203125± 21328.125
N

mm2
.

VIII.2.7. Die Richtungsableitung. Die partiellen Ableitungen
einer Funktion f geben die Änderung der Funktionswerte entlang der
Koordinatenachsen an. Es ist naheliegend, die entsprechenden Ände-
rungen entlang beliebiger Richtungen zu betrachten. Ist daher v ∈ Rn

ein beliebiger Einheitsvektor, d.h. |v| = 1, so nennen wir den Grenzwert

∂vf(a) = lim
t→0

1

t
[f(a + tv)− f(a)]

– sofern er existiert – die Richtungsabteilung von f in Richtung
v an der Stelle a.

Es gilt folgender Zusammenhang mit totaler und partieller Diffe-
renzierbarkeit.

Die Funktion f : D → R sei im Punkt a total differenzier-
bar. Dann existieren alle Richtungsableitungen ∂vf(a) von
f in a und es ist

∂vf(a) = grad f(a) · v =
n∑
i=1

∂f

∂xi
(a)vi.

Beispiel VIII.2.17. (1) Ein Massenpunkt durchquere mit der kon-
stanten Geschwindigkeit v = (2, 4, 7)T einen Raum mit der Tempera-
turverteilung T = f(x, y, z) = 2xy + 4yz. Er erfährt dann im Punkt a
die momentane Temperaturänderung

|v|∂ v
|v|
f(a) = |v| grad f(a) · v

|v|
= grad f(a) · v.

Für a = (1, 1, 1) ergibt sich insbesondere der Wert

grad f(1, 1, 1) ·

2
4
7

 =

 2
2 + 4

4

 ·
2

4
7

 = 56.

(2) Sei A ∈ Rn×n eine symmetrische Matrix. Für die zugehörige qua-
dratische Form q gilt

q(x) = xTAx

grad q(x) = 2Ax
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∂vq(x) = 2(Ax) · v
= 2xTAv.

VIII.2.8. Die Kettenregel. Seien D ⊂ Rn offen, f : D → R
partiell differenzierbar und x : [a, b] → D die Parameterdarstellung
eines Kurvenstückes in D. Dann wird durch [a, b] 3 t 7→ f(x(t)) eine
Funktion ϕ : [a, b]→ R definiert. Diese Funktion ist differenzierbar und
es gilt die Kettenregel

d

dt
f(x(t)) = grad f(x(t)) · ẋ(t)

=
n∑
i=1

∂f

∂xi
(x(t))ẋi(t).

Beispiel VIII.2.18. Für die Funktion f(x, y, z) = x2y3z und die
Schraubenlinie x(t) = (r cos t, r sin t, ht)T erhalten wir:

grad f(x, y, z) =

 2xy3z
3x2y2z
x2y3

 ,

ẋ(t) =

−r sin t
r cos t
h

 ,

d

dt
f(x(t)) =

 2r4ht cos t sin3 t
3r4ht cos2 t sin2 t
r5 cos2 t sin3 t

 ·
−r sin t
r cos t
h


= −2r5ht cos t sin4 t+ 3r5ht cos3 t sin2 t

+ r5h cos2 t sin3 t

= r5h cos t sin2 t[−2t sin2 t+ 3t cos2 t+ cos t sin t].

Die Kettenregel benötigt man immer dann, wenn neue Variablen
eingeführt werden und die partiellen Ableitungen bzgl. der neuen Va-
riablen zu berechnen sind.

Beispiel VIII.2.19 (Ebene Polarkoordinaten). Durch x =
r cosϕ, y = r sinϕ wird die Funktion f(x, y) transformiert in

F (r, ϕ) = f(r cosϕ, r sinϕ).

Falls f ∈ C2 ist, ergibt sich für die partiellen Ableitungen von F mit
der Kettenregel

Fr = fx · cosϕ+ fy · sinϕ
Fϕ = fx · (−r sinϕ) + fy · (r cosϕ)

Frr = fxx · cos2 ϕ+ 2fxy · cosϕ sinϕ+ fyy · sin2 ϕ
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Frϕ = fxx · (−r sinϕ cosϕ) + fxy · (−r sin2 ϕ+ r cos2 ϕ)

+ fyy · (r cosϕ sinϕ) + fx · (− sinϕ) + fy · (cosϕ)

Fϕϕ = fxx · (r2 sin2 ϕ) + fxy · (−2r2 cosϕ sinϕ) + fyy · (r2 cos2 ϕ)

+ fx(−r cosϕ) + fy(−r sinϕ).

Löst man diese Beziehungen nach der partiellen Ableitung von f auf,
erhält man für r 6= 0

fx = Fr · cosϕ− 1

r
Fϕ sinϕ

fy = Fr · sinϕ+
1

r
Fϕ cosϕ.

Hieraus ergibt sich für den Laplace-Operator (vgl. Abschnitt
VIII.4.4 (S. 319)):

∆f = fxx + fyy

= Frr +
1

r
Fr +

1

r2
Fϕϕ

=
1

r

∂

∂r

(
r
∂F

∂r

)
+

1

r2
Fϕϕ.

Beispiel VIII.2.20 (Räumliche Kugelkoordinaten). Mit dem
Ansatz x = r cosϕ sin θ, y = r sinϕ sin θ, z = r cos θ mit r > 0, 0 ≤ ϕ <
2π, 0 ≤ θ < π erhält man für die Funktion f(x, y, z) die transformierte
Funktion

F (r, ϕ, θ) = f(r cosϕ sin θ, r sinϕ sin θ, r cos θ).

Anwenden der Kettenregel liefert

Fr = fx · (cosϕ sin θ) + fy · (sinϕ sin θ) + fz · (cos θ)

Fϕ = fx · (−r sinϕ sin θ) + fy · (r cosϕ sin θ)

Fθ = fx · (r cosϕ cos θ) + fy · (r sinϕ cos θ) + fz · (−r sin θ).

Hieraus ergibt sich für den Laplace-Operator (vgl. Abschnitt
VIII.4.4 (S. 319)):

∆f = fxx + fyy + fzz

= Frr +
2

r
Fr +

1

r2 sin2 θ
Fϕϕ +

1

r2
Fθθ +

1

r2
(cot θ) · Fθ

=
1

r2

∂

∂r

(
r2∂F

∂r

)
+

1

r2 sin2 θ
Fϕϕ +

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂F

∂θ

)
.
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VIII.3. Anwendungen der Differentiation

VIII.3.1. Richtung des stärksten Anstieges. Für eine diffe-
renzierbare Funktion f : Rn ⊃ D → R ist der Anstieg in einem Punkt
a ∈ D in Richtung eines Einheitsvektors v ∈ Rn, |v| = 1, gemäß Ab-
schnitt VIII.2.7 (S. 292) gegeben durch die Richtungsableitung

∂vf(a) = grad f(a) · v = | grad f(a)| cosα.

Dabei ist α der Winkel zwischen den Vektoren v und grad f(a). Also
ist der Anstieg maximal, wenn cosα maximal ist, d.h. wenn α = 0 ist.

Das bedeutet:

grad f(a) = Richtung des maximalen Anstieges der

Funktion f im Punkt a.

Da f genau dann ansteigt, wenn −f abfällt, gilt:

− grad f(a) = Richtung des maximalen Abfallens der

Funktion f im Punkt a.

Diese Beobachtung führt auf das Gradientenverfahren zur Be-
stimmung eines Maximums (bzw. Minimums) einer Funktion f :

Ausgehend von einer Startnäherung x0 berechne grad f(x0) und
setze x1 = x0+h grad f(x0) (bzw. x1 = x0−h grad f(x0)) mit ei-
ner problemangepassten Schrittweite h > 0. Falls f(x1) > f(x0)
(bzw. f(x1) < f(x0)) ist, setze das Verfahren mit x1 an Stelle
von x0 fort. Andernfalls halbiere h und probiere den entspre-
chenden neuen Wert von x1 aus.

VIII.3.2. Tangenten und Tangentialebene. Ist f : Rn ⊃ D →
R eine differenzierbare Funktion, definiert die Gleichung f(x) = c mit
konstantem c ∈ R eine Hyperfläche inD. Für jede Kurve x(t) auf dieser
Hyperfläche gilt f(x(t)) = c für alle t. Durch Differentiation folgt mit
der Kettenregel

grad f(x(t)) · ẋ(t) = 0 für alle t.

Wir werten diese Formel nun für die wichtigen Spezialfälle n = 2 und
n = 3 aus.

”
n = 2“: In diesem Fall beschreibt f(x) = c eine Kurve. Ist (x0, y0) ein

Punkt auf dieser Kurve, besagt obige Gleichung, dass grad f(x0, y0)
senkrecht ist zur Tangente an die Kurve im Punkt (x0, y0). Also lautet
die Normalengleichung der Tangente an die Niveaukurve
f(x, y) = c im Punkt (x0, y0):
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fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0) = 0.

”
n = 3“: In diesem Fall beschreibt f(x) = c eine Fläche. Ist x0 =

(x0, y0, z0) ein Punkt auf dieser Fläche, besagt obige Gleichung, dass
grad f(x0) senkrecht steht zu allen Tangenten an die Fläche im Punkt
x0. Alle diese Tangenten spannen eine Ebene auf, die sog. Tangen-
tialebene. Daher lautet die Normalengleichung der Tangen-
tialebene an die Niveaufläche f(x, y, z) = c im Punkt (x0, y0,
z0):

fx(x0, y0, z0)(x− x0) + fy(x0, y0, z0)(y − y0)

+ fz(x0, y0, z0)(z − z0) = 0.

Beispiel VIII.3.1. (1) Betrachte einen Kreis mit Mittelpunkt (u, v)
und Radius r. Dieser entspricht der Niveaukurve

f(x, y) = (x− u)2 + (y − v)2 = r2.

Ist daher (x0, y0) ein Punkt auf dem Kreis, lautet die Normalenglei-
chung der Tangente in diesem Punkt

2(x0 − u)(x− x0) + 2(y0 − u)(y − y0) = 0.

Dividieren wir diese Gleichung durch 2, schreiben

x− x0 = x− u+ u− x0

y − y0 = y − u+ u− y0

und nutzen die Kreisgleichung für (x0, y0) aus, erhalten wir die bekannte
Darstellung

(x0 − u)(x− u) + (y0 − u)(y − u) = r2.

(2) Das Paraboloid x2

a2 + y2

b2
−2pz = 0 mit p 6= 0 besitzt im Flächenpunkt

(x0, y0, z0) die Tangentialebene

2x0(x− x0)

a2
+

2y0(y − y0)

b2
− 2p(z − z0) = 0.

Dividieren wir diese Gleichung durch 2 und nutzen die Beziehung

x2
0

a2
+
y2

0

b2
− 2pz0 = 0

aus, erhalten wir die Darstellung

x0x

a2
+
y0y

b2
− p(z + z0) = 0.
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VIII.3.3. Die Taylor-Formel. Sei D ⊂ Rn eine offene Menge,
a ein Punkt in D, f : D → R eine hinreichend oft differenzierbare
Funktion und v ∈ Rn mit |v| = 1 ein Einheitsvektor. Dann gibt es ein
ε > 0, so dass die Funktion

ϕ(t) = f(a + tv)

auf (−ε, ε) definiert und differenzierbar ist. Für diese Funktion gilt die
Taylor-Formel aus Abschnitt VII.3.1 (S. 267)

ϕ(t) = ϕ(0) + ϕ̇(0)t+
1

2
ϕ̈(0)t2

+ . . .+
1

k!
ϕ(k)(0)tk +

1

(k + 1)!
ϕ(k+1)(η)tk+1

mit einem geeigneten η ∈ (0, 1).
Wir wollen diese Formel durch die Funktion f und deren Ableitun-

gen ausdrücken.
Konstruktionsgemäß ist

ϕ(t) = f(a + tv),

ϕ(0) = f(a).

Wegen der Kettenregel ist

ϕ̇(t) = grad f(a + tv) · v,
ϕ̇(0) = grad f(a) · v

= ∂vf(a).

Wir wollen auch die höheren Ableitungen ϕ̈, . . . , ϕ(k) durch Richtungs-
ableitungen von f in Richtung v ausdrücken. Dazu führen wir den
Differentialoperator

∂v = v1
∂

∂x1

+ v2
∂

∂x2

+ . . .+ vn
∂

∂xn

ein und bezeichnen mit ∂kv dessen k-malige Ausführung. Dann ist

ϕ̇ = ∂vf, ϕ̈ = ∂2
vf, . . . , ϕ

(k) = ∂kvf.

Beispiel VIII.3.2. Für

f(x, y) = x3y2

und

v =
1

5

(
3
4

)
erhalten wir

∂vf =
1

5
(9x2y2 + 8x3y),
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∂2
vf =

1

25
{3(18xy2 + 24x2y) + 4(18x2y + 8x3)}

=
1

25
{54xy2 + 144x2y + 32x3}

∂3
vf =

1

125
{3(54y2 + 288xy + 96x2) + 4(108xy + 144x2)}

=
1

125
{162y2 + 1296xy + 864x2}.

Drücken wir in der Taylor-Formel für ϕ alle Ableitungen durch ∂v

aus, erhalten wir die Taylor-Formel in n Veränderlichen:

f(a + tv) = f(a) + ∂vf(a)t+
1

2
∂2
vf(a)t2 + . . .+

1

k!
∂kvf(a)tk

+
1

(k + 1)!
∂k+1
v f(a + ηv)tk+1 mit einem η ∈ (0, 1).

Sind x und x0 zwei verschiedene Punkte in D derart, dass die Stre-
cke von x0 nach x ganz in D verläuft, können wir in obiger Formel
a = x0, v = 1

|x−x0|(x−x0) und t = |x−x0| wählen. Wir erhalten dann

f(x) = f(x0) + ∂vf(x0)|x− x0|+
1

2
∂2
vf(x0)|x− x0|2

+ . . .+
1

k!
∂kvf(x0)|x− x0|k

+
1

(k + 1)!
∂k+1
v f(x0 + η(x− x0))|x− x0|k+1

mit v =
1

|x− x0|
(x− x0) und η ∈ (0, 1).

Der Ausdruck

Tk(f ;x0)(x) = f(x0) + ∂vf(x0)|x− x0|+
1

2
∂2
vf(x0)|x− x0|2

+ . . .+
1

k!
∂kvf(x0)|x− x0|k

mit v =
1

|x− x0|
(x− x0))

ist ein Polynom vom Grade k in x und heißt k-tes Taylor-Polynom
von f mit Entwicklungspunkt x0.

Beispiel VIII.3.3. Wir wollen für die Funktion f aus Beispiel
VIII.3.2 das Taylor-Polynom T2(f ;x0) zum Entwicklungspunkt x0 =
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(1, 2) bestimmen. Dazu betrachten wir zunächst einen beliebigen Ein-
heitsvektor v. Dann ist

∂vf = v1fx + v2fy

= v13x
2y2 + v22x

3y,

∂v2f = v1[v1fx + v2fy]x + v2[v1fx + v2fy]y

= v1[v16xy
2 + v26x

2y] + v2[v16x
2y + v22x

3]

= v2
16xy

2 + v1v212x2y + v2
22x

3.

Damit ergibt sich

∂vf(x0) = 12v1 + 4v2,

∂2
vf(x0) = 24v2

1 + 24v1v2 + 2v2
2.

Sei nun x 6= x0 ein beliebiger Punkt. Mit dem speziellen Einheitsvektor
v = 1

|x−x0|(x− x0) erhalten wir aus obiger Formel

|x− x0|∂vf(x0) = 12(x− 1) + 4(y − 2),

|x− x0|2∂2
vf(x0) = 24(x− 1)2 + 24(x− 1)(y − 2) + 2(y − 2)2.

Wegen f(x0) = 4 ergibt sich damit

T2(f ;x0)(x) = 4 + 12(x− 1) + 4(y − 2)

+ 12(x− 1)2 + 12(x− 1)(y − 2) + (y − 2)2.

VIII.3.4. Die Hesse-Matrix. Für eine zweimal differenzierbare
Funktion f heißt die symmetrische Matrix

Hf (a) =

(
∂2f

∂xi∂xj
(a)

)
1≤i,j≤n

=


∂2f
∂x2

1
(a) ∂2f

∂x1∂x2
(a) . . . ∂2f

∂x1∂xn
(a)

...
...

...
∂2f

∂xn∂x1
(a) ∂2f

∂xn∂x2
(a) . . . ∂2f

x2
n

(a)


die Hesse-Matrix von f an der Stelle a.

Mit Hilfe der Hesse-Matrix können wir das 2-te Taylor-Polynom
von f besonders leicht darstellen

T2(f ;x0)(x) = f(x0) + grad f(x0) · (x− x0)

+
1

2
(x− x0)

THf (x0)(x− x0).
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Beispiel VIII.3.4. Für die Funktion f(x, y) = x3y2 aus Beispiel
VIII.3.2 ist

grad f(x, y) =

(
3x2y2

2x3y

)
,

Hf (x, y) =

(
6xy2 6x2y
6x2y 2x3

)
.

Damit ergibt sich für den Entwicklungspunkt x0 = (1, 2)T aus Beispiel
VIII.3.3

T2(f ;x0)(x) = 4 +

(
12
4

)
·
(
x− 1
y − 2

)
+

1

2
(x− 1, y − 2)

(
24 12
12 2

)(
x− 1
y − 2

)
= 4 + 12(x− 1) + 4(y − 2)

+ 12(x− 1)2 + 12(x− 1)(y − 2) + (y − 2)2.

Aus der Taylor-Formel folgt

f(x) = T2(f ;x0)(x) +R2(x;x0)

mit

lim
x→x0

1

|x− x0|2
R2(x;x0) = 0.

D.h., die Funktion f wird durch das Polynom T2(f ;x0)(x) in der Nähe
von x0 mit einem Fehler o(|x− x0|2) approximiert. Zusammen mit der
Darstellung von T2(f ;x0)(x) hat dies in den Fällen n = 2 und n = 3
folgende anschauliche Deutung:

”
n = 2“: Der Graph z = f(x, y) wird in der Nähe des Flächenpunk-

tes (x0, y0, f(x0, y0)) approximiert durch die Schmiegequadrik

z = f(x0, y0) + fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0)

+
1

2
fxx(x0, y0)(x− x0)

2 + fxy(x0, y0)(x− x0)(y − y0)

+
1

2
fyy(x0, y0)(y − y0)

2.

Falls Hf (x0, y0) 6= 0 ist, ist diese ein Paraboloid oder ein parabolischer
Zylinder. Man nennt den Flächenpunkt über (x0, y0) flach, wenn die
Schmiegequadrik eine Ebene ist, d.h. wenn Hf (x0, y0) = 0 ist. Man
nennt den Flächenpunkt elliptisch bzw. hyperbolisch bzw. para-
bolisch, wenn die Schmiegequadrik ein elliptisches Paraboloid bzw.
ein hyperbolisches Paraboloid bzw. ein parabolischer Zylinder ist.

Beispiel VIII.3.5. Der Affensattel z = x3−3xy2 hat im Punkt
(x, y) = (0, 0) einen Flachpunkt mit der (x, y)-Ebene als Tangential-
ebene. Die Hesse-Matrix ist

Hf =

(
6x −6y
−6y −6x

)
.
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Ihre Determinante ist −36(x2 + y2) und ist außerhalb von (0, 0) stets
negativ. Daher ist jeder Punkt der Fläche mit (x, y) 6= (0, 0) hyperbo-
lisch.

”
n = 3“: Die Niveaufläche f(x, y, z) = c wird in der Nähe eines

Flächenpunktes (x0, y0, z0) approximiert durch die Quadrik

grad f(x0, y0, z0) ·

x− x0

y − y0

z − z0


+

1

2

x− x0

y − y0

z − z0

T

Hf (x0, y0, z0)

x− x0

y − y0

z − z0

 = 0.

Beispiel VIII.3.6. Betrachte die Niveaufläche

x cos y + y cos z + z cosx = 2

und den Flächenpunkt (0, 0, 2). Es ist

f(x, y, z) = x cos y + y cos z + z cosx,

grad f(x, y, z) =

 cos y − z sin x
−x sin y + cos z
−y sin z + cosx

 ,

grad f(0, 0, 2) =

 1
cos 2

1

 ,

Hf (x, y, z) =

−z cosx − sin y − sin x
− sin y −x cos y − sin z
− sin x − sin z −y cos z

 ,

Hf (0, 0, 2) =

−2 0 0
0 0 − sin 2
0 − sin 2 0

 .

Daher lautet die Schmiegequadrik

x+ y cos 2 + z − 2− x2 − y(z − 2) sin 2 = 0.

Dies ist ein zweischaliges Hyperboloid.

VIII.3.5. Implizite Funktionen. Sei D eine offene Teilmenge
des R2 und f : D → R eine hinreichend oft differenzierbare Funktion.
Wir betrachten die Niveaukurve f(x, y) = 0 und fragen uns, ob sie
in der Nähe eines Punktes (x0, y0) mit f(x0, y0) = 0 als Graph einer
Funktion g der Variablen x darstellbar ist. Wenn dies der Fall ist, muss
g(x0) = y0 sein und für alle x in der Nähe von x0 muss gelten

f(x, g(x)) = 0.
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Falls g differenzierbar ist, folgt hieraus mit der Kettenregel

fx(x, g(x)) + fy(x, g(x))g
′(x) = 0.

Diese Gleichung sollte zumindest für x = x0 nach der Steigung g′(x0)
auflösbar sein. Das ist aber dann der Fall, wenn

fy(x0, g(x0)) = fy(x0, y0) 6= 0

ist. In der Tat kann man zeigen, dass fy(x0, y0) 6= 0 tatsächlich die
Darstellbarkeit der Niveaukurve als Graph garantiert.

Satz über implizite Funktionen: Die Funktion f sei
auf der offenen MengeD ⊂ R2 differenzierbar. Für (x0, y0) ∈
D gelte

f(x0, y0) = 0 und fy(x0, y0) 6= 0.

Dann gibt es ein offenes Intervall I mit x0 ∈ I und eine
differenzierbare Funktion g : I → R mit

(1) g(x0) = y0,
(2) (x, g(x)) ∈ D für alle x ∈ I,
(3) f(x, g(x)) = 0 für alle x ∈ I.
(4) fy(x, g(x)) 6= 0 für alle x ∈ I.

Für die Ableitung von g gilt

g′(x) = −fx(x, g(x))
fy(x, g(x))

.

Falls f ∈ Ck ist, k ≥ 2, ist g k-mal differenzierbar. Die
Ableitungen von g erhält man durch Differenzieren obiger
Gleichung.

Beispiel VIII.3.7. Wir betrachten die nichtlineare Gleichung

ey + y3 + x3 + x2 − 1 = 0(∗)

oder äquivalent

ey + y3 = 1− x2 − x3.

Um die Lösbarkeit dieser Gleichung zu untersuchen, betrachten wir die
Funktion

h(y) = ey + y3.

Wegen

h′(y) = ey + 3y2 > 0

ist sie monoton wachsend. Weiter ist

lim
y→−∞

h(y) = −∞, lim
y→∞

h(y) =∞.
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Daher ist h : R → R bijektiv und zu jedem x ∈ R gibt es genau ein
y ∈ R mit

1− x2 − x3 = h(y) = ey + y3.

Also definiert die Gleichung (∗) implizit eine Funktion g : R→ R mit

eg(x) + g(x)3 + x3 + x2 − 1 = 0 für alle x.

Alle Versuche, diese Gleichung nach g aufzulösen, scheitern. Wir können
aber den Satz über implizite Funktionen anwenden:
Es ist

f(x, y) = ey + y3 + x3 + x2 − 1,

fx(x, y) = 3x2 + 2x,

fy(x, y) = ey + 3y2 > 0 für alle y.

Damit folgt

g′(x) = − 3x2 + 2x

eg(x) + 3g(x)2
für alle x.

Durch Differenzieren dieser Gleichung können wir Ableitungen beliebi-
ger Ordnung von g berechnen, z.B.

g′′(x) = − 6x+ 2

eg(x) + 3g(x)2
+

3x2 + 2x

(eg(x) + 3g(x2))2
· (g′(x)eg(x) + 6g′(x)g(x))

= − 6x+ 2

eg(x) + 3g(x)2
+

3x2 + 2x

(eg(x) + 3g(x2))2
· (eg(x) + 6g(x))g′(x)

= − 6x+ 2

eg(x) + 3g(x)2
− (eg(x) + 6g(x)) · (3x2 + 2x)2

(eg(x) + 3g(x)2)3
.

Für x = 0 erhalten wir wegen e0 = 1 z.B.

g(0) = 0

g′(0) = 0

g′′(0) = −2

und

g(x) = −x2 + o(x2).

Mit Hilfe des Satzes über implizite Funktionen können auch die
Extrema von implizit definierten Funktionen bestimmt werden:
Differenzieren wir die Identität für g′ im Satz über implizite Funktionen
ein weiteres Mal, erhalten wir

g′′(x) = −fxx(x, g(x)) + fxy(x, g(x))g
′(x)

fy(x, g(x))

+
fx(x, g(x))

fy(x, g(x))2
(fxy(x, g(x)) + fyy(x, g(x))g

′(x)).
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Insbesondere ist g′(x0) = 0, wenn fx(x0, y0) = 0 ist. In diesem Fall
vereinfacht sich der Ausdruck für g′′(x0) zu

g′′(x0) = −fxx(x0, y0)

fy(x0, y0)
.

Damit folgt

Die durch f(x, y) = 0 implizit definierte Funktion y = g(x)
hat an der Stelle (x0, y0) eine horizontale Tangente, wenn
gilt

f(x0, y0) = 0, fx(x0, y0) = 0, fy(x0, y0) 6= 0.

x0 ist ein lokales Maximum von g, wenn gilt

fxx(x0, y0)

fy(x0, y0)
> 0.

x0 ist ein lokales Minimum von g, wenn gilt

fxx(x0, y0)

fy(x0, y0)
< 0.

Der Satz über implizite Funktionen gilt allgemein für Funktionen
f : Rn ⊃ D → R in der Umgebung eines Punktes a = (a1, . . . , an)

T

mit f(a) = 0 und ∂f
∂xn

(a) 6= 0. In diesem Fall gibt es eine offene Menge

U ⊂ Rn−1 mit (a1, . . . , an−1)
T ∈ U und eine differenzierbare Funktion

g : U → R mit

f(x1, . . . , xn−1, g(x1, . . . , xn−1)) = 0 für alle (x1, . . . , xn−1) ∈ U.
Für die partiellen Ableitungen von g gilt

∂

∂xi
g(x1, . . . , xn−1) = − fxi

(x1, . . . , xn−1, g(x1, . . . , xn−1))

fxn(x1, . . . , xn−1, g(x1, . . . , xn−1))
.

Beispiel VIII.3.8. Durch

f(x, y, z) = x cos y + y cos z + z cosx− 2 = 0

ist implizit eine Funktion z = g(x, y) erklärt. Es ist g(0, 0) = 2 und

gx(0, 0) = −fx(0, 0, 2)

fz(0, 0, 2)

= − cos y − z sin x

−y sin z + cosx

∣∣∣
(0,0,2)

= −1,

gy(0, 0) = −fy(0, 0, 2)

fz(0, 0, 2)

= − cos z − x sin y

−y sin z + cosx

∣∣∣
(0,0,2)
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= − cos 2.

VIII.3.6. Lokale Extrema. Wir betrachten eine Funktion f :
D → R in n Variablen.

Ein Punkt a ∈ D heißt ein lokales Maximum (bzw. lokales
Minimum) von f , wenn es ein r > 0 gibt, sodass für alle x ∈ Br(a)∩D
gilt

f(a) ≥ f(x) (bzw. f(a) ≤ f(x)).

Gilt die entsprechende Ungleichung für alle x ∈ D, heißt a ein globa-
les Maximum bzw. (globales Minimum). Ein lokales Extre-
mum ist ein lokales Minimum oder Maximum.

Eine Hauptaufgabe der angewandten Analysis ist die Bestimmung
solcher lokalen Extrema. Je nachdem, ob sie im Innern von D oder auf
dem Rand vonD liegen, hat man unterschiedliche Charakterisierungen.

Wir beschäftigen uns in diesem Abschnitt mit lokalen Extrema im
Inneren von D. Sei a ein solches Extremum und v ∈ Rn mit |v| = 1
ein beliebiger Einheitsvektor. Dann hat die Funktion ϕ(t) = f(a + tv)
in t = 0 ein lokales Extremum. Gemäß Abschnitt IV.2.1 (S. 140) muss
also gelten

0 = ϕ′(0) = grad f(a) · v.
Da v ein beliebiger Einheitsvektor ist, muss also grad f(a) zu allen
Einheitsvektoren senkrecht sein. Das ist nur möglich, wenn grad f(a) =
0 ist. Damit haben wir folgende notwendige Charakterisierung
lokaler Extrema im Innern von D:

a ist lokale Extremalstelle von f =⇒ grad f(a) = 0.

Punkte a mit grad f(a) = 0 nennt man auch stationäre Punkte
von f . Es gilt also:

Jede lokale Extremalstelle im Innern von D ist ein stati-
onärer Punkt.

Merkregel: Zur Bestimmung der lokalen Extrema sind
zunächst alle stationären Punkte zu bestimmen.

Sei nun a ein stationärer Punkt von f . Dann ist in der Nähe von a

f(x) = f(a) +
1

2
(x− a)THf (a)(x− a) + o(|x− a|2).

Daher ist a genau dann ein Minimum bzw. Maximum von f , wenn es
ein Minimum bzw. Maximum der Quadrik 1

2
(x− a)THf (a)(x− a) ist.

Damit haben wir folgenden Extremstellen-Test:
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a sei ein stationärer Punkt der C2-Funktion f . Dann gilt:

• Hf (a) ist positiv definit =⇒ a ist lokales Minimum.
• Hf (a) ist negativ definit =⇒ a ist lokales Maxi-

mum.
• Hf (a) ist indefinit =⇒ a ist kein lokales Extremum.

Merkregel: Berechne für jeden stationären Punkt die
Hesse-Matrix und prüfe, ob sie positiv definit, negativ defi-
nit oder indefinit ist.

Im Falle von zwei Veränderlichen, d.h. n = 2, lautet der Extrem-
werttest:

a sei stationärer Punkt von f : R2 ⊃ D → R, d.h. fx(a) =
fy(a) = 0. Dann gilt

• detHf (a) > 0 und fxx(a) > 0 =⇒ a ist lokales
Minimum.
• detHf (a) > 0 und fxx(a) < 0 =⇒ a ist lokales

Maximum.
• detHf (a) < 0 =⇒ a ist kein Extremum.

Beispiel VIII.3.9. Wir betrachten die Funktion

f(x, y) = 2x4 + y4 − 2x2 − 2y2.

Es ist

grad f(x, y) =

(
8x3 − 4x
4y3 − 4y

)
.

Also sind die stationären Punkte von f bestimmt durch die Lösungen
des nichtlinearen Gleichungssystems

4x(2x2 − 1) = 0

4y(y2 − 1) = 0.

Da ein Produkt αβ genau dann Null ist, wenn mindestens ein Faktor
gleich Null ist, hat f neun stationäre Punkte

a1 = (0, 0), a2 = (0, 1), a3 = (0,−1),

a4 = (
1√
2
, 0), a5 = (

1√
2
, 1), a6 = (

1√
2
,−1),

a7 = (− 1√
2
, 0), a8 = (− 1√

2
, 1), a9 = (− 1√

2
,−1).



VIII.3. ANWENDUNGEN DER DIFFERENTIATION 307

Für die Hesse-Matrix erhalten wir

Hf (x, y) =

(
24x2 − 4 0

0 12y2 − 4

)
,

detHf (x, y) = 16(6x2 − 1)(3y2 − 1).

Dies ergibt folgende Tabelle

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9

fxx(ai) −4 −4 −4 8 8 8 8 8 8
detHf (ai) 16 −32 −32 −32 64 64 −32 64 64

Also hat f bei a1 ein lokales Maximum und bei a5, a6, a8 und a9 ein
lokales Minimum; a2, a3, a4 und a7 sind keine Extrema.

VIII.3.7. Extrema unter Nebenbedingungen. Wir betrach-
ten nun Extremalpunkte auf dem Rand des Definitionsbereiches D der
Funktion f . Häufig ist der Rand lokal als Schnitt von Niveauflächen
gegeben. Diesen Fall wollen wir untersuchen. Dazu betrachten wir der
Einfachheit halber zunächst den Fall nur einer Niveaufläche. Dazu seien
f und g zwei genügend oft differenzierbare Funktionen in n Veränder-
lichen. Wir suchen die Extremwerte von f auf der Niveaufläche

M = {x ∈ Rn : g(x) = 0}.
1. Methode: Auflösen der Nebenbedingung. Man löst die

Bedingung g(x) = 0 nach einer Variablen auf, d.h. man stellt M als
Graph einer Funktion in n− 1 Variablen dar. Lösen wir z.B. nach der
Variablen xn auf, ist M von der Form {(x1, . . . , xn−1, h(x1, . . . , xn−1)}
mit einer geeigneten Funktion h. Wir können diese Darstellung in f
einsetzen und erhalten auf diese Weise eine Funktion in n−1 Variablen

F (x1, . . . , xn−1) = f(x1, . . . , xn−1, h(x1, . . . , xn−1)).

Die Extremalstellen von F können wir nun wie im vorigen Paragraphen
bestimmen.

Beispiel VIII.3.10. Wir wollen die Extrema von

f(x, y) = exy

auf dem Kreisrand

x2 + y2 = 1

bestimmen, d.h.

g(x, y) = x2 + y2 − 1.

Wegen f(−x,−y) = f(x, y) können wir uns auf den oberen Halbkreis
beschränken. Dort ist

y =
√

1− x2 mit − 1 ≤ x ≤ 1.

Setzen wir dies in f ein, müssen wir die Extrema von

F (x) = ex
√

1−x2
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auf [−1, 1] bestimmen. Kandidaten sind zunächst die Randpunkte x =
±1; es ist

F (±1) = 1.

Weitere Kandidaten sind die stationären Punkte von F . Wegen

F ′(x) = ex
√

1−x2{
√

1− x2 − x2 1√
1− x2

}

=
1√

1− x2
ex
√

1−x2
(1− 2x2)

sind dies die Punkte ± 1√
2
. Wegen

F (
1√
2
) = e

1
2 ,

F (− 1√
2
) = e−

1
2

ist 1√
2

ein Maximum und − 1√
2

ein Minimum. Wegen der Symmetrie

f(−x,−y) = f(x, y) folgt insgesamt:
f hat Maxima in ( 1√

2
, 1√

2
) und (− 1√

2
,− 1√

2
).

f hat Minima in (− 1√
2
, 1√

2
) und ( 1√

2
,− 1√

2
).

2. Methode: Parametrisierung der Nebenbedingung. Be-
trachte als Beispiel den Spezialfall n = 2. Falls wir eine Parameter-
darstellung x(t), t ∈ I, der Kurve M kennen, können wir diese in f
einsetzen. Wir erhalten so eine Funktion einer Veränderlichen

ϕ(t) = f(x(t)),

deren Extrema wir in Abschnitt IV.2.1 (S. 140) bestimmen können.

Beispiel VIII.3.11. In Beispiel VIII.3.10 ist

x(t) = (cos t, sin t), 0 ≤ t ≤ 2π,

eine Parameterdarstellung. Wir erhalten

ϕ(t) = ecos t sin t = e
1
2

sin(2t).

Wegen

ϕ′(t) = cos(2t)e
1
2

sin(2t)

sind die stationären Punkte von ϕ gegeben durch t = π
4
, t = 3π

4
, t = 5π

4

und t = 7π
4

, wobei π
4

und 5π
4

Maxima und 3π
4

und 7π
4

Minima sind.

3. Methode: Lagrange-Multiplikatoren. Dieser Methode
liegt folgender Satz zugrunde:
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Sei a ∈ Rn eine Extremalstelle von f unter der Neben-
bedingung g(x) = 0. Dann gibt es eine Zahl λ, genannt
Lagrange-Multiplikator, so dass (a, λ) ein stationärer
Punkt der Lagrange-Funktion

L(x, λ) = f(x) + λg(x)

ist, d.h.

grad f(a) + λ grad g(a) = 0

und

g(a) = 0.

Merkregel: Stelle die Lagrange Funktion

L(x, λ) = f(x) + λg(x)

auf und bestimme alle ihre stationären Punkte.

Beispiel VIII.3.12. Die Lagrange-Funktion zu Beispiel VIII.3.10
lautet

L(x, λ) = exy + λ(x2 + y2 − 1).

Die stationären Punkte sind die Lösungen des nichtlinearen Gleichungs-
systems

Lx(x, y, λ) = 0 ⇐⇒ yexy + 2λx = 0

Ly(x, y, λ) = 0 ⇐⇒ xexy + 2λy = 0

Lλ(x, y, λ) = 0 ⇐⇒ x2 + y2 − 1 = 0.

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit x und die zweite Gleichung
mit y, addieren die beiden Ergebnisse und nützen die dritte Gleichung
aus. So erhalten wir

0 = xyexy + 2λx2 + xyexy + 2λy2

= 2xyexy + 2λ (x2 + y2)︸ ︷︷ ︸
=1

= 2xyexy + 2λ.

Also ist

λ = −xyexy.
Setzen wir dies in die ersten beiden Gleichungen ein, erhalten wir

0 = yexy − 2x2yexy = y(1− 2x2)exy

0 = xexy − 2xy2exy = x(1− 2y2)exy.
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Die Lösungen dieses Gleichungssystems sind

a1 = (0, 0),

a2 = (0,
1√
2
), a3 = (0,− 1√

2
),

a4 = (
1√
2
, 0), a5 = (− 1√

2
, 0),

a6 = (
1√
2
,

1√
2
), a7 = (− 1√

2
,− 1√

2
),

a8 = (− 1√
2
,

1√
2
), a9 = (

1√
2
,− 1√

2
).

Da die Punkte a1, a2, a3, a4 und a5 die Nebenbedingung nicht erfüllen,
bleiben nur die Kandidaten a6, a7, a8 und a9. Durch Einsetzen in f
und Vergleichen der Funktionswerte sehen wir, dass a6 und a7 Maxima
und a8 und a9 Minima sind.

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall des Durchschnittes meh-
rerer Niveauflächen

g1(x) = 0, . . . , gk(x) = 0.

In diesem Fall stellt man eine Lagrange-Funktion auf und bestimmt
deren stationäre Punkte. Die Lagrange-Funktion hat jetzt die Form

L(x, λ1, . . . , λk) = f(x) +
k∑
i=1

λigi(x).

Beispiel VIII.3.13. Sei S die Kugeloberfläche

x2 + y2 + z2 = 1

und E die Ebene

x+ y + z = 0.

Wir suchen die Extrema von

f(x, y, z) = exyz

auf S ∩E. Die Lagrange-Funktion lautet mit λ, µ an Stelle von λ1, λ2:

L(x, y, z, λ, µ) = exyz + λ(x2 + y2 + z2 − 1) + µ(x+ y + z).

Die Bedingungen für einen stationären Punkt sind

yzexyz + 2λx+ µ = 0

xzexyz + 2λy + µ = 0

xyexyz + 2λz + µ = 0

x2 + y2 + z2 − 1 = 0

x+ y + z = 0.
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Multiplizieren wir die erste Gleichung mit x, die zweite mit y und die
dritte mit z, addieren die Ergebnisse und beachten die vierte und fünfte
Gleichung, erhalten wir

0 = 3xyzexyz + 2λ (x2 + y2 + z2)︸ ︷︷ ︸
=1

+µ (x+ y + z)︸ ︷︷ ︸
=0

= 3xyzexyz + 2λ

also

λ = −3

2
xyzexyz.

Setzen wir dies in die ersten drei Gleichungen ein, erhalten wir

exyzyz(1− 3x2) + µ = 0

exyzxz(1− 3y2) + µ = 0(∗∗)
exyzxy(1− 3z2) + µ = 0.

Subtrahieren wir die erste von der zweiten und dritten Gleichung er-
halten wir

exyzz(y − x)(1 + 3xy) = 0

exyzy(z − x)(1 + 3xz) = 0.

Man beachte, dass die zweite Gleichung aus der ersten durch Vertau-
schen von y und z hervorgeht. Analog erhält man durch Vertauschen
von x und z die Gleichung

exyzx(y − z)(1 + 3yz) = 0.

Wir betrachten zuerst den Fall x = 0. Einsetzen in die Gleichungen
(∗∗) liefert µ = 0 und yz = 0. Also ist auch y = 0 oder z = 0. Dies ist
aber nicht mit den beiden Nebenbedingungen vereinbar. Analog führen
die Annahmen y = 0 und z = 0 zum Widerspruch.
Als nächstes betrachten wir den Fall x = y. Diese Annahme führt
wegen der beiden Nebenbedingungen auf die Lösungen

a1 =
1√
6

 1
1
−2

 , a2 =
1√
6

−1
−1
2

 .

Analog erhält man für die Fälle y = z und x = z die Lösungen

a3 =
1√
6

−2
1
1

 , a4 =
1√
6

 2
−1
−1

 ,

a5 =
1√
6

 1
−2
1

 , a6 =
1√
6

−1
2
−1

 .

Schließlich müssen wir noch den Fall 1+3xy = 0 betrachten. Da offen-
sichtlich x 6= 0 sein muss, können wir diese Gleichung nach y auflösen.
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Setzen wir das Ergebnis in die erste Nebenbedingung ein und berück-
sichtigen die zweite Nebenbedingung, erhalten wir

1 = x2 + y2︸︷︷︸
= 1

9x2

+ z2︸︷︷︸
=−x− y︸︷︷︸

=− 1
3x

= x2 +
1

9x2
+ (

1− 3x2

3x
)2

=
1

9x2
(18x4 − 6x2 + 2)

also

0 = 18x4 − 15x2 + 2

mit den Lösungen

x = ± 1√
6

und

x = ± 2√
6
.

Dies sind die bereits bekannten Lösungen a3, . . . a6. Analog sieht man
ein, dass die Fälle 1 + 3yz = 0 und 1 + 3xz = 0 zusätzlich nur noch die
bereits bekannten Lösungen a1 und a2 liefern.
Wegen

f(a1) = f(a3) = f(a5) = e
− 1

3
√

6 ,

f(a2) = f(a4) = f(a6) = e
1

3
√

6

sind daher a1, a3 und a5 Minima und a2, a4 und a6 Maxima.

VIII.3.8. Extrema auf kompakten Mengen. Jede stetige
Funktion f : D → R auf einer kompakten Menge D ⊂ Rn nimmt
ihr Maximum und Minimum an (vgl. Abschnitt VIII.2.3 (S. 285)). Die
Extremstellen bestimmt man durch eine Kombination der Methoden
der beiden vorigen Paragraphen.

Beispiel VIII.3.14. Gesucht sind die Extrema von

f(x, y) = 3x2 − 2xy + y2

auf der Kreisscheibe

D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}.
Wir suchen zunächst Extremwerte im Innern von D und gehen dazu
wie in Abschnitt VIII.3.6 vor. Die Bedingungen für einen stationären
Punkt sind

6x− 2y = 0
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−2x+ 2y = 0.

Wegen

det

(
6 −2
−2 2

)
= 8

hat dieses LGS nur die Lösung x = 0, y = 0. Da

Hf (0, 0) =

(
6 −2
−2 2

)
positiv definit ist, ist dieses ein lokales Minimum; der zugehörige Funk-
tionswert ist 0. Wir wissen aber noch nicht, ob es sich um ein globales
Minimum handelt!
Nun betrachten wir den Rand von D und gehen dazu wie in Abschnitt
VIII.3.7 vor. Die Lagrange-Funktion lautet

L(x, y, λ) = 3x2 − 2xy + y2 + λ(x2 + y2 − 1).

Die Bedingungen für einen stationären Punkt sind

6x− 2y + 2λx = 0 d.h. −3x+ y = λx

−2x+ 2y + 2λy = 0 d.h. x− y = λy

x2 + y2 − 1 = 0.

Also müssen wir die Eigenwerte λ der Matrix(
−3 1
1 −1

)
und die zugehörigen normierten Eigenvektoren bestimmen.
Das charakteristische Polynom lautet:

det

(
−3− z 1

1 −1− z

)
= (3 + z)(1 + z)− 1

= 2 + 4z + z2

= (z + 2)2 − 2

und hat die Nullstellen −2±
√

2. Die Gleichungssysteme für die Eigen-
vektoren lauten für λ = −2 +

√
2

(−1−
√

2)x+ y = 0

x+ (1−
√

2)y = 0
=⇒ y = (1 +

√
2)x

=⇒ x = ± 1√
4 + 2

√
2

und für λ = −2−
√

2

(−1 +
√

2)x+ y = 0

x+ (1 +
√

2)y = 0
=⇒ y = (1−

√
2)x

=⇒ x = ± 1√
4− 2

√
2
.
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Also sind unsere Kandidaten für die Extremalstellen

a1 =
1√

4 + 2
√

2

(
1

1 +
√

2

)
, a2 = −a1

a3 =
1√

4− 2
√

2

(
1

1−
√

2

)
, a4 = −a3.

Die zugehörigen Funktionswerte sind

f(a2) = f(a1) =
4

4 + 2
√

2

f(a4) = f(a3) =
4

4− 2
√

2
.

Also sind a3 und a4 globale Maxima und (0, 0) das globale Minimum
von f .

VIII.4. Vektorwertige Funktionen

VIII.4.1. Die Differentiation. Wir betrachten Funktionen f , die
Punkten x ∈ D ⊂ Rn Vektoren f(x) ∈ Rm zuordnen:

f : Rn ⊃ D → Rm

f(x) =

f1(x)
...

fm(x)


=

f1(x1, . . . , xn)
...

fm(x1, . . . , xn)

 .

Die Begriffe
”
Grenzwert“,

”
Stetigkeit“,

”
partielle Ableitung“ sind für

solche vektorwertigen Funktionen komponentenweise definiert:

• Grenzwert:

lim
x→x0

f(x) =


lim

x→x0

f1(x)

...
lim

x→x0

fm(x)

 .

• Stetigkeit: f ist stetig in x0 ⇐⇒ alle Komponentenfunk-
tionen f1, . . . , fm sind stetig in x0.
• partielle Ableitungen:

∂f

∂xi
(x0) =


∂f1
∂xi

(x0)
...

∂fm

∂xi
(x0)

 1 ≤ i ≤ n.
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Die vektorwertige Funktion f : Rn ⊃ D → Rm heißt im Punkt x0 ∈ D
total differenzierbar oder linear approximierbar, wenn es
eine m× n Matrix A gibt mit

lim
x→x0

1

|x− x0|
{f(x)− f(x0)− A(x− x0)} = 0.

f ist genau dann linear approximierbar, wenn alle Komponentenfunk-
tionen f1, . . . , fm linear approximierbar sind. In diesem Fall ist die obige
Matrix A eindeutig bestimmt. Sie heißt Jacobi-Matrix von f an der
Stelle x0 und wird mit Df(x0) bezeichnet. Ihre Zeilenvektoren sind die
transponierten Gradienten der Komponentenfunktionen f1, . . . , fm:

Df(x0) =

 (grad f1(x0))
T

...
(grad fm(x0))

T



=


∂f1
∂x1

(x0) . . . ∂f1
∂xn

(x0)
...

...
∂fm

∂x1
(x0) . . . ∂fm

∂xn
(x0)

 .

Beispiel VIII.4.1. Jede lineare Abbildung f : Rn → Rm mit f(x) =
Ax und A ∈ Rm×n ist total differenzierbar. Für alle x ist Df(x) = A.

Beispiel VIII.4.2 (Polarkoordinaten). Der Streifen

D = {(r, ϕ) : r ≥ 0, 0 ≤ ϕ < 2π}
der kartesischen (r, ϕ)-Ebene wird mittels

f(r, ϕ) =

(
r cosϕ
r sinϕ

)
auf die kartesische (x, y)-Ebene abgebildet, sodass zu jedem Punkt
(x, y) 6= (0, 0) genau ein Punkt (r, ϕ) ∈ D gehört. Die Jacobi-Matrix
dieser Abbildung ist

Df(r, ϕ) =

(
cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

)
.

Für die Jacobi-Matrix gelten folgende Rechenregeln (v,w : Rn →
Rm, f : Rn → R, α, β ∈ R):

D(αv + βw)(x) = αDv(x) + βDw(x)

D(fv)(x) = f(x)Dv(x) + v(x)(grad f(x))T

D(v ·w)(x) = v(x)TDw(x) + w(x)TDv(x)

D(v ×w)(x) = v(x)×Dw(x)−w(x)×Dv(x) falls m = 3.
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Achtung: Der Ausdruck v(x)(grad f(x))T in der zweiten Formel
ist kein Skalarprodukt, sondern eine m × n Matrix. Die Vektorpro-
dukte auf der rechten Seite der vierten Gleichung sind spaltenweise zu
nehmen.

Beispiel VIII.4.3 (Quasilineare Abbildungen). Wir betrach-
ten eine skalare Funktion f : Rn ⊃ D → R und eine m × n Matrix
A. Mit ihnen definieren wir eine vektorwertige Funktion f : D → Rm

durch f(x) = f(x)Ax. Eine solche Funktion nennt man quasilinear.
Für die Jacobi-Matrix ergibt sich

Df(x) = f(x)A+ (Ax)(grad f(x))T .

VIII.4.2. Das Newtonverfahren. Das Newtonverfahren mit sei-
nen Modifikationen ist das wichtigste Verfahren zur numerischen Lö-
sung nichtlinearer Gleichungssysteme mit n Gleichungen und n Unbe-
kannten. Ein solches Gleichungssystem kann stets in die Form gebracht
werden

(∗) f(x) = 0

mit einer Funktion f : Rn ⊃ D → Rn. Die Idee des Verfahrens ist
die gleiche wie bei Gleichungen in einer Unbekannten (vgl. Abschnitt
IV.2.6 (S. 150)):
Wir nehmen an, dass wir eine Näherungslösung x0 für (∗)

”
geraten“

haben. Falls f differenzierbar ist, wird f in der Nähe von x0 durch
die lineare Funktion x 7→ f(x0) + Df(x0)(x − x0) approximiert. Wir
ersetzen f in (∗) durch diese Approximation und erhalten das lineare
Gleichungssystem

f(x0) +Df(x0)(x− x0) = 0

für den unbekannten Vektor x. Es ist genau dann lösbar, wenn die
Jacobi-Matrix Df(x0) invertierbar ist. In diesem Fall lautet die Lösung
des linearen Gleichungssystems

x1 = x0 −Df(x0)
−1f(x0).

Wir nehmen x1 als neue, hoffentlich bessere Näherung für die Lösung
von (∗) und wiederholen das Verfahren mit x1 an Stelle von x0.

Bemerkung VIII.4.4. Selbstverständlich wird bei der Berechnung
x1 die Matrix Df(x0) nicht invertiert. Stattdessen wird das lineare
Gleichungssystem

Df(x0)(x1 − x0) = −f(x0)

mit dem Gaußschen Eliminationsverfahren oder einem seiner Verwand-
ten gelöst (vgl. Abschnitte II.1.4 (S. 57) und II.2.5 (S. 68)).

Zusammenfassend lautet das Newtonverfahren:
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(1) Gegeben sei eine Näherungslösung x0 für das Glei-
chungssystem

f(x) = 0.

(2) Für k = 0, 1, . . . führe folgende Schritte aus:
(a) Bestimme die Jacobi-Matrix Df(xk).
(b) Falls Df(xk) singulär ist, breche das Verfahren

ab.
(c) Andernfalls berechne die Lösung z des linearen

Gleichungssystems

Df(xk)z = −f(xk).

(d) Setze

xk+1 = xk + z.

Wie in einer Dimension, n = 1, konvergiert das Newton-Verfahren
nicht für jeden Startwert. Falls aber x0 hinreichend nahe bei einer
Lösung x∗ des Gleichungssystems liegt, f zweimal stetig differenzierbar
ist und Df(x∗) invertierbar ist, kann man zeigen, dass das Newton-
verfahren quadratisch konvergiert. D.h., es gibt eine Konstante c > 0
mit

|x∗ − xk+1| ≤ c|x∗ − xk|2

für alle k.

Beispiel VIII.4.5. Zur Darstellung der Zahnflanken von Stirnrad-
getrieben verwendet man die Kreisevolvente γ mit der Parameterdar-
stellung

x(t) =

(
r sin t− rt cos t

r cos t+ rt sin t− r

)
.

Soll γ durch die Punkte (0, 0) und (a, b) gehen, führt dies auf die beiden
folgenden nichtlinearen Gleichungen für r und t:

f1(r, t) = r sin t− rt cos t− a = 0

f2(r, t) = r cos t+ rt sin t− r − b = 0.

Die Jacobi-Matrix von f im Punkt (r0, t0) lautet(
sin t0 − t0 cos t0 r0t0 sin t0

cos t0 + t0 sin t0 − 1 r0t0 cos t0

)
.

Die Determinante der Matrix ist r0t0(sin t0 − t0). Sie ist ungleich Null
sofern r0t0 6= 0 ist.
Für (a, b) = (1, 1) und die Startwerte (r0, t0) = (2, 1.2) liefert das
Newtonverfahren dann z.B. folgende Werte:

r0 = 2 t0 = 1.2
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r1 = 2.12598 t0 = 1.17449

r2 = 2.12891 t0 = 1.17504

r3 = 2.12891 t0 = 1.17504.

VIII.4.3. Die Kettenregel. Betrachte zwei offene Mengen D ⊂
Rn und G ⊂ Rm und zwei Funktionen f : D → Rm und g : G → Rk

derart, dass f(D) ⊂ G ist. Dann ist die Komposition g ◦ f : D → Rk

wohldefiniert. Sind f und g differenzierbar, ist auch g◦f differenzierbar
und es gilt die Kettenregel:

D(g ◦ f)(x0) = Dg(f(x0))Df(x0).

Beispiel VIII.4.6. Sei f : D ⊂ R2 → R2 wie in Beispiel VIII.4.2
und g : R2 → R3 definiert durch

g(x, y) =

 x2y3

ex+y

sin(xy)

 .

Es ist

Dg(x, y) =

 2xy3 3x2y2

ex+y ex+y

y cos(xy) x cos(xy)

 .

Damit liefert die Kettenregel

D(g ◦ f)(r, ϕ)

=

(
2r4 cosϕ sin3 ϕ 3r4 cos2 ϕ sin2 ϕ

er(cos ϕ+sin ϕ) er(cos ϕ+sin ϕ)

r sinϕ cos(r2 sinϕ cosϕ) r cosϕ cos(r2 sinϕ cosϕ)

)(
cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

)
=

(
5r4 cos2 ϕ sin3 ϕ r5[−2 cosϕ sin4 ϕ+3 cos3 ϕ sin2 ϕ]

er(cos ϕ+sin ϕ)(cosϕ+sinϕ) rer(cos ϕ+sin ϕ)(cosϕ−sinϕ)

2r sinϕ cosϕ cos(r2 sinϕ cosϕ) r2(cos2 ϕ−sin2 ϕ) cos(r2 sinϕ cosϕ)

)
.

Beispiel VIII.4.7 (Basiswechsel). Wir betrachten eine Funk-
tion f : Rn ⊃ D → Rm. Im Rn führen wir ein neues kartesisches
Koordinatensystem (P ;b1, . . . ,bn) ein und wählen im Rm eine neue
Basis (w1, . . . ,wm). Durch diesen doppelten Basiswechsel im Urbild-
und Bildraum geht f in eine andere Funktion g über. Wir wollen die-
se Funktion bestimmen und ihre Jacobi-Matrix Dg durch die Jacobi-
Matrix Df von f ausdrücken.
Einem Punkt x ∈ Rn entspricht im neuen Koordinatensystem der Vek-
tor y, der durch x = By + p bestimmt ist, wobei B die orthogonale

Matrix (b1, . . . ,bn) und p =
−→
OP ist. Ein Vektor v ∈ Rm hat bezüglich

der Basis (w1, . . . ,wm) den Koordinatenvektor w, der durch v = Ww
mit der invertierbaren Matrix W = (w1, . . . ,wm) bestimmt ist.
Setzt man v = f(x) und x = By + p, so ist g(y) implizit definiert
durch

v = f(x) = f(By + p) = Ww = Wg(y).
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Lösen wir diese Gleichung nach g(y) auf, erhalten wir

g(y) = W−1f(By + p).

Damit folgt aus der Ketenregel

Dg(y0) = W−1Df(x0)B mit x0 = By0 + p.

Mit diesen beiden Identitäten lassen sich leicht Eigenschaften einer
Funktion untersuchen, die unabhängig sind von der speziellen Wahl
des Koordinatensystems im Urbild- und Bildraum.

VIII.4.4. Räumliche Skalaren- und Vektorfelder. Der drei-
dimensionale Anschauungsraum wird nach Wahl eines kartesischen Ko-
ordinatensystem (O; e1, e2, e3) durch den R3 dargestellt. Dementspre-
chend wird jeder räumliche Bereich durch eine Menge D ⊂ R3 darge-
stellt. Ein Skalarenfeld (oder Belegungsfunktion) f : R3 ⊃ D → R
ordnet jedem Punkt x ∈ D einen Zahlenwert zu. Ein (räumliches) Vek-
torfeld v : R3 ⊃ D → R3 ordnet jedem Punkt x ∈ D einen Vektor
v(x) zu. Man stellt sich dabei vor, dass jedem Punkt x der entsprechen-
de Vektor v(x) angeheftet ist. Eine Kurve in D heißt Feldlinie des
Vektorfeldes v, wenn der Vektor v(x) in jedem Kurvenpunkt x parallel
zur Kurventangente ist. Man spricht von einem Cr-Skalarenfeld f bzw.
Cr-Vektorfeld v, wenn f bzw. v r-mal stetig differenzierbar sind.

Beispiel VIII.4.8 (starre Drehung). Eine Rechtsdrehung mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit ω um eine Achse durch den Null-
punkt mit Richtungsvektor a = (a1, a2, a3)

T mit |a| = 1 wird darge-
stellt durch

x(t) = cos(ωt)x0 + (1− cos(ωt))(x0 · a)a + sin(ωt)a× x0.

Dabei bezeichnet x0 die Lage zur Zeit t = 0. Für die Geschwindigkeit
v(t) = ẋ(t) ergibt sich wegen

a× (a× x0) = (a · x0)a− (a · a)x0

= (a · x0)a− x0

und a× a = 0 (vgl. Abschnitt I.4.7 (S. 31)) die Beziehung

v(t) = ω{− sin(ωt)x0 + sin(ωt)(x0 · a)a + cos(ωt)a× x0}
= ωa× x(t).

Damit hat das Geschwindigkeitsfeld einer gleichförmigen Drehbewe-
gung die Darstellung

v(x) = ωa× x.
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Das Vektorfeld v : x 7→ ωa×x ist linear und hat die konstante Jacobi-
Matrix

Dv(x) = (v(e1),v(e2),v(e3))

=

 0 −a3 a2

a3 0 −a1

−a2 a1 0

ω.

Offensichtlich ist Dv schiefsymmetrisch und hat verschwindende Spur,
d.h div v(x) = 0 für alle x ∈ R3 (vgl. Abschnitt VIII.4.5).

Beispiel VIII.4.9 (zentrales Kraftfeld). Eine Punktmasse
M im Ursprung zieht nach I. Newton die Punktmasse m in X =
(x1, x2, x3) mit der Gravitationskraft

K(x) =
c

|x|3
x ,x 6= 0

an, wobei x =
−−→
OX und c = −γmM mit γ > 0 ist. Das zentrale

Kraftfeld ist quasilinear. Daher ergibt sich für x 6= 0 mit der 3 × 3
Einheitsmatrix I
DK(x) = x(grad(

c

|x|3
))T +

c

|x|3
I

=
c

|x|5
{x · xI− 3xxT}

=
c

|x|5

x2
2 + x2

3 − 2x2
1 −3x1x2 −3x1x3

−3x1x2 x2
1 + x2

3 − 2x2
2 −3x2x3

−3x1x3 −3x2x3 x2
1 + x2

2 − 2x2
3

 .

DK ist symmetrisch mit verschwindender Spur, d.h. div K(x) = 0 für
alle x 6= 0 (vgl. Abschnitt VIII.4.5).

Beispiel VIII.4.10 (laminare Rohrströmung). Eine zähe
Flüssigkeit wird durch ein zur x2-Achse koaxiales Rohr vom Radius r
mit geringer Geschwindigkeit gepresst, sodass eine laminare Strömung
entsteht. Das Geschwindigkeitsfeld wurde 1850 unabhängig voneinan-
der von dem deutschen Ingenieur G. Hagen und dem französischen
Arzt J. L. M. Poiseuille betimmt zu

v(x) = c

 0
r2 − x2

1 − x2
3

0

 mit x2
1 + x2

3 ≤ r2, c > 0.

Für die Jacobi-Matrix ergibt sich

Dv(x) =

 0 0 0
−2x1 0 −2x3

0 0 0

 c.

Sie ist weder symmetrisch noch schiefsymmetrisch, hat aber verschwin-
dende Spur, d.h. div v(x) = 0 für alle x (vgl. Abschnitt VIII.4.5).
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VIII.4.5. Gradient, Divergenz, Rotation und Laplace Ope-
rator. Im Folgenden ist stets D ⊂ R3 eine offene Menge und f : D →
R bzw. v : D → R3 ein hinreichend oft differenzierbares Skalaren- bzw.
Vektorfeld. Hierfür können wir die folgenden Differentialoperatoren de-
finieren:

Gradient:

grad f =


∂f
∂x1
∂f
∂x2
∂f
∂x3


Laplace-Operator (skalar):

∆f =
∂2f

∂x2
1

+
∂2f

∂x2
2

+
∂2f

∂x2
3

Divergenz:

div v =
∂v1

∂x1

+
∂v2

∂x2

+
∂v3

∂x3

Rotation:

rotv =

 ∂v3
∂x2
− ∂v2

∂x3
∂v1
∂x3
− ∂v3

∂x1
∂v2
∂x1
− ∂v1

∂x2


Laplace-Operator (vektoriell):

∆v =

∆v1

∆v2

∆v3


Mittels Volumen- und Oberflächenintegralen (vgl. Abschnitte IX.4.5

(S. 362), IX.4.6 (S. 363) und IX.5.5 (S. 372)) kann man zeigen, dass
div v die Quelldichte von v und rotv die Wirbeldichte von v
beschreiben.

Beispiel VIII.4.11. Für die Vektorfelder der Beispiele VIII.4.8 –
VIII.4.10 gilt:

• starre Drehung:

v(x) = ωa× x

div v(x) = 0

rotv(x) = 2ωa.

• zentrales Kraftfeld:

v(x) =
c

|x|3
x

div v(x) = 0
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rotv(x) = 0.

• Rohrströmung:

v(x) = c

 0
r2 − x2

1 − x2
3

0


div v(x) = 0

rotv(x) = 2c

 x3

0
−x1


Beispiel VIII.4.12. Für das Vektorfeld

v(x) =

 2xy
x2 + 3z2

9yz2


erhalten wir

Dv(x) =

2y 2x 0
2x 0 6z
0 9z2 18yz


div v(x) = 2y + 18yz

rotv(x) =

9z2 − 6z
0

2x− 2x


=

9z2 − 6z
0
0

 .

Es besteht der folgende Zusammenhang zwischen der Jacobi-Matrix
und den Operatoren Gradient, Divergenz und Rotation:

grad f(x0) = Df(x0)
T

div v(x0) = SpurDv(x0)

rotv(x0)× (x− x0) =
[
Dv(x0)−Dv(x0)

T
]
(x− x0).

Bemerkung VIII.4.13 (Koordinateninvarianz). Der Wert von
div v(x) ist unabhängig vom Koordinatensystem, in dem man v dar-
stellt und die partiellen Ableitungen berechnet. Dasselbe gilt für die
Länge und Richtung von grad f(x) und rotv(x).

Es gelten folgende Rechenregeln:
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rot(grad f) = 0 (Gradientenfeld ist wirbelfrei)

div(rotv) = 0 (Feld der Rotation ist quellfrei)

div(grad f) = ∆f

div(fv) = (grad f) · v + f div v

rot(fv) = (grad f)× v + f rotv

rot(rotv) = grad(div v)−∆v.

Mit dem symbolischen Operator

∇ =

 ∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z

 ,

dem sog. Nabla-Operator, lassen sich die vier hier betrachteten
Felder formal als Produkte schreiben:

grad f = ∇f,
∆f = ∇ · (∇f),

div v = ∇ · v
rotv = ∇× v.

Achtung: Beim Umgang mit dem Nabla-Operator ist Vorsicht gebo-
ten, da man mit ihm nicht immer wie mit einem Vektor rechnen kann.

Beispiel VIII.4.14. Für die Vektorfelder

f(x) =

 x2

y2

−xz


und

g(x) =

−yx
0


erhalten wir

(f × g)(x) =

 x2z
xyz

x3 + y3

 ,

(f · g)(x) = −x2y + xy2

und damit

∇(f · g) =

−2xy + y2

−x2 + 2xy
0


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∇ · (f × g) = 2xz + xz + 0

= 3xz

∇× (f × g) =

3y2 − xy
x2 − 3x2

yz − 0


=

3y2 − xy
−2x2

yz

 .



KAPITEL IX

Integration von Funktionen in mehreren Variablen

IX.1. Parameterintegrale

IX.1.1. Übersicht. Viele wichtige Funktionen der Analysis ha-
ben die Form

F (x) =

∫ d

c

f(x, y)dy , a ≤ x ≤ b.

Da der Integrand von dem Parameter x abhängt, spricht man von einem
Parameterintegral. Beispiele sind:

• die Eulersche Gammafunktion

Γ(x) =

∫ ∞

0

tx−1e−tdt x > 0,

• die Besselfunktionen

Jn(x) =
1

π

∫ π

0

cos(x sin t− nt)dt n ∈ Z, x ∈ R,

• die Fourier-Transformierte

F(f)(ω) =

∫ ∞

−∞
e−iωtf(t)dt ω ∈ R.

Wenn alle Zahlen a, b, c, d endlich sind und der Integrand f auf dem
Bereich a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d stetig ist, spricht man von einem
eigentlichen Parameterintegral, sonst von einem uneigentli-
chen Parameterintegral. Für beide Fälle wollen wir im Folgenden
die Integration und die Differentiation bzgl. der Variablen x untersu-
chen.

IX.1.2. Eigentliche Parameterintegrale. Wir betrachten ein
abgeschlossenes und beschränktes RechteckD = [a, b]×[c, d] = {(x, y) :
a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d} in R2 und eine stetige Funktion f : D → R.
Dann hat die durch

F (x) =

∫ d

c

f(x, y)dy

definierte Funktion F : [a, b]→ R folgende Eigenschaften:

• F ist stetig auf [a, b].
• F ist integrierbar und∫ b

a

F (x)dx =

∫ b

a

{∫ d

c

f(x, y)dy

}
dx

325
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=

∫ d

c

{∫ b

a

f(x, y)dx

}
dy.

• Ist f zusätzlich nach der Variablen x partiell differenzierbar
und ist fx auf D stetig, so ist F differenzierbar und

F ′(x) =
d

dx

∫ d

c

f(x, y)dy =

∫ d

c

fx(x, y)dy.

Beispiel IX.1.1. Für

F (x) =

∫ π

1

sin(tx)

t
dt

erhalten wir

F ′(x) =

∫ π

1

cos(tx)dt,

F ′′(x) = −
∫ π

1

t sin(tx)dt.

Beispiel IX.1.2. Für die Besselfunktion

Jn(x) =
1

π

∫ π

0

cos(x sin t− nt)dt , n ∈ Z

erhalten wir

J ′n(x) = − 1

π

∫ π

0

sin(t) sin(x sin t− nt)dt,

J ′′n(x) = − 1

π

∫ π

0

sin2(t) cos(x sin t− nt)dt.

Den Ausdruck für J ′n können wir mittels partieller Integration umfor-
men

J ′n(x) =
1

π

∫ π

0

(− sin(t))︸ ︷︷ ︸
= d

dt
cos(t)

sin(x sin t− nt)dt

=
1

π
cos(t) sin(x sin t− nt)

∣∣∣t=π
t=0

− 1

π

∫ π

0

cos(t) cos(x sin t− nt)[x cos(t)− n]dt

=
1

π

∫ π

0

cos(x sin t− nt)[−x cos2(t) + n cos(t)]dt.

Damit ergibt sich

x2J ′′n(x) + xJ ′n(x) + (x2 − n2)Jn(x)

=
1

π

∫ π

0

cos(x sin t− nt)[−x2 sin2 t− x2 cos2 t+ nx cos t+ x2 − n2]dt
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=
1

π

∫ π

0

cos(x sin t− nt)n[x cos t− n]dt

=
n

π
sin(x sin t− nt)

∣∣∣t=π
t=0

= 0.

Also löst Jn die gewöhnliche Differentialgleichung

x2J ′′n + xJ ′n + (x2 − n2)Jn = 0.

Häufig hängen die Integrationsgrenzen auch von x ab:

F (x) =

∫ h(x)

g(x)

f(x, y)dy.

Wenn g und h differenzierbar und f nach x partiell differenzierbar sind,
kann man die Ableitung von F in diesem Fall wie folgt bestimmen:
Definiere

G(x, u, v) =

∫ v

u

f(x, y)dy.

Dann ist

F (x) = G(x, g(x), h(x)).

Daher folgt mit der Kettenregel

F ′(x) = Gx(x, g(x), h(x)) +Gu(x, g(x), h(x))g
′(x)

+Gv(x, g(x), h(x))h
′(x)

=

∫ h(x)

g(x)

fx(x, y)dy − f(x, g(x))g′(x) + f(x, h(x))h′(x).

Also insgesamt

d

dx

∫ h(x)

g(x)

f(x, y)dy

=

∫ h(x)

g(x)

fx(x, y)dy − f(x, g(x))g′(x) + f(x, h(x))h′(x).

Beispiel IX.1.3. Für

x(t) =
1

k

∫ t

0

f(u) sin(k(t− u))du

erhalten wir mit obiger Formel und g(t) = 0, h(t) = t

ẋ(t) =
1

k

∫ t

0

kf(u) cos(k(t− u))du+
1

k
f(t) sin(k(t− t))

=

∫ t

0

f(u) cos(k(t− u))du
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ẍ(t) = −
∫ t

0

kf(u) sin(k(t− u))du+ f(t) cos(k(t− t))

= −k2x(t) + f(t).

Also ist x eine Lösung der Schwingungsgleichung

ẍ+ k2x = f.

IX.1.3. Uneigentliche Parameterintegrale. Die Resultate der
vorigen Abschnittes können nicht ohne Weiteres auf uneigentliche Pa-
rameterintegrale, bei denen z.B. d = ∞ ist, übertragen werden. Man
benötigt weitere Zusatzbedingungen. Der Einfachheit halber beschrän-
ken wir uns auf einen Spezialfall.

Sei d = ∞ und D = [a, b] × [c, d) = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, c ≤ y <
d}. Die Funktion f sei in D stetig und nach der Variablen x partiell
differenzierbar mit stetiger Ableitung. Weiter gebe es zwei Funktionen
g, h : [c, d)→ R mit den folgenden Eigenschaften:

• |f(x, y)| ≤ g(y) für alle (x, y) ∈ D,
• |fx(x, y)| ≤ h(y) für alle (x, y) ∈ D,

• die uneigentlichen Integrale

∫ d

c

g(y)dy und

∫ d

c

h(y)dy existie-

ren.

Dann existiert für jedes x ∈ [a, b] das uneigentliche Integral

F (x) =

∫ d

c

f(x, y)dy.

Die dadurch definierte Funktion F ist differenzierbar mit

F ′(x) =

∫ d

c

fx(x, y)dy.

Beispiel IX.1.4. Wir betrachten

F (x) =

∫ ∞

0

e−t
2

cos(xt)dt.

Es ist f(x, t) = e−t
2
cos(xt) und fx(x, t) = −te−t2 sin(xt). Daher gilt

für alle x, t

|f(x, t)| ≤ e−t
2

, |fx(x, t)| ≤ te−t
2

.

Die uneigentlichen Integrale∫ ∞

0

e−t
2

dt ,

∫ ∞

0

te−t
2

dt

existieren wegen Abschnitt V.4.2 (S. 195). Daher ist F differenzierbar
und erfüllt

F ′(x) = −
∫ ∞

0

te−t
2

sin(xt)dt.
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Mittels partieller Integration folgt für R > 0

1

2

∫ R

0

(−2te−t
2

)︸ ︷︷ ︸
= d

dt
e−t2

sin(xt)dt

=
1

2
e−t

2

sin(xt)
∣∣∣R
0
− 1

2

∫ R

0

e−t
2

x cos(xt)dt

=
1

2
e−R

2

sin(xR)− x

2

∫ R

0

e−t
2

cos(xt)dt

−→
R→∞

−x
2
F (x).

Also erfüllt F die gewöhnliche Differentialgleichung

F ′ = −x
2
F.

Beispiel IX.1.5. Mit obiger Vorgehensweise können die Ableitun-
gen der Gammafunktion berechnet werden:

Γ(x) =

∫ ∞

0

e−ttx−1dt,

Γ′(x) =

∫ ∞

0

e−ttx−1 ln tdt,

Γ′′(x) =

∫ ∞

0

e−ttx−1(ln t)2dt.

IX.2. Kurvenintegrale

IX.2.1. Das Kurvenintegral einer skalaren Funktion. Wir
betrachten eine offene MengeD ⊂ Rn, eine skalare Funktion f : D → R
auf D und ein stetig differenzierbares Kurvenstück w : [a, b] → D in
D. Wir fassen f als eine Belegungsfunktion auf w auf und wollen den
Gesamtwert der Belegung von w berechnen. Dazu unterteilen wir das
Kurvenstück, indem wir Punkte a = t0 < t1 < . . . < tn = b im
Parameterintervall und in jedem Teilintervall [ti−1, ti] einen Punkt ηi
wählen. Dann ist der Wert der Belegung näherungsweise

n∑
i=1

f(w(ηi)) |w(ti)−w(ti−1)|︸ ︷︷ ︸
≈|ẇ(ηi)|(ti−ti−1)

≈
n∑
i=1

f(w(ηi))|ẇ(ηi)|(ti − ti−1).

Bei immer feiner werdender Zerlegung strebt dies gegen∫ b

a

f(w(t))|ẇ(t)|dt.

Daher definieren wir:
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Das Kurvenintegral von f längs w ist∫
w

fds =

∫ b

a

f(w(t))|ẇ(t)|dt.

Die Berechnung eines Kurvenintegrals erfolgt in drei Schritten:

• Bestimme eine Parametrisierung w : [a, b] → Rn des Kur-
venstückes.
• Bestimme das Bogenelement ds = |ẇ(t)|dt.
• Berechne das Integral∫ b

a

f(w(t))|ẇ(t)|dt.

Beispiel IX.2.1. Wir betrachten eine Schraubenfeder mit Radius
2, Ganghöhe π, Gesamthöhe 2π und Massendichte ρ(x, y, z) = x2y2+z2.
Zu bestimmen ist die Gesamtmasse M . Dies bedeutet die Berechnung
eines Kurvenintegrals mit ρ als Belegungsfunktion und der Schrauben-
feder als Kurvenstück. Eine Parametrisierung ist

w(t) = (2 cos t, 2 sin t,
t

2
)T , 0 ≤ t ≤ 4π.

Das Bogenelement ist

ds = |(−2 sin t, 2 cos t,
1

2
)T |dt =

√
4 +

1

4
dt =

√
17

2
dt.

Damit erhalten wir

M =

∫ 4π

0

ρ(w(t))|ẇ(t)|dt

=

∫ 4π

0

[
4 sin2 t · 4 cos2 t+

1

4
t2
] √

17

2
dt

=

√
17

2

{
16

∫ 4π

0

sin2 t cos2 tdt︸ ︷︷ ︸
= 1

2
π

+
1

4

∫ 4π

0

t2dt︸ ︷︷ ︸
= 64

3
π3

}

=

√
17

2
{8π +

16

3
π3}.

Es ist zweckmäßig, den Begriff des Kurvenintegrals auch auf Kurven
auszudehnen, die aus aneinanderhängenden Kurvenstücken bestehen.

Definition IX.2.2. (1) Unter einer Kurve w in D ⊂ Rn verste-
hen wir eine endliche Folge w1, . . . ,wk von stetig differenzierbaren Kur-
venstücken wi : [ai, bi]→ D mit wi(bi) = wi+1(ai+1) für i = 1, . . . , k−1.
(2) Das Kurvenintegral einer Funktion f : D → R entlang einer
Kurve w, die aus den Kurvenstücken w1, . . . ,wk besteht, ist die Summe
der Kurvenintegrale von f längs der Kurvenstücke
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∫
w

fds =

∫
w1

fds+ . . .+

∫
wk

fds.

Beispiel IX.2.3. Die Kurve w führe vom Ursprung zum Punkt
(2, 1, 3) entlang achsenparalleler Strecken und zwar zunächst parallel
zur x-, dann zur y- und zuletzt zur z-Achse. Dann besteht w aus drei
Kurvenstücken w1, w2, w3 mit

w1 : [0, 1]→ R3 , t 7→ (2t, 0, 0)T ,

w2 : [0, 1]→ R3 , t 7→ (2, t, 0)T ,

w3 : [0, 1]→ R3 , t 7→ (2, 1, 3t)T .

Für die Funktion f(x) = |x|2 erhalten wir dann das Kurvenintegral∫
w

fds =

∫
w1

fds+

∫
w2

fds+

∫
w3

fds

=

∫ 1

0

4t2 · 2dt+

∫ 1

0

(4 + t2) · 1dt+

∫ 1

0

(4 + 1 + 9t2) · 3dt

=
8

3
+ (4 +

1

3
) + (15 + 9)

= 31.

Für Kurvenintegrale gelten die üblichen Rechenregeln (f, g : D →
R, α ∈ R):

∫
w

αfds = α

∫
w

fds∫
w

(f + g)ds =

∫
w

fds+

∫
w

gds

Außerdem gilt der Mittelwertsatz∫
w

fds = f(x̃)L,

wobei x̃ ein geeigneter Punkt auf der Kurve und L die Länge der Kurve
ist.

IX.2.2. Anwendungen. Stellt ρ(x, y, z) die Massendichte einer
Kurve w dar, so beträgt die Gesamtmasse

M =

∫
w

ρds.
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Man nennt

dm = ρ(x, y, z)ds

daher auch das Massenelement.
Die k-ten Momente bezüglich der Koordinatenebenen eines in

(x, y, z) befindlichen Massenpunktes der Masse dm sind xkdm, ykdm
und zkdm. Dementsprechend sind die k-ten Momente einer Kurve w
mit der Massendichte ρ(x, y, z) gegeben durch

Mx,k =

∫
w

xkρds,

My,k =

∫
w

ykρds,

Mz,k =

∫
w

zkρds.

Für k = 1 sind dies die statischen Momente und für k = 2 die
Trägheitsmomente. Der Punkt S = (xS, yS, zS), in dem eine Punkt-
masse der Größe M die selben statischen Momente wie die Kurve w be-
sitzt, heißt Massenmittelpunkt oder Schwerpunkt. Damit folgt

xS =
1

M

∫
w

xρds,

yS =
1

M

∫
w

yρds,

zS =
1

M

∫
w

zρds

mit

M =

∫
w

ρds.

Im Falle einer homogenen Massenverteilung, d.h. ρ(x, y, z) = const,
stimmt der Massenmittelpunkt mit dem geometrischen Schwerpunkt
überein. In diesem Fall ist in obiger Formel M durch die Länge L der
Kurve und ρ durch 1 zu ersetzen.

Beispiel IX.2.4. Betrachte die Schraubenlinie

w(t) = (r cos t, r sin t, ht)T , 0 ≤ t ≤ 2πn.

Mit

R =
√
r2 + h2

ist ihre Länge

L =

∫ 2πn

0

√
r2 + h2dt

= 2πnR.
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Wegen ∫ 2πn

0

cos tdt =

∫ 2πn

0

sin tdt = 0

sind die x- und die y- Koordinate des Schwerpunktes gleich Null. Mit

H = 2πnh

ergibt sich für die z-Koordinate

zS =
1

L

∫ 2πn

0

ht
√
r2 + h2dt

=
1

2πnR

1

2
hR(2πn)2

= πnh

=
H

2
.

Also ist (0, 0, H
2
) der Schwerpunkt. Er liegt nicht auf w.

IX.2.3. Das Kurvenintegral eines Vektorfeldes. Wir betrach-
ten eine offene Menge D ⊂ Rn, ein stetig differenzierbares Kurvenstück
w : [a, b]→ D in D und ein Vektorfeld v : D → Rn auf D. Wir wollen v
längs w integrieren. Dazu überlegen wir uns, dass hierfür in einem be-
liebigen Kurvenpunkt w(t) nur die Projektion von v auf die Kurve eine
Rolle spielt. Dies ist aber das Skalarprodukt von v(w(t)) mit dem Ein-
heitstangentenvektor 1

|ẇ(t)|ẇ(t). Daher entspricht die Integration von v

längs w dem Kurvenintegral der skalaren Belegung v(w(t)) · ẇ(t) 1
|ẇ(t)| .

Deshalb definieren wir:

Das Kurvenintegral des Vektorfeldes v längs des Kur-
venstückes w ist∫

w

v · dx =

∫ b

a

v(w(t)) · ẇ(t)dt.

Das Integral läng einer Kurve, die aus den Kurvenstücken w1, . . . ,
wk besteht, ist analog definiert als die Summe der Integrale längs der
einzelnen Kurvenstücke.

Es gelten die üblichen Rechenregeln (u,v : D → Rn, α ∈ R):

∫
w

αu · dx = α

∫
w

u · dx∫
w

(u + v) · dx =

∫
w

u · dx +

∫
w

v · dx
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Beispiel IX.2.5. Wir betrachten das Vektorfeld

v(x, y, z) = (x2y, x− z, xyz)T

und als Kurve den Graphen von y = x3, 0 ≤ x ≤ 2, in der Ebene z = 2.
Eine Parametrisierung ist

w(t) = (t, t3, 2)T , 0 ≤ t ≤ 2.

Damit ergibt sich∫
w

v · dx =

∫ 2

0

 t5

t− 2
2t4

 ·
 1

3t2

0

 dt

=

∫ 2

0

[t5 + 3t2(t− 2)]dt

=
64

6
+

3 · 16

4
− 6 · 8

3

=
20

3
.

Beispiel IX.2.6. Wir wollen das Integral des Wirbels

v(x, y) =
1

x2 + y2

(
−y
x

)
, (x, y) 6= (0, 0)

längs des einmal positiv durchlaufenen Einheitskreises berechnen. Eine
Parametrisierung ist

w(t) = (cos t, sin t)T , 0 ≤ t ≤ 2π.

Damit ergibt sich∫
w

v · dx =

∫ 2π

0

1

cos2 t+ sin2 t︸ ︷︷ ︸
=1

(
− sin t
cos t

)
·
(
− sin t
cos t

)
dt

=

∫ 2π

0

cos2 t+ sin2 t︸ ︷︷ ︸
=1

dt

= 2π.

Eine Kurve w heißt geschlossen, wenn ihr Anfangs- und End-
punkt übereinstimmen, d.h. w(a) = w(b) mit w : [a, b] → Rn. Ist w
geschlossen, schreiben wir∮

w

fds bzw.

∮
w

v · dx

statt

∫
w

fds bzw.

∫
w

v · dx.
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IX.2.4. Das Potential eines Gradientenfeldes. Sei D ⊂ Rn

offen. Wir nennen ein Vektorfeld v : D → Rn ein Gradientenfeld,
wenn es eine skalare Funktion f : D → Rn gibt mit v = grad f . In
diesem Fall heißt f eine Stammfunktion von v und U = −f ein
Potential von v.

Bemerkung IX.2.7. In einem konservativen Kraftfeld stellt das
Potential die potentielle Energie dar. Das Vorzeichen ist so gewählt,
dass v = − gradU in Richtung des stärksten Potentialabfalls zeigt.

Im Mittelpunkt dieses Abschnittes steht die Frage:
”
Wann ist ein

gegebenes Vektorfeld ein Gradientenfeld und wie kann man gegebenen-
falls eine Stammfunktion bestimmen?“

Dazu überlegen wir uns zunächst einige Konsequenzen aus der Ei-
genschaft, Gradientenfeld zu sein. Sei also v = grad f ein Gradienten-
feld und w ein Kurvenstück in D. Dann folgt mit der Kettenregel∫

w

v · dx =

∫ b

a

v(w(t)) · ẇ(t)dt

=

∫ b

a

grad f(w(t)) · ẇ(t)dt

=

∫ b

a

d

dt
[f(w(t))]dt

= f(w(b))− f(w(a)).

Hieraus folgt unmittelbar:

Sei v ein Gradientenfeld und f eine Stammfunktion von v.
Dann gilt:

(1) Das Kurvenintegral hängt nur von den Werten der
Stammfunktion im Anfangs- und Endpunkt der
Kurve ab, d.h.∫

w

v · dx = f(w(b))− f(w(a)).

(2) Sind w1 und w2 zwei Wege mit gleichem Anfangs-
und Endpunkt, so ist∫

w1

v · dx =

∫
w2

v · dx,

d.h. das Kurvenintegral ist wegunabhängig.
(3) Ist w ein geschlossener Weg, so verschwindet das

Kurvenintegral∮
w

v · dx = 0.
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Beispiel IX.2.8. Die Zentralkraft

K =
c

|x|3
x ,x ∈ R3\{0}

besitzt das Potential

U =
c

|x|
.

Ist w ein Kurvenstück, das nicht durch den Ursprung geht, ist die längs
w geleistete Arbeit gegeben durch

A =

∫
w

K · dx

= U(w(a))− U(w(b))

=
c

|w(a)|
− c

|w(b)|
.

Beispiel IX.2.9. Betrachte das elektrische Feld

E(x, y, z) =

 2xy + z3

x2 + 3z
3z2x+ 3y


mit dem Potential

U(x, y, z) = −(x2y + xz3 + 3zy).

Der Spannungsabfall zwischen den Punkten P = (1, 1, 1) und Q =
(3, 4, 5) längs eines Weges von P nach Q hängt nich von dem Weg ab
und ist gegeben durch∫

w

E · dx = U(P )− U(Q) = 466.

Sei v = grad f ein Gradientenfeld. Falls v stetig differenzierbar ist,
ist f zweimal stetig differenzierbar und es gilt fxixj

= fxjxi
für alle

i 6= j. Dies bedeutet:

Ist v ein stetig differenzierbares Gradientenfeld, so ist die
Jacobi-Matrix Dv(x) in jedem Punkt x ∈ D symmetrisch.

Der Wirbel v aus Beispiel IX.2.6 (S. 334) ist kein Gradientenfeld,
da das Integral längs des Einheitskreises nicht verschwindet. Es ist aber

∂v1

∂y
= − 1

x2 + y2
+

2y2

(x2 + y2)2

=
y2 − x2

(x2 + y2)2
,

∂v2

∂x
=

1

x2 + y2
− 2x2

(x2 + y2)2
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=
y2 − x2

(x2 + y2)2
,

d.h. die Jacobi-Matrix Dv ist symmetrisch. Dieses Beispiel zeigt, dass
die Umkehrung obigen Ergebnisses nicht für jede offene Menge D gilt.
Für eine möglichst einfache und gleichzeitig hinreichend allgemeine
Charakterisierung von Mengen, für die die Umkehrung obiger Aussage
gilt, benötigen wir folgende Definition.

Definition IX.2.10. Eine offene Menge D ⊂ Rn heißt sternför-
mig, wenn es einen Punkt x0 ∈ D gibt, so dass für jeden Punkt x ∈ D
die Verbindungsstrecke von x0 nach x ganz in D liegt.

Bemerkung IX.2.11. Eine andere häufig betrachtete Klasse von
Mengen sind die konvexen Mengen. Sie sind dadurch charakterisiert,
dass für jedes Paar von Punkten aus der Menge auch die gesamte Ver-
bindungsstrecke in der Menge verläuft. Konvexe Mengen sind immer
sternförmig, die Umkehrung gilt aber nicht (vgl. Abb. IX.2.1).

�
��

@
@@
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���

Abbildung IX.2.1. Beispiele einer konvexen Menge
(links), einer sternförmigen nicht konvexen Menge (Mit-
te) und einer nicht sternförmigen Menge (rechts)

Beispiel IX.2.12. Rn und Br(0) ⊂ Rn mit n ≥ 2 und r > 0 sind
sternförmig. Rn\{0} und Br(0)\{0} ⊂ Rn sind nicht sternförmig.

Das Hauptergebnis dieses Abschnittes lautet:

Satz von Poincaré: Die Menge D ⊂ Rn sei sternförmig.
Dann ist ein stetig differenzierbares Vektorfeld v : D →
Rn genau dann ein Gradientenfeld, wenn die Jacobi-Matrix
Dv(x) in jedem Punkt x ∈ D symmetrisch ist.

Den Satz von Poincaré lautet kann man in Kurzform als Merkregel
formulieren:
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Merkregel: D sternförmig und Dv(x) symmetrisch für
alle x ∈ D =⇒ v ist Gradientenfeld

bzw. in drei Dimensionen:

Merkregel: D ⊂ R3 sternförmig und rotv(x) = 0 für alle
x ∈ D =⇒ v ist Gradientenfeld

IX.2.5. Die praktische Bestimmung einer Stammfunktion.
Wir beschränken uns der Übersichtlichkeit halber auf den praktisch
wichtigen Fall von drei Dimensionen, d.h. n = 3. Es gibt hier im we-
sentlichen zwei Vorgehensweisen:

• mittels Kurvenintegralen,
• mittels Ansatz.

Die Berechnung mit Kurvenintegralen erfolgt in drei Schritten:

1. Schritt: Gibt es ein x ∈ D mit rotv(x) 6= 0? Falls ja,
ist v kein Gradientenfeld, und wir sind fertig. Falls nein,
gehe zu Schritt 2.
2. Schritt: Ist D sternförmig? Falls nein, führt die Me-
thode nicht weiter. Falls ja, bestimme einen Punkt x0 ∈ D,
so dass für jeden Punkt x ∈ D die Strecke von x0 nach x in
D verläuft.
3. Schritt: Mit dem Punkt x0 aus Schritt 2 berechne für
jedes x ∈ D

f(x) =

∫ 1

0

v(x0 + t(x− x0)) · (x− x0)dt.

Es ist v = grad f .

Beispiel IX.2.13. Wir betrachten

v(x, y, z) =

 y2 cosx
2y sin x+ e2z

2ye2z


auf D = R3. Es ist rotv = 0 auf D, und D ist sternförmig. Wir wählen
x0 = 0. Dann folgt für beliebiges x ∈ R3

f(x) =

∫ 1

0

 t2y2 cos(tx)
2ty sin(tx) + e2tz

2tye2tz

 ·
xy
z

 dt

=

∫ 1

0

{
t2y2 x cos(tx)︸ ︷︷ ︸

= d
dt

sin(tx)

+2ty2 sin(tx) + ye2tz + 2tyze2tz︸ ︷︷ ︸
=yt d

dt
(e2tz)

}
dt
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= t2y2 sin(tx)
∣∣∣t=1

t=0
−
∫ 1

0

2ty2 sin(tx)dt+

∫ 1

0

2ty2 sin(tx)dt

+

∫ 1

0

ye2tzdt+ yte2tz
∣∣∣t=1

t=0
−
∫ 1

0

ye2tzdt

= y2 sin x+ ye2z.

Die Berechnung mittels Ansatz erfolgt in sechs Schritten:

1. Schritt: Ansatz: v1 = fx, v2 = fy, v3 = fz.
2. Schritt: Unbestimmte Integration bzgl. x (bei fest ge-
haltenem y, z) der Gleichung fx = v1:

f(x, y, z) =

∫
v1(x, y, z)dx+ c(y, z).

3. Schritt. Leite die Identität aus Schritt 2 partiell nach
y ab und setze das Ergebnis in die Gleichung v2 = fy ein.
Dies liefert eine Gleichung für cy:

∂

∂y

∫
v1(x, y, z)dx+ cy(y, z) = fy = v2.

Tritt in dieser Gleichung noch die Variable x auf, ist v
kein Gradientenfeld, und wir sind fertig. Andernfalls gehe
zu Schritt 4.
4. Schritt: Unbestimmte Integration bzgl. y der Glei-
chung für cy:

c(y, z) =

∫
h(y, z)dy + d(z)

mit

h(y, z) = v2(x, y, z)−
∫

∂

∂y
v1(x, y, z)dx.

5. Schritt: Setze c aus Schritt 4 in f aus Schritt 2 ein,
leite das Ganze partiell nach z ab und setze das Ergebnis
in die Gleichung v3 = fz ein. Dies liefert eine Gleichung für
d′(z):

∂

∂z

∫
v1(x, y, z)dx+

∂

∂z

∫
h(y, z)dy + d′(z) = fz = v3.

Tritt in dieser Gleichung noch die Variable y auf, ist v
kein Gradientenfeld, und wir sind fertig. Andernfalls gehe
zu Schritt 6.
6. Schritt: Bestimme d(z) durch unbestimmte Integrati-
on bzgl. z der Identität für d′(z) aus Schritt 5 und setze das
Ergebnis in die Gleichungen für c und f ein.
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Beispiel IX.2.14. Wir betrachten das Vektorfeld v aus Beispiel
IX.2.13. Schritt 2 liefert

f(x, y, z) =

∫
y2 cosxdx+ c(y, z)

= y2 sin x+ c(y, z).

Die Gleichung aus Schritt 3 lautet

2y sin x+ e2z = v2(x, y, z)

=
∂

∂y
[y2 sin x+ c(y, z)]

= 2y sin x+ cy(y, z)

=⇒ cy(y, z) = e2z.

Die Gleichung hängt nicht von x ab. Die Funktion h aus Schritt 4 ist

h(y, z) = 2y sin x+ e2z −
∫

2y cosxdx

= e2z

und wir erhalten

c(y, z) =

∫
e2zdy + d(z)

= ye2z + d(z)

=⇒ f(x, y, z) = y2 sin x+ ye2z + d(z).

Die Gleichung aus Schritt 5 lautet

2ye2z = v3(x, y, z)

=
∂

∂z
[y2 sin x+ ye2z + d(z)]

= 2ye2z + d′(z)

=⇒ d′(z) = 0.

Sie hängt nicht von y ab. Schritt 6 liefert d(z) = γ mit beliebiger
Konstante γ. Daher ist

f(x, y, z) = y2 sin x+ ye2z + γ.

Man beachte, dass in Beispiel IX.2.13 γ = 0 war, da wir durch die Wahl
von x0 = 0 die Festlegung f(0, 0, 0) = 0 getroffen hatten.

Beispiel IX.2.15 (Zentralfelder). Dies sind Vektorfelder der
Form

v(x) = ϕ(|x− z|)(x− z)

auf D = R3\{z} mit einem festen Punkt z ∈ R3. (Man beachte, dass
der Wirbel aus Beispiel IX.2.6 (S. 334) nicht unter dieses Beispiel fällt,
da er in R2 definiert ist.) Da D = R3\{z} nicht sternförmig ist, können
wir den Satz von Poincaré nicht anwenden. Dennoch ist ein solches
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Zentralfeld immer ein Gradientenfeld. Zur Bestimmung einer Stamm-
funktion machen wir den Ansatz

f(x) = ψ(|x− z|).

Mit der Kettenregel folgt für x 6= z

grad f(x) = ψ′(|x− z|) 1

|x− z|
(x− z).

Ein Vergleich mit v führt auf die Identität

ϕ(|x− z|) =
1

|x− z|
ψ′(|x− z|) für x 6= z

bzw.

ψ′(s) = sϕ(s) für s > 0.

Also ist

ψ(s) =

∫ s

0

tϕ(t)dt+ c für s > 0

und

v(x) =

∫ |x−z|

0

tϕ(t)dt+ c.

So erhalten wir z.B. für n ≥ 3 und das Feld

v(x) =
1

|x|n
x ,x 6= 0

die Stammfunktion

f(x) =

∫ |x|

0

t
1

tn
dt+ c

= − 1

n− 2

1

|x|n−2
+ c.

IX.3. Integration über ebene Bereiche

IX.3.1. Der Flächeninhalt. Wir wollen einer beschränkten Men-
ge M ⊂ R2 einen Flächeninhalt F (M) zuordnen. Falls M ein Rechteck
mit Kantenlängen `x und `y ist, ist natürlich F (M) = `x`y. Falls M die
Vereinigung von endlich vielen Rechtecken R1, . . . , Rn ist, deren Inneres
paarweise disjunkt ist, ist natürlich F (M) = F (R1) + . . .+ F (Rn).

Diese Beobachtung legt nun folgendes Vorgehen nahe: Für k ∈ N
zerlegen wir die Ebene durch achsenparallele Geraden x = n2−k und
y = n2−k mit n ∈ Z in Quadrate der Kantenlänge 2−k und Fläche
2−2k. Dann bezeichnen wir mit sk(M) die Summe der Flächen aller
Quadrate, die ganz inM liegen, und mit Sk(M) die Summe der Flächen
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aller Quadrate, die einen nicht leeren Durchschnitt mit M haben (vgl.
Abb. IX.3.1). Offensichtlich gilt

sk(M) ≤ Sk(M),

sk(M) ≤ sk+1(M),

Sk+1(M) ≤ Sk(M).

Daher konvergieren die Folgen (sk(M))k∈N und (Sk(M))k∈N gegen Zah-
len Fi(M) bzw. Fa(M):

Fi(M) = lim
k→∞

sk(M),

Fa(M) = lim
k→∞

Sk(M).

Es ist immer Fi(M) ≤ Fa(M).

Abbildung IX.3.1. Sk(M) ist die Summe der Flächen
der Quadrate im linken Bild, sk(M) ist die Summe der
Flächen der Quadrate im rechten Bild

Wir nennen M Riemann-messbar, wenn Fi(M) = Fa(M) ist. In
diesem Fall heißt der gemeinsame Wert der Flächeninhalt von M
und wird mit F (M) bezeichnet.

Nicht jede Menge ist Riemann-messbar:

Beispiel IX.3.1. Betrachte M = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤
1, x, y ∈ Q}. Dann gilt für alle k ∈ N sk(M) = 0, Sk(M) = 1 und
damit Fi(M) = 0, Fa(M) = 1.

Es gilt aber:

Jede beschränkte Menge, deren Rand aus endlich vielen re-
gulären Kurvenstücken besteht, ist Riemann-messbar.

Eine messbare Menge N mit F (N) = 0 heißt Nullmenge.
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Beispiel IX.3.2. Jede einpunktige Menge ist eine Nullmenge. Jedes
reguläre Kurvenstück ist eine Nullmenge.

Ist M messbar und N eine Nullmenge, so sind M ∪ N und M\N
ebenfalls messbar und es gilt

F (M ∪N) = F (M),

F (M\N) = F (M).

Beispiel IX.3.3. M = {(x, y) : x2+y2 < 1}, N = {(0, 0)}∪{(x, y) :
x2 + y2 = 1}, M ∪ N = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1}, M\N = {(x, y) : 0 <
x2 + y2 < 1} und F (M) = F (M ∪N) = F (M\N) = π.

IX.3.2. Das Doppelintegral. Im Folgenden betrachten wir nur
Mengen M ⊂ R2 mit folgender Eigenschaft: Es gibt eine Nullmenge N ,
so dass gilt:

• M ∪N ist beschränkt und abgeschlossen.
• Je zwei Punkte im Innern von M ∪ N können durch ein re-

guläres Kurvenstück verbunden werden, das ganz im Innern
von M ∪N verläuft.
• Der Rand von M ∪ N besteht aus endlich vielen regulären

Kurvenstücken.

Mengen mit dieser Eigenschaft sind gemäß vorigem Abschnitt Rie-
mann-messbar.

Wir wollen einer auf M stetigen Funktion f : M → R ein Integral
zuordnen. Insbesondere soll das Integral der konstanten Funktion 1 der
Flächeninhalt von M sein. Dazu zerlegen wir die Ebene wieder in ach-
senparallele Quadrate der Kantenlänge 2−k mit k ∈ N. Die Quadrate,
die ganz in M ∪ N liegen, nummerieren wir von 1 bis nk. In jedem
dieser Quadrate Qi wählen wir einen Punkt (xi,k, yi,k) und setzen

Zk =

nk∑
i=1

f(xi,k, yi,k)F (Qi).

Man kann zeigen, dass die Folge (Zk)k∈N konvergiert. Diesen Grenzwert
nennen wir das Doppelintegral (oder Gebietsintegral oder ein-
fach Integral) von f über M und bezeichnen ihn mit∫∫

M

f(x, y)dF oder

∫∫
M

fdF.

Das Doppelintegral hat folgende

geometrische Deutung:

•
∫∫

M

dF ist der Flächeninhalt F (M) von M .
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• Ist f(x, y) ≥ 0 für alle (x, y) ∈M , so ist

∫∫
M

fdF

das Volumen des senkrecht auf der (x, y)-Ebene ste-
henden Zylinders mit Grundfläche M und Deck-
fläche z = f(x, y).

Es gelten folgende

Rechenregeln:

(1)

∫∫
M

(αf + βg)dF = α

∫∫
M

fdF + β

∫∫
M

gdF

für α, β ∈ R, f, g : M → R.
(2) f(x, y) ≤ g(x, y) für alle (x, y) ∈M

=⇒
∫∫

M

fdF ≤
∫∫

M

gdF .

(3)

∫∫
M

fdF =

∫∫
M1

fdF +

∫∫
M2

fdF ,

falls M durch ein reguläres Kurvenstück in die zwei
Bereiche M1 und M2 zerlegt wird.

Zudem gilt der

Mittelwertsatz: Es gibt einen Punkt (x∗, y∗) ∈M mit∫∫
M

fdF = f(x∗, y∗)F (M).

IX.3.3. Praktische Berechnung des Doppelintegrals. Für
die praktische Berechnung des Doppelintegrals spielen folgende zwei
Typen von Mengen eine besondere Rolle (vgl. Abb. IX.3.1):

Typ I: Es gibt ein Intervall [a, b] in R und zwei stetige Funktionen
g, h : [a, b] → R mit g(x) ≤ h(x) für alle x ∈ [a, b] und M =
{(x, y) : a ≤ x ≤ b, g(x) ≤ y ≤ h(x)}.

Typ II: Es gibt ein Intervall [c, d] in R und zwei stetige Funktionen
`, r : [c, d] → R mit `(y) ≤ r(y) für alle y ∈ [c, d] und M =
{(x, y) : c ≤ y ≤ d, `(y) ≤ x ≤ r(y)}.

Dann gilt für jede auf M stetige Funktion f :

M ist vom Typ I

=⇒
∫∫

M

f(x, y)dF =

∫ b

a

{∫ h(x)

g(x)

f(x, y)dy

}
dx
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M ist vom Typ II

=⇒
∫∫

M

f(x, y)dF =

∫ d

c

{∫ r(y)

`(y)

f(x, y)dx

}
dy

Abbildung IX.3.2. Menge vom Typ I links und Menge
vom Typ II rechts

Beispiel IX.3.4. Sei M der Viertelkreis im ersten Quadranten mit
Mittelpunkt im Ursprung und Radius 1

M = {(x, y);x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 1}.
Die Koordinaten (xS, yS) des Schwerpunktes vonM sind gegeben durch

xS =
1

F (M)

∫∫
M

xdF,

yS =
1

F (M)

∫∫
M

ydF.

M ist eine Menge vom Typ I und II:

M = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤
√

1− x2}

= {(x, y) : 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ x ≤
√

1− y2}.
Die erste Darstellung ist günstig für die Berechnung von yS, die zweite
für diejenige von xS:

yS =
1
1
4
π

∫ 1

0

{∫ √
1−x2

0

ydy

}
dx

=
4

π

∫ 1

0

1

2
(1− x2)dx

=
2

π
(1− 1

3
)

=
4

3π
,



346 IX. INTEGRATION VON FUNKTIONEN IN MEHREREN VARIABLEN

xS =
1
1
4
π

∫ 1

0

{∫ √1−y2

0

xdx

}
dy

=
4

π

∫ 1

0

1

2
(1− y2)dy

=
4

3π
.

Kompliziertere Mengen zerlegt man durch achsenparallele Schnitte
in endlich viele Mengen M1, . . . ,Mn vom Typ I oder II. Dann ist∫∫

M

fdF =

∫∫
M1

fdF + . . .+

∫∫
Mn

fdF

und jedes einzelne Integal kann wie in Beispiel IX.3.4 berechnet werden.

-

6

�
�

�
�

�
�

Abbildung IX.3.3. Menge M aus Beispiel IX.3.5

Beispiel IX.3.5. Gesucht ist∫∫
M

fdF

mit

f(x, y) = x2y

und

M = {(x, y) : x ≥ −1, 0 ≤ y ≤ 1 + x}
∩ {(x, y) : −1 ≤ x ≤ 1, y ≤ 1− x2}

(vgl. Abb. IX.3.3). Offensichtlich ist M = M1 ∪M2 mit

M1 = {(x, y) : −1 ≤ x ≤ 0, 0 ≤ y ≤ 1 + x},
M2 = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1− x2}.
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Damit folgt∫∫
M

fdF =

∫ 0

−1

{∫ 1+x

0

x2ydy

}
dx+

∫ 1

0

{∫ 1−x2

0

x2ydy

}
dx

=

∫ 0

−1

1

2
x2(1 + x)2dx+

∫ 1

0

1

2
x2(1− x2)2dx

=
1

2

∫ 0

−1

(x2 + 2x3 + x4)dx+
1

2

∫ 1

0

(x2 − 2x4 + x6)dx

=
1

2

(
1

3
− 1

2
+

1

5

)
+

1

2

(
1

3
− 2

5
+

1

7

)
=

1

60
+

4

105

=
23

420
.

Beispiel IX.3.6. Der Massenmittelpunkt (oder auch Schwer-
punkt) (xS, yS) eines Flächenstückes M mit der Massendichte µ(x, y)
ist gegeben durch

xS =
1

m

∫∫
M

xµ(x, y)dF,

yS =
1

m

∫∫
M

yµ(x, y)dF,

m =

∫∫
M

µ(x, y)dF.

Für M = {(x, y) : 1 ≤ x ≤ 2, 1 ≤ y ≤ x2} und µ(x, y) = x2 + y2

erhalten wir z.B.

m =

∫ 2

1

{∫ x2

1

(x2 + y2)dy

}
dx

=

∫ 2

1

(yx2 +
1

3
y3)
∣∣∣y=x2

y=1
dx

=

∫ 2

1

(x4 +
1

3
x6 − x2 − 1

3
)dx

= (
1

5
x5 +

1

21
x7 − 1

3
x3 − 1

3
x)
∣∣∣x=2

x=1

=
32

5
+

128

21
− 8

3
− 2

3
− 1

5
− 1

21
+

1

3
+

1

3

=
31

5
+

127

21
− 8

3

=
31

5
+

71

21
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=
1006

105

xS =
105

1006

∫ 2

1

{∫ x2

1

x(x2 + y2)dy

}
dx

=
105

1006

∫ 2

1

(yx3 +
1

3
y3x)

∣∣∣y=x2

y=1
dx

=
105

1006

∫ 2

1

(x5 +
1

3
x7 − x3 − 1

3
x)dx

=
105

1006
(
1

6
x6 +

1

24
x8 − 1

4
x4 − 1

6
x2)
∣∣∣x=2

x=1

=
105

1006
(
63

6
+

255

24
− 15

4
− 3

6
)

=
105

1006
(10 +

165

24
)

=
105

1006
· 80 + 55

8

=
14175

8048

yS =
105

1006

∫ 2

1

{∫ x2

1

y(x2 + y2)dy

}
dx

=
105

1006

∫ 2

1

(
1

2
x2y2 +

1

4
y4)
∣∣∣y=x2

y=1
dx

=
105

1006

∫ 2

1

(
1

2
x6 +

1

4
x8 − 1

2
x2 − 1

4
)dx

=
105

1006
(

1

14
x7 +

1

36
x9 − 1

6
x3 − 1

4
x)
∣∣∣x=2

x=1

=
105

1006
(
127

14
+

511

36
− 7

6
− 1

4
)

=
105

1006
(
127

14
+

460

36
)

=
105

1006
· 1143 + 1610

126

=
289065

126756
.

IX.3.4. Der Satz von Green. Wir betrachten eine beschränk-
te und abgeschlossene Menge M in R2, deren Rand aus endlich vielen
regulären Kurvenstücken besteht. Die Kurvenstücke seien so parame-
trisiert, dass M immer links zur Durchlaufrichtung liegt (positiver Um-
lauf). Ist v : M → R2 ein Vektorfeld, so verstehen wir unter∫

∂M

v · dx



IX.3. INTEGRATION ÜBER EBENE BEREICHE 349

die Summe der Kurvenintegrale über die Kurvenstücke, die den Rand
∂M von M bilden. Ist das Vektorfeld v stetig differenzierbar, gilt der

Satz von Green:∫
∂M

v · dx =

∫∫
M

(
∂v2

∂x
− ∂v1

∂y

)
dF.

Beispiel IX.3.7. Wählen wir v = (0, x)T oder v = (−y, 0)T , ergibt
sich jeweils der Flächeninhalt von M :

F (M) =

∫∫
M

dF =

∫
∂M

xdy = −
∫
∂M

ydx.

Ist z.B. M der Bereich, der durch die Zykloide

w1(t) = a

(
2π − t+ sin t

1− cos t

)
, 0 ≤ t ≤ 2π

und die Strecke

w2(t) =

(
t
0

)
, 0 ≤ t ≤ 2πa

begrenzt wird, ergibt sich

F (M) = −
∫
∂M

ydx

= −
∫

w1

ydx−
∫

w2

ydx︸ ︷︷ ︸
=0

= −
∫ 2π

0

a(1− cos t)a(−1 + cos t)dt

=

∫ 2π

0

a2(1− cos t)2dt

= a2

∫ 2π

0

(1− 2 cos t︸ ︷︷ ︸R
...=0

+ cos2 t︸ ︷︷ ︸R
...=π

)dt

= 3πa2.

Beispiel IX.3.8. Wählen wir v = (0, 1
2
x2)T oder v = (−1

2
y2, 0)T ,

erhalten wir für die Komponenten des Schwerpunktes von M :

xS =
1

F (M)

∫∫
M

xdF =
1

2F (M)

∫
∂M

x2dy,
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yS =
1

F (M)

∫∫
M

ydF = − 1

2F (M)

∫
∂M

y2dx.

Für die Menge M aus Beispiel IX.3.7 ergibt sich so z.B.

yS = − 1

6πa2

∫
∂M

y2dx

= − 1

6πa2

∫
w1

y2dx− 1

6πa2

∫
w2

y2dx︸ ︷︷ ︸
=0

= − 1

6πa2

∫ 2π

0

a2(1− cos t)2a(−1 + cos t)dt

=
a

6π

∫ 2π

0

(1− cos t)3dt

=
a

6π

∫ 2π

0

(1− 3 cos t︸ ︷︷ ︸R
...=0

+ 3 cos2 t︸ ︷︷ ︸R
...=3π

− cos3 t︸ ︷︷ ︸R
...=0

)dt

=
a

6π
5π

=
5

6
a

und wegen der Symmetrie der Integranden

xS =
1

6πa2

∫
∂M

x2dy

=
1

6πa2

∫
w1

x2dy +
1

6πa2

∫
w2

x2dy︸ ︷︷ ︸
=0

=
1

6πa2

∫ 2π

0

a2(2π − t+ sin t)2a sin tdt
∣∣∣t = s+ π

= − a

6π

∫ π

−π
(π − s− sin s)2 sin sds

= − a

6π

∫ π

−π
(π2 sin s︸ ︷︷ ︸R

...=0

+ s2 sin s︸ ︷︷ ︸R
...=0

+ sin3 s︸ ︷︷ ︸R
...=0

− 2π s sin s︸ ︷︷ ︸R
...=2π

−2π sin2 s︸ ︷︷ ︸R
...=π

+2 s sin2 s︸ ︷︷ ︸R
...=0

)ds

= πa.
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Beispiel IX.3.9 (Satz von Gauß in der Ebene). Ist u : M →
R zweimal stetig differenzierbar, können wir

v = (−uy, ux)T

wählen. Dann ist
∂v2

∂x
− ∂v1

∂y
= uxx + uyy = ∆u

und
v · dx = gradu · nds,

wenn n der nach außen zeigende Einheitsnormalenvektor von ∂M ist.
Damit ergibt sich der Satz von Gauß in der Ebene∫∫

M

∆udF =

∫
∂M

gradu · nds.

IX.4. Integration über Flächen im Raum

IX.4.1. Parameterdarstellungen. Neben der Darstellung von
Flächen als Graphen z = h(x, y) oder Niveauflächen F (x, y, z) = const
von Funktionen gibt es die Parameterdarstellung. Sie ist für die Inte-
gration von auf Flächen definierten Funktionen besonders vorteilhaft.
Ihr liegt die Vorstellung zugrunde, dass die Fläche durch Verformung
eines Stückes der Ebene entstanden ist (vgl. Abb. IX.4.1).

-
6

-
6
���

-x

�
�

�
�

�
��

�
�

�
�

�
��

�
�

�
�

�
��

�
�

�
�

�
��

�
�

�
�

�
��

Abbildung IX.4.1. Parameterdarstellung einer Fläche
mit Parameterlinien

Definition IX.4.1. Eine Parameterdarstellung eines regu-
lären Flächenstückes S im Raum ist gegeben durch eine nicht
leere, offene Menge G ⊂ R2, eine nicht leere, abgeschlossene Menge
D ⊂ G und die Einschränkung auf D einer stetig differenzierbaren
Abbildung

x : G→ R3

(u, v) 7→ x(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v))T

mit folgenden Eigenschaften:
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(1) x ist injektiv auf D, d.h. x(u, v) 6= x(u′, v′) für alle (u, v) 6=
(u′, v′) in D.

(2) xu(u, v)× xv(u, v) 6= 0 für alle (u, v) ∈ D.

Die Bedingung (2) besagt, dass die Jacobi-Matrix

Dx(u, v) = (xu(u, v),xv(u, v))

für alle (u, v) ∈ D den Rang 2 hat.
Variiert man nur einen der beiden Parameter u und v und hält

den anderen fest, erhält man Kurven auf S, die sog. Parameterlini-
en. Die entsprechenden partiellen Ableitungen von x sind die Tangen-
tenvektoren an die Parameterlinien. Bedingung (2) besagt, dass diese
Tangentenvektoren in jedem Punkt von S linear unabhängig sind. Sie
spannen daher eine Ebene auf, die sog. Tangentialebene. Der Vek-
tor xu × xv steht senkrecht auf der Tangentialebene. Der normierte
Vektor

n =
1

|xu × xv|
xu × xv

heißt daher der Normalenvektor zu S in dem entsprechenden Flä-
chenpunkt.

Aus der Identität

|a× b|2 = |a|2|b|2 − (a · b)2

(vgl. Abschnitt I.4.7 (S. 31)) folgt

|xu × xv|2 = EG− F 2

mit

E = xu · xu,
G = xv · xv,
F = xu · xv.

Die Größen E, F , G heißen die metrischen Fundamentalgrößen
von S. Insbesondere ist F genau dann gleich Null, wenn sich die Para-
meterlinien in einem rechten Winkel schneiden.

Der Rand ∂S des Flächenstückes S ist das Bild des Randes ∂D
von D unter x:

∂S = {x(u, v) : (u, v) ∈ ∂D}.

Die Oberfläche der in den technischen Anwendungen auftretenden Kör-
per kann in der Regel nicht durch ein einziges reguläres Flächenstück
dargestellt werden. Man denke etwa an einen Würfel oder eine Kon-
servendose. Vielmehr ist die Oberfläche die Vereinigung von endlich
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vielen regulären Flächenstücken, von denen je zwei an einem oder meh-
reren Randstücken zusammenstoßen, aber sonst keinen Punkt gemein-
sam haben. Wir nennen eine solche Fläche S eine stückweise re-
guläre Fläche. Ihr Rand besteht aus allen Randstücken, die nur
zu einem Flächenstück gehören. Die Fläche heißt geschlossen, wenn
dieser Rand leer ist.

Beispiel IX.4.2 (Ebenen). Für a,b ∈ R3 mit a× b 6= 0 ist

x(u, v) = x0 + ua + vb

eine Parameterdarstellung der Ebene durch den Punkt x0, die von a
und b aufgespannt wird. Es ist

xu = a, xv = b,

E = |a|2, G = |b|2, F = a · b.

Beispiel IX.4.3 (Graphen). Für den Graphen z = h(x, y) mit
h : D → R erhält man die Parameterdarstellung

x(u, v) =

 u
v

h(u, v)

 .

Die Parameterlinien sind die Schnitte mit den Ebenen x = const bzw.
y = const. Es ist

xu =

 1
0
hx

 , xv =

 0
1
hy

 , xu × xv =

−hx−hy
1

 ,

E = 1 + h2
x, G = 1 + h2

y, F = hxhy.

Beispiel IX.4.4 (Drehflächen). Aus einem regulären Kurven-
stück

t 7→

x(t)0
z(t)

 , t0 ≤ t ≤ t1,

mit x(t) > 0 für alle t entsteht durch Drehung um die z-Achse um den
Winkel ϕ0, 0 < ϕ0 < 2π, ein reguläres Flächenstück. Eine Parameter-
darstellung ist

x(t, ϕ) =

x(t) cosϕ
x(t) sinϕ
z(t)

 .

Die Parameterlinien t = const sind die Breitenkreise, die ϕ = const die
Meridiane. Es ist

xt =

ẋ(t) cosϕ
ẋ(t) sinϕ
ż(t)

 ,
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xϕ =

−x(t) sinϕ
x(t) cosϕ

0

 ,

xt × xϕ =

−x(t)ż(t) cosϕ
−x(t)ż(t) sinϕ

x(t)ẋ(t)


E = ẋ(t)2 + ż(t)2,

G = x(t)2,

F = 0.

Da stets F = 0 ist, bilden die Parameterlinien ein orthogonales Netz.
Da bei einer vollen Drehung, die Meriadiane ϕ = 0 und ϕ = 2π auf-
einanderfallen, ist die gesamte Drehfläche nur stückweise regulär; man
nehme z.B, die beiden zu 0 ≤ ϕ ≤ π und π ≤ ϕ ≤ 2π gehörenden
Flächenstücke.

Beispiel IX.4.5 (Sphäre). Eine Parameterdarstellung der Sphäre
(Kugeloberfläche) mit Mittelpunkt im Ursprung und Radius r ist

x(ϕ, θ) =

r cosϕ cos θ
r sinϕ cos θ
r sin θ

 , 0 ≤ ϕ ≤ 2π, −π
2
≤ θ ≤ π

2
.

Es ist

xϕ =

−r sinϕ cos θ
r cosϕ cos θ

0

 ,

xθ =

−r cosϕ sin θ
−r sinϕ sin θ

r cos θ

 ,

xϕ × xθ =

r2 cosϕ cos2 θ
r2 sinϕ cos2 θ
r2 sin θ cos θ

 ,

E = r2 cos2 θ,

G = r2,

F = 0.

In den Polen θ = ±π
2

ist xϕ × xθ = 0; längs des Halbkreises ϕ = 0
ist die Darstellung nicht eindeutig. Die Ausnahmemengen spielen aber
als Nullmengen für die Integration in den folgenden Abschnitten keine
Rolle.
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Beispiel IX.4.6 (Torus). Ein Torus entsteht durch Drehung um
die z-Achse eines Kreises in der (x, z)-Ebene mit Radius r und Mittel-
punkt (R, 0) mit 0 < r < R. Eine Parameterdarstellung ist

x(ψ, ϕ) =

(R + r sinψ) cosϕ
(R + r sinψ) sinϕ

r cosψ

 , 0 ≤ ψ, ϕ ≤ 2π.

Es ist

xψ =

r cosψ cosϕ
r cosψ sinϕ
−r sinψ

 ,

xϕ =

−(R + r sinψ) sinϕ
(R + r sinψ) cosϕ

0

 ,

xψ × xϕ =

(R + r sinψ)r sinψ cosϕ
(R + r sinψ)r sinψ sinϕ
r(R + r sinψ) cosψ


E = r2,

G = (R + r sinψ)2,

F = 0.

Beispiel IX.4.7 (Wendelfläche). Eine Parameterdarstellung ei-
ner Wendelfläche ist

x(r, ϕ) =

r cosϕ
r sinϕ
aϕ

 , r0 ≤ r ≤ r1 , ϕ0 ≤ ϕ ≤ ϕ1

mit a > 0. Es ist

xr =

cosϕ
sinϕ

0

 , xϕ =

−r sinϕ
r cosϕ
a

 , xr × xϕ =

 a sinϕ
−a cosϕ

r


E = 1, G = r2 + a2, F = 0.

IX.4.2. Der Flächeninhalt. Wir wollen den Flächeninhalt eines
regulären Flächenstückes S mit der Parameterdarstellung x : D → R3

berechnen. Dazu unterteilen wir die (u, v)-Ebene durch Gitterlinien
u = n2−k, v = n2−k mit n ∈ Z, k ∈ N in Quadrate der Kantenlänge
2−k (vgl. Abb. IX.4.1 (S. 351)). Betrachte ein Quadrat Q, das ganz in D
liegt. Der Mittelpunkt von Q habe die Koordinaten (u0, v0). Das Stück
x(Q) von S, das Q entspricht, wird approximiert durch den Ausschnitt

x(u0, v0) + sxu(u0, v0) + txv(u0, v0) ,−2−k−1 ≤ s, t ≤ 2−k−1,

der Tangentialebene. Der Flächeninhalt dieses Ebenenstückes ist gemäß
Abschnitt I.4.7 (S. 31) gegeben durch |xu(u0, v0)×xv(u0, v0)|2−2k, wobei
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2−2k der Flächeninhalt von Q ist. Summieren wir über alle Quadrate,
die in D liegen, erhalten wir eine Näherung für den Flächeninhalt von
S. Wenn die Gitterweite gegen Null strebt, d.h. k → ∞, konvergieren
diese Näherungswerte gegen den Flächeninhalt von S. Damit erhalten
wir:

Der Flächeninhalt eines regulären Flächenstückes x :
D → R3 ist

O(S) =

∫∫
D

|xu × xv|dudv.

Mit den metrischen Fundamentalgrößen ergibt sich

O(S) =

∫∫
D

√
EG− F 2 dudv.

Beispiel IX.4.8. Für die Sphäre aus Beispiel IX.4.5 (S. 354) erhal-
ten wir

O(S) =

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

√
r2 cos2(θ) · r2 − 0 dθdϕ

=

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

r2 cos θdθdϕ

= 2πr2

∫ π
2

−π
2

cos θdθ

= 4πr2.

Beispiel IX.4.9. Für den Torus aus Beispiel IX.4.6 (S. 354) ergibt
sich

O(S) =

∫ 2π

0

∫ 2π

0

√
r2(R + r sinψ)2 − 0 dψdϕ

=

∫ 2π

0

∫ 2π

0

r(R + r sinψ)dψdϕ

= 2πr

∫ 2π

0

(R + r sinψ)dψ

= 2πr · 2πR
= 4π2rR.

IX.4.3. Das Oberflächenintegral einer skalaren Funktion.
Wir betrachten ein reguläres Flächenstück S mit der Parameterdarstel-
lung x : D → R3 und eine stetige Funktion f : S → R auf S. Wir fassen
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diese Funktion als eine Belegung auf S auf und wollen ihr dementspre-
chend ein Integral zuordnen. Dazu können wir wie im vorigen Abschnitt
vorgehen. Wir müssen nur den Flächeninhalt des Flächenstückes über
dem dortigen Quadrat Qmit dem Wert f(x(u0, v0)) gewichten. Die ent-
sprechende Summation und der Grenzübergang k →∞ liefern dann:

Das Oberflächenintegral der Funktion f über dem
Flächenstück S mit der Parameterdarstellung x : D → R3

ist gegeben durch∫∫
S

fdO =

∫∫
D

f(x(u, v))|xu(u, v)× xv(u, v)|dudv.

Beispiel IX.4.10. Wir wollen das axiale Drehmoment bzgl. der
z-Achse einer Kugelschale mit Radius r, homogener Dichte und Ge-
samtmasse m berechnen. Dieses ist gegeben durch

I =
1

O(S)

∫∫
S

m(x2 + y2)dO,

wobei O(S) die Kugeloberfläche ist. Mit Beispiel IX.4.5 (S. 354) und
IX.4.8 (S. 356) ergibt sich

I =
m

4πr2

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

(r2 cos2 ϕ cos2 θ + r2 sin2 ϕ cos2 θ)︸ ︷︷ ︸
=x2+y2

· r2 cos θ︸ ︷︷ ︸
=|xϕ×xθ|

dθdϕ

=
m

4πr2

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

r4 cos3 θdθdϕ

=
m

4πr2
2πr4

∫ π
2

−π
2

cos3 θdθ

=
m

4πr2
2πr4 4

3

=
2

3
mr2.

Beispiel IX.4.11. Wir wollen den Schwerpunkt (xS, yS, zS) des
Teils der Fläche

z =
2

3
(x3/2 + y3/2)

berechnen, der von den Ebenen x = 0, y = 0 und x + y = 1 ausge-
schnitten wird.
Die Parameterdarstellung wird gegeben durch Beispiel IX.4.3 (S. 353)
mit

D = {(u, v) : u ≥ 0, v ≥ 0, u+ v ≤ 1}
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(Dreieck) und

h(u, v) =
2

3
(u3/2 + v3/2).

Mit Beispiel IX.4.3 ergibt sich
√
EG− F 2 =

√
(1 + u)(1 + v)− uv =

√
1 + u+ v.

Also ist der Flächeninhalt von S

O(S) =

∫ 1

0

{∫ 1−u

0

√
1 + u+ v dv

}
du

=

∫ 1

0

{
2

3
(1 + u+ v)

3
2

∣∣∣v=1−u

v=0

}
du

=

∫ 1

0

2

3

{√
8− (1 + u)

3
2

}
du

=
2

3

{√
8− 2

5
(1 + u)

5
2

∣∣∣u=1

u=0

}
=

4

15
(
√

2 + 1).

Für die x-Koordinate des Schwerpunktes ergibt sich damit

xS =
1

O(S)

∫∫
S

xdO

=
15

4(
√

2 + 1)

∫ 1

0

{∫ 1−u

0

u
√

1 + u+ v dv

}
du

=
15

4(
√

2 + 1)

∫ 1

0

2

3
u
{√

8− (1 + u)
3
2

}
du

=
5

2(
√

2 + 1)

{√
8

∫ 1

0

udu︸ ︷︷ ︸
= 1

2

−
∫ 1

0

u(1 + u)
3
2du︸ ︷︷ ︸

= 2
5
[u(1+u)

5
2− 2

7
(1+u)

7
2 ]

∣∣u=1

u=0

}

=
1

14
(26− 15

√
2).

Aus Symmetriegründen ist yS = xS.
Für die z-Koordinate erhalten wir

zS =
1

O(S)

∫∫
S

zdO

=
1

O(S)

{∫∫
S

2

3
x

3
2dO +

∫∫
S

2

3
y

3
2dO

}
=

1

O(S)

{∫∫
D

2

3
u

3
2

√
1 + u+ v dudv
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+

∫∫
D

2

3
v

3
2

√
1 + u+ v dudv

}
.

Da D invariant ist unter der Vertauschung von u und v, stimmen die
beiden Integrale in der letzten Zeile überein. Damit ergibt sich

zS =
4

3

1

O(S)

∫∫
D

u
3
2

√
1 + u+ v dudv

=
4

3

15

4(
√

2 + 1)

∫ 1

0

{∫ 1−u

0

u
3
2

√
1 + u+ v dv

}
du

=
5√

2 + 1

∫ 1

0

2

3
u

3
2

[√
8− (1 + u)

3
2

]
du

=
5√

2 + 1

2

3

{∫ 1

0

√
8u

3
2du︸ ︷︷ ︸

= 2
5

√
8

−
∫ 1

0

{u(1 + u)}
3
2du

}
.

Für das zweite Integral erhalten wir∫ 1

0

{u(1 + u)}
3
2du

=

∫ 1

0

{
1

4

[
(2u+ 1)2 − 1

]} 3
2

du |t = 2u+ 1

=

∫ 3

1

1

8
(t2 − 1)

3
2
1

2
dt

=
1

16

∫ 3

1

(t2 − 1)
3
2dt

=
1

64

[
t(t2 − 1)

3
2 − 3

2
t(t2 − 1)

1
2 +

3

2
ln(t+

√
t2 − 1)

]∣∣∣∣∣
t=3

t=1

=
1

64

[
3 · 8

3
2 − 9

2
· 8

1
2 +

3

2
ln( 3 +

√
8︸ ︷︷ ︸

=(1+
√

2)2

)
]

=
3

64
[16
√

2−
√

2 + ln(1 +
√

2)].

Damit ergibt sich insgesamt

zS =
5√

2 + 1
· 2
3
·
{

4

5

√
2− 3

64
[15
√

2 + ln(1 +
√

2)]

}
=

31
√

2− 15 ln(1 +
√

2)

96(1 +
√

2)
.
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IX.4.4. Transformationsformel für Gebietsintegrale. Die
Parameterdarstellung eines regulären Flächenstückes in der Ebene z =
0 hat die Form

x(u, v) =

x(u, v)y(u, v)
0

 .

Die Bedingung |xu × xv| 6= 0 ist dann äquivalent zu

|xuyv − xvyu| =
∣∣∣∣det

(
xu yu
xv yv

)∣∣∣∣ 6= 0.

Da wir die Ebene z = 0 mit dem R2 identifizieren können (d.h. wir
ignorieren die z-Koordinate), nennen wir eine solche Abbildung eine
Koordinatentransformation des ebenen Bereiches D : (u, v) 7→
(x(u, v), y(u, v)). Aus dem vorigen Abschnitt folgt dann:

Transformationsformel: Wird die Menge D ⊂ R2 un-
ter der injektiven Abbildung (u, v) 7→ (x(u, v), y(u, v)) in
die Menge S ⊂ R2 abgebildet und gilt |xuyv−xvyu| 6= 0 für
alle (u, v) ∈ D, so ist für jede stetige Funktion f auf S∫∫

S

f(x, y)dxdy

=

∫∫
D

f(x(u, v), y(u, v))

|xu(u, v)yv(u, v)− xv(u, v)yu(u, v)|dudv.

Beispiel IX.4.12 (Affine Koordinaten). Für

x = x0 + au+ bv,

y = y0 + cu+ dv

mit ad− bc 6= 0 erhalten wir∫∫
S

f(x, y)dxdy

=

∫∫
D

f(x0 + au+ bv, y0 + cu+ dv)|ad− bc|dudv.

So wird z.B. durch die Transformation x = au, y = bv mit a > 0, b > 0
die Ellipse

E = {(x, y) :
x2

a2
+
y2

b2
≤ 1}

auf den Kreis

K = {(u, v) : u2 + v2 ≤ 1}
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abgebildet. Daher gilt für die Fläche der Ellipse

F (E) =

∫∫
E

dxdy

=

∫∫
K

abdudv

= abF (K)

= πab.

Beispiel IX.4.13 (Polarkoordinaten). Für

x = r cosϕ,

y = r sinϕ

erhalten wir∫∫
S

f(x, y)dxdy =

∫∫
D

f(r cosϕ, r sinϕ)rdrdϕ.

Für das Trägheitsmoment bzgl. der y-Achse der Kreisscheibe

K = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1}

erhalten wir so z.B. bei konstanter Dichte ρ mit

D = {(r, ϕ) : 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ 2π}

den Wert

M = ρ

∫∫
K

x2dxdy

= ρ

∫∫
D

r2 cos2 ϕrdrdϕ

= ρ

∫ 1

0

{∫ 2π

0

r3 cos2 ϕdϕ

}
dr

= πρ

∫ 1

0

r3dr

=
1

4
πρ.

Beispiel IX.4.14 (Elliptische Koordinaten). Sie haben die
Form

x = a coshu cos v,

y = a sinhu sin v

mit a > 0. Es ist

xuyv − xvyu = a2[sinh2 u cos2 v + cosh2 u sin2 v]

= a2[cosh2 u− cos2 v].
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IX.4.5. Der Fluss eines Vektorfeldes. Wir betrachten ein re-
guläres Flächenstück S mit der Parameterdarstellung x : D → R3 und
ein Vektorfeld v : S → R3 auf S. Wenn wir v als Geschwindigkeitsfeld
einer stationären Flüssigkeitsströmung interpretieren, stellt das Spat-
produkt

[v,xudu,xvdv] = [v,xu,xv]dudv

das Volumen der Flüssigkeitsmenge dar, die pro Zeiteinheit durch das
Oberflächenelement

dO = |xu × xv|dudv
strömt. Da gemäß Abschnitt I.4.8 (S. 32)

[v,xu,xv] = v · (xu × xv)

= v · n|xu × xv|

mit der Flächennormalen

n =
1

|xu × xv|
xu × xv

aus Abschnitt IX.4.1 ist, ist dieses Flüssigkeitsvolumen gleich v · ndO.

Daher beschreibt das Integral

∫∫
S

v · ndO das Flüssigkeitsvolumen,

das pro Zeiteinheit durch das gesamte Flächenstück strömt.
Diese Beobachtung motiviert folgende Definition:

Der Fluss des Vektorfeldes v durch das Flächenstück S mit
der Parameterdarstellung x : D → R3 ist gegeben durch∫∫

S

v · dO =

∫∫
S

v · ndO

=

∫∫
D

[v,xu,xv]dudv.

Beispiel IX.4.15. Wir wollen den Fluss des Vektorfeldes

v(x, y, z) =

 2z
x+ y

0


durch die Sphäre

S = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = r2}

(von innen nach außen!) berechnen. Die Parameterdarstellung ist ge-
mäß Beispiel IX.4.5 (S. 354)

x(ϕ, θ) =

r cosϕ cos θ
r sinϕ cos θ
r sin θ

 .
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Die Normale ist

n =

cosϕ cos θ
sinϕ cos θ

sin θ

 .

Sie zeigt in die richtige Richtung, nämlich nach außen. (Sonst müssten
wir das Vorzeichen umkehren!) Gemäß Beispiel IX.4.5 ist

|xu × xv| =
√
EG− F 2

= r2 cos θ.

Damit erhalten wir für den gesuchten Fluss

∫∫
S

v · ndO =

∫ 2π

0

{∫ π
2

−π
2

 2r sin θ
r cos θ(cosϕ+ sinϕ)

0


·

cosϕ cos θ
sinϕ cos θ

sin θ

 r2 cos θdθ

}
dϕ

=

∫ 2π

0

{∫ π
2

−π
2

2r3 sinθ cos2 θ︸ ︷︷ ︸R
...dθ=0

cosϕ

+ r3 cos3 θ︸ ︷︷ ︸R
...dθ= 4

3

sinϕ(cosϕ+ sinϕ)dθ

}
dϕ

=
4

3
r3

∫ 2π

0

sinϕ cosϕ︸ ︷︷ ︸R
...dϕ=0

+ sin2 ϕ︸ ︷︷ ︸R
...dϕ=π

dϕ

=
4

3
πr3.

IX.4.6. Der Satz von Stokes. Der Satz von Green besitzt eine
Verallgemeinerung für räumliche zweiseitige Flächen, bei denen
man eindeutig von einer unteren und oberen (bzw. inneren und äuße-
ren) Seite reden kann.

Jedes reguläre Flächenstück S ist zweiseitig. Wählt man das Vor-
zeichen von

n = ± 1

|xu × xv|
xu × xv

einheitlich für alle Punkte von S, so wird die Oberseite von S durch
die Vorschrift bestimmt:

”
n weist im Flächenpunkt aufgetragen aus der Oberseite

heraus.“
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Eine stückweise reguläre Fläche ist dann zweiseitig oder orien-
tierbar, wenn sich die einzelnen Flächenstücke so wählen lassen, dass
sich der Umlaufsinn über gemeinsame Kanten stetig fortsetzen lässt.

Die Sphäre und der Zylinder sind Beispiele für solche orientierbaren
Flächen. Das Möbiusband ist ein Beispiel für eine Fläche, die nicht
orientierbar ist.

Satz von Stokes: Sei S eine orientierbare, stückweise re-
guläre Fläche mit überschneidungsfreier Randkurve ∂S, die
so durchlaufen wird, dass S links liegt und der Umlaufsinn
zusammen mit der Normalen von S eine Rechtsschraubung
ergibt. Weiter sei U ⊂ R3 eine offene Menge, die S enthält,
und v : U → R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld.
Dann ist ∮

∂S

v · dx =

∫∫
S

(rotv) · ndO.

Aus dem Satz von Stokes folgt, dass für je zwei gleich orientierte
Flächen S1, S2 mit gleicher Randkurve gilt∫∫

S1

(rotv) · ndO =

∫∫
S2

(rotv) · ndO.

Außerdem ergibt sich folgende Interpretation der Rotation:

(rotv(x)) ·n gibt im Punkt x die Zirkulation des Vektor-
feldes v pro Flächeneinheit an, für jedes zu n senkrechte
reguläre Flächenstück durch x.

Beispiel IX.4.16. S entstehe durch den Schnitt des Zylinders

Z = {(x, y, z) : x2 + y2 = 1}

mit der Ebene

E = {(x, y, z) : x+ y + z = 1};

die Normale weise in den ersten Oktanten. Wir wollen∮
∂S

v · dx

für das Vektorfeld

v(x, y, z) =

−y3

x3

−z3


berechnen.
Für den direkten Weg benötigen wir eine Parametrisierung von ∂S.
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Diese lautet

x(t) =

 cos t
sin t

1− cos t− sin t

 , 0 ≤ t ≤ 2π.

Damit ergibt sich∮
∂S

v · dx =

∫ 2π

0

 − sin3 t
cos3 t

−(1− cos t− sin t)3

 ·
 − sin t

cos t
sin t− cos t

 dt

=

∫ 2π

0

sin4 t+ cos4 t+ (cos t− sin t)(1− cos t− sin t)3dt.

Die Berechnung dieses Integrals ist nicht schwierig, aber mühselig.
Mit dem Satz von Stokes folgt∮

∂S

v · dx =

∫∫
S

(rotv) · ndO.

Für die Rotation erhalten wir

rotv =

 0
0

3x2 + 3y2

 .

Eine Parameterdarstellung von S ist

x(u, v) =

 u
v

1− u− v


mit (u, v) ∈ K und der Einheitskreisscheibe K. Es ist

xu =

 1
0
−1

 ,

xv =

 0
1
−1

 ,

xu × xv =

1
1
1

 .

Die Normale weist also in die richtige Richtung. Damit ergibt sich∮
∂S

v · dx =

∫∫
S

(rotv) · ndO

=

∫∫
K

 0
0

3u2 + 3v2

 ·
1

1
1

 dudv
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=

∫∫
K

3(u2 + v2)dudv
∣∣∣u = r cosϕ , v = r sinϕ

=

∫ 1

0

{∫ 2π

0

3r2rdϕ

}
dr

= 2π
3

4

=
3

2
π.

IX.5. Integration über dreidimensionale Bereiche

IX.5.1. Das Volumen. Wir wollen einer beschränkten Menge M
⊂ R3 ein Volumen zuordnen. Falls M ein Quader ist, soll dies das
Produkt der Kantenlängen sein. Dazu gehen wir analog zu den ebenen
Bereichen in Abschnitt IX.3.1 (S. 341) vor und unterteilen den Raum
durch Koordinatenebenen parallel zu den Ebenen x = n2−k, y = n2−k,
z = n2−k mit n ∈ Z, k ∈ N in Würfel mit der Kantenlänge 2−k und
dem Volumen 2−3k. Dann bezeichne sk(M) und Sk(M) die Summe der
Volumina aller Würfel, die ganz in M enthalten sind, und diejenige
aller Würfel, die mindestens einen Punkt mit M gemeinsam haben.
Offensichtlich gilt

sk(M) ≤ Sk(M),

sk(M) ≤ sk+1(M),

Sk+1(M) ≤ Sk(M)

für alle k ∈ N. Daher besitzen die beiden Folgen (sk(M))k∈N und
(Sk(M))k∈N jeweils einen Grenzwert Vi(M) bzw. Va(M). Falls beide
übereinstimmen, nennen wir M Riemann-messbar und den gemein-
samen Grenzwert das Volumen V (M) von M :

V (M) = lim
k→∞

sk(M) = lim
k→∞

Sk(M).

Besteht eine Menge N nur aus endlich vielen Punkten, regulären Kur-
venstücken und regulären Flächenstücken, so ist V (N) = 0. Man nennt
N daher eine Nullmenge.
Ist M messbar und N eine Nullmenge, so sind M ∪N und M\N auch
messbar und es gilt

V (M ∪N) = V (M) , V (M\N) = V (M).

Für unsere Zwecke können wir uns auf sog. reguläre Bereiche M
beschränken, die folgende Eigenschaften haben:

• M ist abgeschlossen und beschränkt.
• Der Rand ∂M von M besteht aus endlich vielen regulären

Flächenstücken.
• Das Innere M\∂M von M ist eine nicht leere, offene Menge.
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Man kann zeigen:

Jeder im obigen Sinne reguläre Bereich M ist Riemann-
messbar mit positivem Volumen V (M) > 0.

IX.5.2. Das Dreifachintegral. Sei M ein regulärer Bereich in
R3 und f : M → R eine stetige Funktion. Wie im vorigen Abschnitt
unterteilen wir den Raum in Würfel der Kantenlänge 2−k. Diejenigen
Würfel, die ganz in M liegen, nummerieren wir von 1 bis nk. Für den
i-ten Würfel bezeichnet xi den Mittelpunkt. Mit diesen Bezeichnungen
können wir die Riemann-Summe

Zk =

nk∑
i=1

f(xi)2
−3k

betrachten. Man kann zeigen, dass die Folge (Zk)k∈N konvergiert. Den
Grenzwert nennen wir das Dreifach- oder Volumenintegral von
f über M und bezeichnen es mit∫∫∫

M

fdV oder

∫∫∫
M

fdxdydz.

Für das Dreifachintegral gelten die gleichen Rechenregeln wie für Dop-
pelintegrale und Integrale in R.

IX.5.3. Praktische Berechnung des Dreifachintegrales. Für
die praktische Rechnung wichtige Mengen M ⊂ R3 lassen sich häufig
als

”
Zylinder“ über einem ebenen Grundbereich D in einer der Koor-

dinatenebenen darstellen. Liegt z.B. D in der (x, y)-Ebene, bedeutet
dies, dass es zwei stetige Funktionen g und h auf D gibt, sodass M die
Form hat

M = {(x, y, z) : (x, y) ∈ D, g(x, y) ≤ z ≤ h(x, y)}.
Ist f eine stetige Funktion auf M , gilt dann für das Dreifachintegral
von f über M

∫∫∫
M

fdV =

∫∫
D

{∫ h(x,y)

g(x,y)

f(x, y, z)dz

}
dxdy.

Damit ist die Berechnung des Dreifachintegrals auf diejenige eines Inte-
grals in R und eines Doppelintegrals zurückgeführt. Ähnliche Formeln
gelten, wenn D in der (x, z)- oder (y, z)-Ebene liegt.

Beispiel IX.5.1. Wir wollen das Volumen der MengeM berechnen,
die von dem Ellipsoid

E =

{
(x, y, z) :

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1

}
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und dem Kegel

K =

{
(x, y, z) :

x2

a2
+
y2

b2
=
z2

c2

}

berandet wird und in dem Bereich z ≥ 0 liegt. Da sich Ellipsoid und
Kegel in der Ellipse

x2

a2
+
y2

b2
=

1

2
schneiden, lässt sich M darstellen als

M =

{
(x, y, z) : (x, y) ∈ D,

√
x2

a2
+
y2

b2
≤ z

c
≤
√

1− x2

a2
− y2

b2

}
mit

D =

{
(x, y) :

x2

a2
+
y2

b2
≤ 1

2

}
.

Damit erhalten wir für das Volumen von M

V (M) =

∫∫
D

{∫ c
q

1−x2

a2−
y2

b2

c
q

x2

a2 + y2

b2

dz
}
dxdy

= c

∫∫
D

{√
1− x2

a2
− y2

b2
−
√
x2

a2
+
y2

b2

}
dxdy.

Zur Berechnung des Doppelintegrals führen wir die Koordinatentrans-
formation

x = ar cosϕ

y = br sinϕ

mit 0 ≤ r ≤ 1√
2

und 0 ≤ ϕ ≤ 2π aus. Die Determinante der Jacobi-

Matrix ist

det

(
∂x
∂r

∂x
∂ϕ

∂y
∂r

∂y
∂ϕ

)
= det

(
a cosϕ −ar sinϕ
b sinϕ br cosϕ

)
= abr.

Damit erhalten wir

V (M) = c

∫∫
D

{√
1− x2

a2
− y2

b2
−
√
x2

a2
+
y2

b2

}
dxdy

= c

∫ 1√
2

0

{∫ 2π

0

[
√

1− r2 − r]abrdϕ
}
dr

= 2πabc

∫ 1√
2

0

r
√

1− r2 − r2dr
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= 2πabc[−1

3
(1− r2)

3
2 − 1

3
r3]
∣∣∣r= 1√

2

r=0

=
2

3
πabc[1− (

1

2
)

3
2 − (

1

2
)

3
2 ]

=
1

3
πabc(2−

√
2).

IX.5.4. Die Transformationsformel für Volumenintegrale.
Wir betrachten zwei reguläre Bereiche U und M in R3. Unter einer
Koordinatentransformation von U auf M verstehen wir eine ste-
tig differenzierbare Abbildung x : U 3 (u, v, w)T 7→ x(u, v, w) ∈M mit
den Eigenschaften:

• x ist injektiv.
• Die Vektoren xu(u, v, w), xv(u, v, w), xw(u, v, w) sind für alle

(u, v, w)T ∈ U linear unabhängig.

Ein Quader u0 ≤ u ≤ u0 + ∆u, v0 ≤ v ≤ v0 + ∆v, w0 ≤ w ≤
w0 +∆w in U wird durch x in erster Approximation abgebildet auf ein
Spat ausgehend vom Punkt x(u0, v0, w0) aufgespannt von den Vektoren
xu(u0, v0, w0)∆u, xv(u0, v0, w0)∆v und xw(u0, v0, w0)∆w. Das Volumen
dieses Spates ist gemäß Abschnitt I.4.8 (S. 32)

∆V = |[xu,xv,xw]|∆u∆v∆w
= | det(xu,xv,xw)|∆u∆v∆w.

Die Determinante

det(xu,xv,xw) = det

xu xv xw
yu yv yw
zu zv zw


heißt Jacobi-Determinante oder Funktionaldeterminante der
Transformation. Setzt man obige Formel für ∆V in die entsprechenden
Riemannschen Summen ein, erhält man:

Transformationsformel für Volumenintegrale:
Entsteht der reguläre Bereich M ⊂ R3 durch die Koor-
dinatentransformation x : (u, v, w)T 7→ x(u, v, w) aus dem
regulären Bereich U , so gilt für jede stetige Funktion f :
M → R auf M die Transformationsformel∫∫∫

M

f(x, y, z)dxdydz

=

∫∫∫
U

f(x(u, v, w))| det(xu,xv,xw)|dudvdw.
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Beispiel IX.5.2 (Affine Koordinaten). Für die Transformati-
on x = Au + x0 mit A ∈ R3×3 und detA 6= 0 erhalten wir∫∫∫

M

f(x)dxdydz =

∫∫∫
U

f(Au + x0)| detA|dudvdw.

Das Ellipsoid

M =

{
(x, y, z) :

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
≤ r2

}
mit a > 0, b > 0, c > 0 ist das Bild der Kugel

K =
{
(u, v, w) : u2 + v2 + w2 ≤ r2

}
unter der Transformation

x : (u, v, w)T 7→ (au, bv, cw)T .

Dies entspricht

x0 = 0,

A =

a 0 0
0 b 0
0 0 c

 .

Wegen

detA = abc

ergibt sich

V (M) =

∫∫∫
M

dxdydz

=

∫∫∫
K

abc dudvdw

=
4

3
πr3abc.

Beispiel IX.5.3 (Zylinderkoordinaten). Dies ist die Transfor-
mation

x = r cosϕ,

y = r sinϕ,

z = z.

Die Funktionaldeterminante ist

det

cosϕ −r sinϕ 0
sinϕ r cosϕ 0

0 0 1

 = r.
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Also ist ∫∫∫
M

fdxdydz =

∫∫∫
U

f(r cosϕ, r sinϕ, z)r drdϕdz.

Der Zylinder

M = {(x, y, z) : x2 + y2 ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 2}
habe z.B. die Massenverteilung

f(x, y, z) = z2(x2 + y2).

Dann ist die Gesamtmasse

M =

∫∫∫
M

fdxdydz

=

∫ 1

0

{∫ 2π

0

{∫ 2

0

z2r2rdz

}
dϕ

}
dr

=
8

3
2π

∫ 1

0

r3dr

=
4

3
π.

Beispiel IX.5.4 (Kugelkoordinaten). Dies ist die Transforma-
tion

x = r cosϕ cos θ,

y = r sinϕ cos θ,

z = r sin θ.

Die Funktionaldeterminante ist

det

cosϕ cos θ −r sinϕ cos θ −r cosϕ sin θ
sinϕ cos θ r cosϕ cos θ −r sinϕ sin θ

sin θ 0 r cos θ

 = r2 cos θ.

Also ist ∫∫∫
M

fdxdydz

=

∫∫∫
U

f(r cosϕ cos θ, r sinϕ cos θ, r sin θ)r2 cos θ drdϕdθ.

Für die Massenverteilung

f(x, y, z) = z2(x2 + y2)

in der Einheitskugel ergibt sich so z.B. die Gesamtmasse

M =

∫∫∫
M

f dxdydz

=

∫ 1

0

{∫ 2π

0

{∫ π
2

−π
2

r2 sin2 θ︸ ︷︷ ︸
=z2

r2 cos2 θ︸ ︷︷ ︸
=x2+y2

r2 cos θdθ
}
dϕ
}
dr
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= 2π

∫ 1

0

r6dr︸ ︷︷ ︸
= 1

7

∫ π
2

−π
2

sin2 θ cos3 θdθ︸ ︷︷ ︸
= 4

15

=
8

105
π.

IX.5.5. Der Satz von Gauß. Wir betrachten einen regulären
Bereich M ⊂ R3, dessen Rand ∂M aus endlich vielen regulären Flä-
chenstücken besteht, eine offene Menge O, die M enthält, und ein auf
O stetig differenzierbares Vektorfeld v : O → R3. In jedem Punkt von
∂M bezeichne n den nach außen weisenden Einheitsnormalenvektor.
Dann gilt:

Gaußscher Integralsatz:∫∫∫
M

div vdV =

∫∫
∂M

v · ndO.

Beispiel IX.5.5. Der Fluss des Vektorfeldes

v(x) =

 2z
x+ y

0


durch die Oberfläche der Kugel

K = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ 1}

beträgt ∫∫
∂K

v · ndO =

∫∫∫
K

div vdV

=

∫∫∫
K

1dV

=
4

3
π.

Beispiel IX.5.6. Der Fluss des Vektorfeldes

v(x) =

xy2

x2y
y


durch die Oberfläche des Zylinders

M = {(x, y, z) : x2 + y2 ≤ 1, |z| ≤ 1}

beträgt∫∫
∂M

v · ndO =

∫∫∫
M

div vdV
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=

∫∫∫
M

x2 + y2dxdydz (Zylinderkoordinaten)

=

∫ 1

0

{∫ 2π

0

{∫ 1

−1

r2rdz

}
dϕ

}
dr

= 4π

∫ 1

0

r3dr

= π.

Beispiel IX.5.7 (Kontinuitätsgleichung der Strömungs-
mechanik). Sei v das Geschwindigkeitsfeld einer strömenden Flüssig-
keit mit der räumlich und zeitlich variablen Dichte ρ. Wir betrachten
einen beliebigen räumlichen Bereich M im Strömungsgebiet. Durch die
Oberfläche von M tritt pro Zeiteinheit die Masse∫∫

∂M

ρv · ndO

aus. Wegen der Massenerhaltung muss dies gleich der zeitlichen Ände-
rung der Masse sein. Dieses ist

− d

dt

∫∫∫
M

ρdV.

(Minuszeichen, da der Fluss aus M heraus betrachtet wird!) Damit
ergibt sich

0 =

∫∫
∂M

ρv · ndO︸ ︷︷ ︸
=

RRR
M div(ρv)dV

+
d

dt

∫∫∫
M

ρdV︸ ︷︷ ︸
=

RRR
M

∂ρ
∂t
dV

=

∫∫∫
M

{∂ρ
∂t

+ div(ρv)}dV.

Da diese Identität für jeden noch so kleinen Bereich M gilt, kann man
aus ihr punktweise die Kontinuitätsgleichung der Strömungsmechanik

∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0

folgern.

Setzen wir im Gaußschen Integralsatz für v den Gradienten einer
zweimal stetig differenzierbaren Funktion f ein, erhalten wir wegen

div(grad f) = ∆f = fxx + fyy + fzz

die Identität∫∫∫
M

∆fdV =

∫∫
∂M

grad f · ndO =

∫∫
∂M

∂f

∂n
dO.
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Ist f eine skalare Funktion und v ein Vektorfeld, ergibt sich aus der
Produktregel

div(fv) = f div v + (grad f) · v.
Setzen wir fv an Stelle von v im Gaußschen Integralsatz ein, erhalten
wir hieraus ein mehrdimensionales Analogon zur partiellen Integration:∫∫∫

M

f div vdV =

∫∫
∂M

fv · ndO −
∫∫∫

M

v · grad fdV.



KAPITEL X

Gewöhnliche Differentialgleichungen II
Systeme

X.1. Existenz- und Eindeutigkeitssätze

X.1.1. Grundbegriffe. Wir erweitern die Begriffe aus Abschnitt
VI.1.1 (S. 217) auf Systeme von gewöhnlichen Differentialgleichun-
gen, d.h. gDglen bei denen die Lösung eine vektorwertige Funktion
y : R → Rk ist. Dazu seien I ⊂ R ein Intervall, k und n positi-
ve natürliche Zahlen und f : I × Rnk → Rk eine gegebene Funktion.
Ein System gewoehnlicher Differentialgleichungen n-ter
Ordnung kurz gDgl n-ter Ordnung ist ein Ausdruck der Form

y(n) = f(x,y, . . . ,y(n−1)),

bei dem die gesuchte Lösung y ihre Werte im Rk hat. Offensichtlich
entsprechen die gDglen aus Kapitel VI dem Spezialfall k = 1.

Eine Funktion y : J → Rk heißt eine Lösung der gDgl, wenn das
Intervall J im Intervall I enthalten ist und wenn für alle x ∈ J gilt

y(n)(x) = f(x,y(x), . . . ,y(n−1)(x)).

Unter einem Anfangswertproblem kurz AWP verstehen wir
eine gDgl n-ter Ordnung wie oben angegeben zusammen mit n Bedin-
gungen der Form

y(x0) = y0
...

...
y(n−1)(x0) = yn−1

.

Dabei sind x0 ∈ I und y0, . . . ,yn−1 ∈ Rk ein gegebener Anfangspunkt
und gegebene Anfangswerte.

Eine Funktion y heißt eine Lösung des AWP, wenn es positive Zah-
len ε1 und ε2 gibt, so dass y auf (x0− ε1, x0 + ε2) n-mal differenzierbar
ist, dort die gDgl löst und die Anfangsbedingungen erfüllt.

Beispiel X.1.1. Wir betrachten eine Population bestehend aus ei-
ner Beute und einem Räuber. Die Größe der Beute- bzw. Räuberpo-
pulation zur Zeit t sei x(t) bzw. y(t). Die Beute habe eine konstante
Vermehrungsrate und eine Sterberate, die proportional zur Größe der
Räuberpopulation ist. Die Räuber haben eine konstante Sterberate und
eine Wachstumsrate, die proportional zur Größe der Beutepopulation

375
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ist. Dann genügen x, y der gDgl

ẋ = αx− βxy
ẏ = −γy + δxy

mit positiven Konstanten α, β, γ, δ. Zur Zeit t = 0 erfüllen sie die An-
fangsbedingung

x(0) = x0,

y(0) = y0.

X.1.2. Reduktion der Ordnung. Ein System gewöhnlicher Dif-
ferentialgleichungen der Ordnung n im Rk kann stets auf ein System
erster Ordnung im Rnk reduziert werden. Dazu definiert man für

y(n) = f(x,y, . . . ,y(n−1))

die vektorwertige Funktion z : I → Rnk durch

z =


y
y′

...
y(n−1)


und die Funktion F : I × Rnk → Rnk durch

F(x, z) =


z1
...

zn−1

f(x, z)

 .

Dabei bezeichnet zj die Komponenten jk+1, . . . , (j+1)k von z. Dann
ist y : J → Rk genau dann eine Lösung der gDgl

y(n) = f(x,y, . . . ,y(n−1)),

wenn z : J → Rnk eine Lösung der gDgl

z′ = F(x, z)

ist.
Wegen dieser Reduktion der Ordnung können wir uns bei den theo-

retischen Ergebnissen der folgenden Abschnitte auf gDglen erster Ord-
nung beschränken. Für die praktische Rechnung ist es aber nicht immer
empfehlenswert eine gDgl n-ter Ordnung auf ein entsprechendes Sys-
tem 1-ter Ordnung zu transformieren.

Beispiel X.1.2. Die Schwingungsgleichung

ẍ+ rẋ+ ω2x = f(t)

geht mit

y =

(
x
ẋ

)
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in das System erster Ordnung

ẏ =

(
y2

f(t)− ry2 − ω2y1

)
=

(
0 1
−ω2 −r

)
y +

(
0
f(t)

)
über.

X.1.3. Lipschitz-stetige Funktionen. Für den Existenz- und
Eindeutigkeitssatz des nächsten Abschnittes benötigen wir den Begriff
der Lipschitz-Stetigkeit. Dazu bezeichnen I ⊂ R ein offenes Intervall,
U ⊂ Rn eine offene Menge und f : I × U → Rn eine Funktion.

Definition X.1.3. (1) Die Funktion f : I×U → Rn heißt gleich-
mäßig Lipschitz-stetig (bzgl. U) auf I×U , wenn es eine Zahl L ≥ 0
gibt mit

‖f(x,y)− f(x, z)‖ ≤ L‖y − z‖ für alle x ∈ I,y, z ∈ U.

Dabei bezeichnet ‖·‖ irgendeine Norm auf Rn. Die kleinst mögliche
Zahl L ≥ 0, für die die obige Abschätzung gilt, heißt die Lipschitz-
Konstante von f .
(2) Die Funktion f : I × U → Rn heißt Lipschitz-stetig (bzgl. U)
auf I×U , wenn es zu jedem y0 ∈ U eine offene Menge V ⊂ U gibt mit
y0 ∈ V , so dass f auf I × V gleichmäßig Lipschitz-stetig ist.

Eine Lipschitz-stetige Funktion ist immer stetig. Die Umkehrung
gilt nicht, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel X.1.4. Die Funktion f : R→ R mit

f(y) =
√
|y|

ist stetig, aber nicht Lipschitz-stetig. Denn andernfalls, müsste es ein
ε > 0 und ein L ≥ 0 geben mit

|f(y)− f(0)| ≤ L|y − 0| für alle y ∈ R mit |y| ≤ ε.

Dies ist aber äquivalent dazu, dass der Differenzenquotient

|f(y)− f(0)|
|y − 0|

in einer Umgebung der Null beschränkt ist. Aber die Folge

|f( 1
n
)− f(0)|
| 1
n
− 0|

=

√
1
n

1
n

=
√
n

ist unbeschränkt.
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Die Beobachtung aus obigem Beispiel gilt allgemein: Eine Funktion
f : I → R ist Lipschitz-stetig, wenn der Differenzenquotient

|f(x)− f(y)|
|x− y|

für alle x, y ∈ I, x 6= y beschränkt ist. Dies ist sicher dann der Fall,
wenn f auf I differenzierbar ist. Allgemein gilt:

Ist f : I × U → Rn bzgl. der zweiten Variablen differenzier-
bar, so ist f Lipschitz-stetig.

X.1.4. Der Satz von Picard-Lindelöf. Wie Beispiel VI.1.6 (S.
220) zeigt, gibt es AWP mit mehreren Lösungen. Dies liegt an der feh-
lenden Lipschitz-Stetigkeit der dortigen Funktion f (vgl. BeispielX.1.4).

Satz von Picard-Lindelöf: Seien I ⊂ R ein offenes
Intervall, U ⊂ Rn eine offene Menge und f : I × U → Rn

Lipschitz-stetig. Dann gibt es zu jedem x0 ∈ I und jedem
y0 ∈ U ein ε > 0, so dass das AWP

y′ = f(x,y(x)) für alle x ∈ (x0 − ε, x0 + ε)

y(x0) = y0

eine eindeutige Lösung besitzt.

Beweisidee. Offensichtlich ist y : I → Rn genau dann ein Lösung
des AWP, wenn für alle x ∈ I gilt

y(x)− y0 = y(x)− y(x0)

=

∫ x

x0

y′(t)dt

=

∫ x

x0

f(t,y(t))dt.

Durch geeignete Wahl von ε > 0 und einer offenen Menge V ⊂ U mit
y0 ∈ V kann man erreichen, dass f auf [x0− ε, x0 + ε]× V gleichmäßig
Lipschitz-stetig ist mit Lipschitz-Konstante L und dass Lε ≤ 1

2
gilt.

Bezeichne mit X die Menge aller stetigen Funktionen auf [x0−ε, x0+ε]
mit Werten in V . X ist ein normierter Vektorraum mit der Norm

‖y‖X = max
|x−x0|≤ε

|y(x)|,

wobei |·| die Euklidische Norm auf Rn ist. Auf X definiert man eine
Abbildung Φ durch

Φ(y)(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t,y(t))dt.
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Dann ist y genau dann eine Lösung des AWP, wenn y ein Fixpunkt
von Φ ist, d.h.

Φ(y) = y.

Wegen der Lipschitz-Stetigkeit von f erhält man für je zwei Funktionen
y, z ∈ X die Abschätzung

‖Φ(y)− Φ(z)‖X = max
|x−x0l|≤ε

∣∣∣∣∫ x

x0

f(t,y(t))− f(t, z(t))dt

∣∣∣∣
≤ max

|x−x0|≤ε

∣∣∣∣∣∣∣
∫ x

x0

|f(t,y(t))− f(t, z(t)︸ ︷︷ ︸
≤L|y(t)−z(t)|

|dt

∣∣∣∣∣∣∣
≤ max

|x−x0|≤ε

∣∣∣∣∣∣∣
∫ x

x0

L |y(t)− z(t)︸ ︷︷ ︸
≤‖y−z‖X

|dt

∣∣∣∣∣∣∣
≤ L|x− x0|‖y − z‖X
≤ Lε‖y − z‖X

≤ 1

2
‖y − z‖X .

Dies besagt, dass Φ eine Kontraktion ist. Wir bezeichnen nun mit
z0 die Funktion, die konstant gleich y0 ist, und definieren die Folge
(zn)n∈N durch

zi+1 = Φ(zi) i = 0, 1, . . . .

Da Φ eine Kontraktion ist, kann man zeigen, dass die Folge (zn)n∈N
gegen ein y ∈ X konvergiert und dass diese Funktion der eindeutige
Fixpunkt von Φ und damit die eindeutige Lösung des AWP ist. �

Aus der Lipschitz-Stetigkeit folgt auch die stetige Abhängigkeit der
Lösung einer AWP von den Anfangswerten:

Stetige Abhängigkeit von den Anfangswerten:
Die Funktion f : I×U → Rn sei gleichmäßig Lipschitz-stetig
mit Lipschitz-Konstante L. Dann gilt für jedes x0 ⊂ I und
je zwei Lösungen y1,y2 der gDgl

y′ = f(x,y)

die Abschätzung

|y1(x)− y2(x)| ≤ |y1(x0)− y2(x0)|eL|x−x0|

für alle x ∈ I.
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X.2. Differentialgleichungen 1. Ordnung

X.2.1. Exakte Differentialgleichungen. Wir betrachten Diffe-
rentialgleichungen der Form

a(x, y) + b(x, y)y′ = 0.

Dabei sind a, b : G → R zwei stetige Funktionen auf einer offenen,
sternförmigen Menge G ⊂ R2. Diese gDgl heißt exakt, wenn das Vek-
torfeld

v : G→ R2 , (x, y) 7→ (a(x, y), b(x, y))T

ein Gradientenfeld ist, d.h. wenn es eine Stammfunktion U : G → R
gibt mit

a = Ux, b = Uy.

Da G sternförmig ist, ist gemäß Abschnitt IX.2.4 (S. 335) die gDgl
exakt, wenn gilt

ay = bx.

Falls die gDgl exakt und U eine Stammfunktion ist, ist die gDgl wegen
der Kettenregel äquivalent zu

0 =
d

dx
U(x, y(x)) = Ux + Uyy

′.

Also ist jede Lösung der gDgl eine Niveaulinie

{(x, y) : U(x, y) = c}
der Stammfunktion. Für eine gegebene Anfangsbedingung

y(x0) = y0

ist die Konstante c durch

U(x0, y0) = c

bestimmt. Falls Uy(x0, y0) 6= 0 ist, kann wegen des Satzes über implizite
Funktionen (vgl. Abschnitt VIII.3.5 (S. 301)) die Gleichung

U(x, y) = U(x0, y0)

in einer Umgebung von x0 nach y aufgelöst werden.
Insgesamt erhalten wir somit:

Lösung der gDgl

a(x, y) + b(x, y)y′ = 0.

(1) Teste auf Exaktheit, d.h. gilt

ay = bx?

(2) Falls die gDgl exakt ist, bestimme eine Stammfunk-
tion U , d.h. eine Funktion U mit

a = Ux, b = Uy.
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(3) Für c ∈ R löse die Gleichung

U(x, y) = c

nach y auf.
(4) Bei vorgegebenen Anfangsbedingungen y(x0) = y0

ist
c = U(x0, y0).

Beispiel X.2.1. Betrachte das AWP

2xy + (2y + x2)y′ = 0

y(0) = 1.

Es ist

a(x, y) = 2xy,

b(x, y) = 2y + x2

und

ay = 2x = bx.

Also ist die gDgl exakt. Zur Bestimmung einer Stammfunktion U gehen
wir wie in Abschnitt IX.2.5 (S. 338) vor. Unbestimmte Integration von
a liefert

U(x, y) = x2y + c(y).

Einsetzen in die Bedingung Uy = b ergibt

x2 + c′(y) = 2y + x2

=⇒ c′(y) = 2y

=⇒ c(y) = y2 + γ.

Also ist

U(x, y) = x2y + y2

eine Stammfunktion. Wegen U(0, 1) = 1 ist die Lösung des AWP gege-
ben durch die Gleichung

x2y(x) + y(x)2 = 1.

Die quadratische Gleichung (für y!)

y2 + x2y = 1

hat die Lösungen

y1,2 = −1

2
x2 ±

√
1

4
x4 + 1.

Also sind

y1,2(x) =
1

2
(−x2 ±

√
x4 + 4)
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Kandidaten für die Lösung des AWP. Wegen der Anfangsbedingung
y(0) = 1 kommt nur die Lösung

y(x) =
1

2
(
√
x4 + 4− x2)

in Frage.

X.2.2. Der integrierende Faktor. Wir betrachten wieder eine
gDgl der Form

a(x, y) + b(x, y)y′ = 0,

interessieren uns aber für den Fall, dass die gDgl nicht exakt ist, d.h.
ay 6= bx. Manchmal gibt es eine Funktion M : G→ R, so dass die gDgl

M(x, y)a(x, y) +M(x, y)b(x, y)y′ = 0

exakt ist. Falls M(x, y) 6= 0 ist für alle (x, y) ∈ G, hat diese exakte gDgl
die gleiche Lösungsmenge wie die ursprüngliche gDgl, und wir können
die Methoden des vorigen Abschnittes anwenden. Eine Funktion M der
beschriebenen Art heißt integrierender Faktor.

Aus der Bedingung, dass die neue gDgl exakt sein soll, ergibt sich
eine partielle Differentialgleichung für M :

(aM)y = (bM)x

⇐⇒ ayM + aMy = bxM + bMx

⇐⇒ bMx − aMy = (ay − bx)M.

Diese partielle Differentialgleichung für M ist im allgemeinen schwerer
zu lösen als die ursprüngliche gDgl. Manchmal hat man aber Glück
und kann eine Lösung M

”
raten“.

”
Bewährte“ Kandidaten hierfür sind

von der Form

m(x), m(y),

m(x+ y), m(x− y),
m(x2 + y2), m(x2 − y2),

m(x · y)
mit einer Funktion m : R→ R.

Beispiel X.2.2. Betrachte die gDgl

x2y3 + y + (x3y2 − x)y′ = 0.

Es ist

a(x, y) = x2y3 + y,

b(x, y) = x3y2 − x.
Wegen

ay = 3x2y2 + 1,

bx = 3x2y2 − 1
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ist die gDgl nicht exakt. Auf der Suche nach einem integrierenden Fak-
tor machen wir den Ansatz M(x, y) = m(xy). Die partielle Differenti-
algleichung für M hat dann die Form

2m = (ay − bx)M
= bMx − aMy

= (x3y2 − x)ym′ − (x2y3 + y)xm′

= −2xym′.

Mit u = xy geht dies über in die gDgl

−1

u
m = m′

mit der Lösung (Trennung der Variablen!)

m(u) =
1

u
.

Also ist

M(x, y) =
1

xy

ein integrierender Faktor. Die neue gDgl lautet

xy2 +
1

x
+ (x2y − 1

y
)y′ = 0.

Für die Stammfunktion U erhalten wir

U(x, y) =

∫
(xy2 +

1

x
)dx+ c(y)

=
1

2
x2y2 + ln(x) + c(y).

Einsetzen in die Gleichung

Uy = x2y − 1

y

ergibt

x2y + c′(y) = Uy

= x2y − 1

y

=⇒ c′(y) = −1

y

=⇒ c(y) = − ln(y) + c.

Also ist

U(x, y) =
1

2
x2y2 + ln

(
x

y

)
+ c,
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und die allgemeine Lösung y unserer gDgl ist implizit gegeben durch
die Gleichung

1

2
x2y2 + ln

(
x

y

)
= c.

Beispiel X.2.3. Wir betrachten das Räuber-Beute Modell aus Bei-
spiel X.1.1 (S. 375)

ẋ = αx− βxy Beute

ẏ = −γy + δxy Räuber.

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit y(−γ + δx) und die zweite
Gleichung mit x(α− βy) und subtrahieren die Ergebnisse. Das liefert

(−γ + δx)yẋ− (α− βy)xẏ = 0.

Das Vektorfeld

v(x, y) =

(
y(−γ + δx)
−x(α− βy)

)
ist wegen

v1,y = −γ + δx 6= −α+ βy = v2,x

kein Gradientenfeld. Für das Vektorfeld

w(x, y) =
1

xy
v(x, y)

erhalten wir dagegen

w1,y =
∂

∂y
(−γ
x

+ δ)

= 0

=
∂

∂x
(−α

y
+ β)

= w2,x.

Also ist w ein Gradientenfeld. Eine Stammfunktion ist

U(x, y) =

∫
(δ − γ

x
)dx+ c(y)

= δx− γ lnx+ c(y).

Einsetzen in
Uy = −α

y
+ β

ergibt

c′(y) = −α
y

+ β

=⇒ c(y) = −α ln y + βy.

Also sind die Lösungen (x(t), y(t)) des Räuber-Beute Modells Niveau-
linien der Form

U(x, y) = δx− γ lnx− α ln y + βy = c.
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Da die Exponentialfunktion bijektiv ist, können wir statt U auch die
Funktion F = exp ◦(−U) betrachten und erhalten die Niveaulinien

xγ

eδx
· y

α

eβy
= c.

Dies sind eiförmige Kurven im ersten Quadranten. Ist

x(0) =
γ

δ

y(0) =
α

β
,

so ist die Lösung (x(t), y(t)) konstant. Andernfalls liegt sie auf der
Niveaulinie mit passendem c.
Man kann zeigen, dass die Lösung periodisch ist, d.h. es gibt ein T > 0
mit

x(t+ T ) = x(t)

y(t+ T ) = y(t)

für alle t ∈ R.
Die mittlere Populationsgröße über eine Periode T ist

x =
1

T

∫ T

0

x(t)dt Beute

y =
1

T

∫ T

0

y(t)dt Räuber.

Man kann diese Größen bestimmen, ohne die Periode T und die Lösung
(x(t), y(t)) explizit zu kennen. Dazu dividiert man die Beutegleichung
durch x und integriert von 0 bis T . Dies liefert

0 = lnx(T )− lnx(0)
∣∣∣wegen x(T ) = x(0)

=

∫ T

0

ẋ(t)

x(t)
dt

=

∫ T

0

α− βy(t)dt

= αT − β
∫ T

0

y(t)dt

= αT − βTy.

Also ist

y =
α

β
.

Verfährt man analog mit der Räubergleichung, erhält man

x =
γ

δ
.
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Die mittlere Populationsgröße der Beute (des Räubers) hängt also nur
vom Verhältnis der Wachstums- zur Sterberate des Räubers (der Beu-
te) ab.
Dies hat interessante Konsequenzen. Wollen wir z.B. die Beute durch
ein Gift, das auch für den Räuber schädlich ist, reduzieren, müssen wir
α durch α − ε und γ durch γ + ε ersetzen. Für die mittlere Populati-
onsgröße erhalten wir dann

x =
γ + ε

δ

y =
α− ε
δ

.

Unsere Maßnahme ist also kontraproduktiv: die mittlere Größe der
Beutepopulation nimmt sogar zu.

X.3. Systeme linearer Differentialgleichungen

X.3.1. Grundlegende Eigenschaften. Wir betrachten Systeme
gDglen der Form

y′ = A(x)y + f(x).

Dabei sind A : I → Rn×n eine matrixwertige und f : I → Rn eine
vektorwertige Funktion auf einem Intervall I ⊂ R. Obige gDgl heißt
homogen, falls f = 0 ist, andernfalls heißt sie inhomogen.

Da die Zuordnung y 7→ y′ − A(x)y linear ist, gelten die gleichen
Beobachtungen wie in Abschnitt VI.3.1 (S. 233):

• Sind y1 und y2 zwei Lösungen der inhomogenen gDgl, so ist
y = y1 − y2 eine Lösung der homogenen gDgl.
• Ist yp eine partikuläre Lösung der inhomogenen gDgl und yh

die allgemeine Lösung der homogenen gDgl, so ist yp + yh die
allgemeine Lösung der inhomogenen gDgl.
• Sind y1 und y2 zwei Lösungen der homogenen gDgl und α1,
α2 reelle Zahlen, so ist α1y1 + α2y2 auch eine Lösung der ho-
mogenen gDgl.

Wegen dieser Beobachtungen gehen wir bei der Lösung obiger gDgl
wie in Abschnitt VI.3:

Wir bestimmen separat die allgemeine Lösung der ho-
mogenen gDgl und eine partikuläre Lösung der inhomo-
genen gDgl und setzen daraus die allgemeine Lösung der
inhomogenen gDgl zusammen.

X.3.2. Fundamentalsysteme. Wir betrachten die homogene li-
neare gDgl

y′ = A(x)y
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mit A : I → Rn×n. Wie im vorigen Abschnitt bemerkt, ist die Lösungs-
menge dieser gDgl ein Vektorraum. Wir behaupten, dass dieser Vek-
torraum die Dimension n hat. Zum Nachweis dieser Behauptung gehen
wir wie folgt vor.

Die Abbildung F : I × Rn → Rn mit

F (x, z) = A(x)z

ist linear und damit Lipschitz-stetig. Daher besitzt das AWP

y′ = A(x)y

y(x0) = y0

zu jedem x0 ∈ I und jedem y0 ∈ Rn eine eindeutige Lösung. Wir halten
im Folgenden x0 fest. Zu den Anfangswerten y0 = e1, . . . ,y0 = en
erhalten wir dann jeweils eine eindeutige Lösung y1, . . . ,yn, d.h.

y′i = A(x)yi

yi(x) = ei

für i = 1, . . . , n. Dabei sind e1, . . . , en die kanonischen Einheitsvekto-
ren des Rn. Offensichtlich sind die Vektoren y1(x0), . . . ,yn(x0) linear
unabhängig.

Wir nehmen nun an, dass sie für ein x1 6= x0 linear abhängig seien.
Dann gibt es Zahlen α1, . . . , αn mit

α2
1 + . . .+ α2

n 6= 0

und

α1y1(x1) + . . .+ αnyn(x1) = 0.

Setze

u = α1y1 + . . .+ αnyn.

Dann löst u das AWP

u′ = A(x)u

u(x1) = 0.

Da dieses AWP die eindeutige Lösung 0 hat, folgt u(x) = 0 für alle
x ∈ I. Insbesondere folgt

u(x0) = 0 =⇒ 0 = α1y1(x0) + . . .+ αnyn(x0)

= α1e1 + . . .+ αnen.

Also ist α1 = . . . = αn = 0. Dies ist ein Widerspruch. Daher sind die
Vektoren y1(x), . . . ,yn(x) für alle x ∈ I linear unabhängig.

Hieraus folgt, dass der Lösungsraum mindestens die Dimension n
hat.
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Um zu zeigen, dass die Dimension gleich n ist, müssen wir jede
beliebige Lösung y der gDgl als Linearkombination von y1, . . . ,yn dar-
stellen können. Sei also y irgendeine Lösung der gDgl. Da e1, . . . , en
eine Basis des Rn ist, gibt es dann Zahlen β1, . . . , βn mit

y(x0) = β1e1 + . . .+ βnen

= β1y1(x0) + . . .+ βnyn(x0).

Setze

v = β1y1 + . . .+ βnyn

und

w = v − y.

Dann folgt

w′ = Aw

w(x0) = 0

Da dieses AWP die eindeutige Lösung w = 0 hat, folgt

y = β1y1 + . . .+ βnyn.

Das war zu zeigen.
Wir fassen zusammen:

Die Lösungsmenge der gDgl

y′ = A(x)y

ist ein n-dimensionaler Vektorraum. Eine Basis wird von
den Lösungen y1, . . . ,yn der AWPe

y′i = A(x)yi

yi(x0) = ei

mit i = 1, . . . , n gebildet.

Jede Basis des Lösungsraumes nennt man ein Fundamentalsys-
tem für die homogene gDgl. Obige Überlegungen zeigen, wie man ein
Fundamentalsystem konstruieren kann.

Ist y1(x), . . . ,yn(x) ein Fundamentalsystem für die homogene gDgl,
so ist die Determinante

W (x) = det(y1(x), . . . ,yn(x))

für alle x ∈ I von Null verschieden. W heißt die Wronski-Determi-
nante des Fundamentalsystems. Man kann die Wronski-Determinante
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bestimmen, ohne das Fundamentalsystem explizit zu kennen. Man kann
nämlich zeigen, dass für beliebiges x0 ∈ I gilt

W (x) = W (x0) exp

(∫ x

x0

SpurA(s)ds

)
mit

SpurA(s) = A11(s) + A22(s) + . . .+ Ann(s).

X.3.3. Variation der Konstanten. Wir wollen eine partikuläre
Lösung der inhomogenen gDgl

y′ = A(x)y + f(x)

bestimmen. Dazu gehen wir ähnlich wie in Abschnitt VI.2.2 (S. 225)
vor. Sei y1(x), . . . ,yn(x) ein Fundamentalsystem für die homogene Glei-
chung. Die Matrix

Y (x) = (y1(x), . . . ,yn(x))

ist dann für alle x ∈ I regulär. Wir machen nun den Ansatz

yp(x) = c1(x)y1(x) + . . .+ cn(x)yn(x)

= Y (x)c(x)

mit unbestimmten Funktionen c1, . . . , cn : I → R und

c(x) = (c1(x), . . . , cn(x))
T .

Setzen wir diesen Ansatz in die inhomogene gDgl ein und beachten,
dass y1, . . . ,yn die homogene gDgl lösen, erhalten wir die Bedingung

0 = y′p − A(x)yp − f(x)

=
n∑
i=1

{ci(x) y′i(x)︸ ︷︷ ︸
=A(x)yi(x)

+c′i(x)yi(x)}

−
n∑
i=1

ci(x)A(x)yi(x)− f(x)

=
n∑
i=1

c′i(x)yi(x)− f(x)

= Y (x)c′(x)− f(x).

Da Y (x) regulär ist, folgt

c′(x) = Y (x)−1f(x).

Diese gDgl für c kann durch komponentenweise Integration gelöst wer-
den. Dies liefert die gesuchte partikuläre Lösung.
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Beispiel X.3.1. Wir betrachten die gDgl

y′ =

(
3 −1
−1 3

)
y +

(
x
x2

)
.

Gemäß Beispiel X.3.2 (S. 392) in Abschnitt X.3.4 (s.u.) ist

y1(x) =
1√
2
e2x
(

1
1

)
,

y2(x) =
1√
2
e4x
(

1
−1

)
ein Fundamentalsystem für die homogene gDgl. (Prüft man hier durch
Einsetzen nach!) Es ist

Y (x) =
1√
2

(
e2x e4x

e2x −e4x
)

=⇒ Y (x)−1 =
1√
2

(
e−2x e−2x

e−4x −e−4x

)
.

Damit lautet die gDgl für c

c′(x) =
1√
2

(
e−2x(x+ x2)
e−4x(x− x2)

)
.

In einer Nebenrechnung erhalten wir durch partielle Integration für
a ∈ R \ {0} und k ∈ N∗∫

eaxxkdx =
1

a
eaxxk − k

a

∫
eaxxk−1dx.

Damit ergibt sich

c(x) =
1√
2

 e−2x[−1
2
x− 1

4
] + e−2x[−1

2
x2 − 1

2
x− 1

4
]

e−4x[−1
4
x− 1

16
]− e−4x[−1

4
x2 − 1

8
x− 1

32
]


=

1√
2

e−2x[−1
2
x2 − x− 1

2
]

e−4x[1
4
x2 − 1

8
x− 1

32
]

 .

Als partikuläre Lösung erhalten wir somit

yp(x) = Y (x)c(x)

=
1

2

−1
4
x2 − 9

8
x− 17

32

−3
4
x2 − 7

8
x− 15

32


= − 1

64

(
8x2 + 36x+ 17
24x2 + 28x+ 15

)
.
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X.3.4. Homogene Systeme mit konstanter Matrix: Der
symmetrische Fall. Wir betrachten die gDgl

y′ = Ay

mit einer symmetrischen Matrix A, d.h. AT = A. Gemäß Abschnitt
II.4.8 (S. 91) besitzt A genau n reelle Eigenwerte λ1, . . . , λn, wobei
Eigenwerte gemäß ihrer Vielfachheit gezählt werden, mit zugehörigen
Eigenvektoren u1, . . . ,un, die normiert und paarweise orthogonal sind,
d.h.

uTi ui = 1

für i = 1, . . . , n, und

uTi uj = 0

für i 6= j. Setze

U = (u1, . . . ,un).

U ist orthogonal, d.h.

UTU = UUT = I.

Zur Bestimmung einer Lösung y der gDgl setzen wir

z = UTy.

Dann folgt

z′ = UTy′

= UTAy

= UTAUUT︸ ︷︷ ︸
=I

y

= UTAUz

= Dz

mit

D =

λ1 0
. . .

0 λn

 .

Die gDgl für z besitzt offensichtlich das Fundamentalsystem

z1 = eλ1xe1

z2 = eλ2xe2

...

zn = eλnxen.

Wegen

Uei = ui für i = 1, . . . , n
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ergibt sich hieraus das Fundamentalsystem

y1 = eλ1xu1

...

yn = eλnxun

für die ursprüngliche gDgl.
Wir fassen zusammen:

Bestimmung eines Fundamentalsystems für die gDgl

y′ = Ay

mit einer symmetrischen Matrix A:

(1) Bestimme alle Eigenwerte λ1, . . . , λn von A (mit
Berücksichtigung der Vielfachheit) und dazu gehö-
rige normierte, paarweise orthogonale Eigenvekto-
ren u1, . . . ,un.

(2) Das Fundamentalsystem ist

y1 = eλ1xu1

...

yn = eλnxun

Beispiel X.3.2. Wir betrachten die gDgl

y′ =

(
3 −1
−1 3

)
y.

Das charakteristische Polynom von A lautet

det

(
3− λ −1
−1 3− λ

)
= (λ− 3)2 − 1

= (λ− 3− 1)(λ− 3 + 1)

= (λ− 4)(λ− 2).

Also hat A die Eigenwerte 2 und 4. Die Bestimmungsgleichung für einen
Eigenvektor zum Eigenwert 2 lautet(

1 −1
−1 1

)
u = 0 =⇒ u =

1√
2

(
1
1

)
.

Die Bestimmungsgleichung für einen Eigenvektor zum Eigenwert 4 ist(
−1 −1
−1 −1

)
v = 0 =⇒ v =

1√
2

(
1
−1

)
.
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Das Fundamentalsystem lautet daher (vgl. Beispiel X.3.1 (S. 390))

y1(x) =
1√
2
e2x
(

1
1

)
,

y2(x) =
1

2
e4x
(

1
−1

)
.

X.3.5. Homogene Systeme mit konstanter Matrix: Der all-
gemeine Fall. Wir betrachten die gDgl

y′ = Ay

mit einer nicht symmetrischen Matrix A.
Im Vergleich zum vorigen Abschnitt treten jetzt zwei Probleme auf:

• Die Matrix A hat i.a. komplexe Eigenwerte.
• Die Matrix A ist u.U. nicht diagonalisierbar, d.h. sie besitzt

Eigenwerte, deren algebraische Vielfachheit größer ist als ihre
geometrische Vielfachheit.

Das erste Problem lösen wir, indem wir wie in Abschnitt VI.3.2 (S.
233) auch komplexe Lösungen betrachten. Bei dem zweiten Problem
hilft uns das Konzept der Hauptvektoren aus Abschnitt II.4.10 (S. 93).

Sei dazu λ ∈ C ein Eigenwert von A und v ∈ Cn ein zugehöriger
Hauptvektor der Stufe `, ` ≥ 1, d.h.

(A− λI)`v = 0,

(A− λI)`−1v 6= 0.

Wegen
d

dx
eλx = λeλx

liefert Einsetzen von

y(t) = eλx[v + x(A− λI)v +
x2

2!
(A− λI)2v + . . .

+
x`−1

(`− 1)!
(A− λI)`−1v]

in die gDgl

y′ − Ay = λeλx[v + x(A− λI)v + . . .+
x`−1

(`− 1)!
(A− λI)`−1v]

+ eλx[(A− λI)v + . . .+
x`−2

(`− 2)!
(A− λI)`−1v]

− eλx[Av + xA(A− λI)v + . . .+
x`−1

(`− 1)!
A(A− λI)`−1v]

= eλx[(λI − A)v + x(λI − A)(A− λI)v+

. . .+
x`−1

(`− 1)!
(λI − A)(A− λI)`−1v]
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+ eλx[(A− λI)v + . . .+
x`−2

(`− 2)!
(A− λI)`−1v]

= −eλx x`−1

(`− 1)!
(A− λI)`v

= 0.

Also ist y eine Lösung der gDgl.
Da gemäß Abschnitt II.4.10 (S. 93) eine Basis des Cn existiert, die

aus lauter Hauptvektoren von A besteht, erhalten wir ein Fundamental-
system komplexer Lösungen, wenn wir zu jedem dieser Hauptvektoren
und dem entsprechenden Eigenwert obige Konstruktion durchführen.

Das charakteristische Polynom det(A−λI) hat lauter reelle Koeffi-
zienten. Damit ist mit λ ∈ C\R auch λ ein Eigenwert und beide haben
die gleiche algebraische Vielfachheit. Bezeichne mit m die algebraische
Vielfachheit des Eigenwertes λ und mit

y1, . . . ,ym

und
ỹ1, . . . , ỹm

die mit obiger Konstruktion gewonnenen Lösungen der gDgl zu den
Eigenwerten λ und λ und den zugehörigen Hauptvektoren. Dann kann
man zeigen, dass

Rey1, Imy1, . . . ,Reym, Imym

und
Re ỹ1, Im ỹ1, . . . ,Re ỹm, Im ỹm

die gleichen Vektorräume erzeugen. Daher erhalten wir ein Fundamen-
talsystem reeller Lösungen, wenn wir bei jedem Paar λ, λ von komple-
xen Eigenwerten die Real- und Imaginärteile der komplexen Lösungen
zu λ betrachten.

Zusammenfassend erhalten wir folgende Vorschrift:

Bestimmung eines Fundamentalsystems der gDgl

y′ = Ay

mit einer nicht symmetrischen Matrix A:

(1) Bestimme alle Eigenwerte von A.
(2) Bestimme eine Basis v1, . . . ,vn des Cn aus Haupt-

vektoren von A.
(3) Für jeden Vektor vi und zugehörigen Eigenwert λ

setze

y(x) = eλx[vi + . . .

+
x`−1

(`− 1)!
(A− λI)`−1vi],
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wobei ` die Stufe von vi ist.
(4) Für jedes Paar λ, λ komplexer Eigenwerte bestim-

me Rey und Imy für alle Lösungen y zum Eigen-
wert λ aus Teil (3).

Beispiel X.3.3. Wir betrachten die gDgl

y′ =

 0 1 −1
−2 3 −1
−1 1 1

y.

Das charakteristische Polynom lautet

det

−λ 1 −1
−2 3− λ −1
−1 1 1− λ


= −λ(λ− 3)(λ− 1) + 1 + 2 + (λ− 3)− λ− 2(λ− 1)

= −λ(λ− 3)(λ− 1)− 2(λ− 1)

= −(λ− 1)[λ(λ− 3) + 2]

= −(λ− 1)[λ2 − 3λ+ 2]

= −(λ− 1)(λ− 1)(λ− 2)

= −(λ− 1)2(λ− 2).

Die Bestimmungsgleichung für einen Eigenvektor zum Eigenwert 2 ist−2 1 −1
−2 1 −1
−1 1 −1

u = 0

=⇒

2 −1 1
0 0 0
1 0 0

u = 0

=⇒ u =

0
1
1

 .

Die Bestimmungsgleichung für einen Eigenvektor zum Eigenwert 1 lau-
tet −1 1 −1

−2 2 −1
−1 1 0

v = 0

=⇒

1 −1 1
0 0 1
0 0 1

v = 0
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=⇒ v =

1
1
0

 .

Insbesondere hat der Eigenwert 1 die algebraische Vielfachheit 2 und
die geometrische Vielfachheit 1. Die Bestimmungsgleichung für einen
Hauptvektor der Stufe 2 zum Eigenwert 1 lautet−1 1 −1

−2 2 −1
−1 1 0

−1 1 −1
−2 2 −1
−1 1 0

w = 0

=⇒

 0 0 0
−1 1 0
−1 1 0

w = 0

=⇒ w =

1
1
1

 .

Wegen

(I − A)w =

1 −1 1
2 −2 1
1 −1 0

w

=

1
1
0


erhalten wir das Fundamentalsystem

y1(x) = e2xu

= e2x

0
1
1

 ,

y2(x) = exv

= ex

1
1
0

 ,

y3(x) = ex[w + x(A− I)w]

= ex[w − x(I − A)w]

= ex

1− x
1− x

1

 .
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Beispiel X.3.4. Wir betrachten die gDgl

y′ =

 0 2 0
0 0 2
−1 1 0

y.

Das charakteristische Polynom lautet

det

−λ 2 0
0 −λ 2
−1 1 −λ


= −λ3 − 4 + 2λ

= −(λ+ 2)(λ2 − 2λ+ 2)

= −(λ+ 2)[(λ− 1)2 + 1]

= −(λ+ 2)(λ− 1 + i)(λ− 1− i).
Die Bestimmungsgleichung für einen Eigenvektor zum Eigenwert −2
ist  2 2 0

0 2 2
−1 1 2

u = 0

=⇒

2 2 0
0 2 2
0 2 2

u = 0

=⇒ u =

 1
−1
1

 .

Für den Eigenwert 1 + i ergibt sich die Bestimmungsgleichung−1− i 2 0
0 −1− i 2
−1 1 −1− i

v = 0

=⇒

−1 1 −1− i
0 −1− i 2
0 1− i 2i

v = 0

=⇒ v =

 4
2 + 2i

2i

 .

Damit erhalten wir das Fundamentalsystem

y1(x) = e−2xu

= e−2x

 1
−1
1

 ,
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y2(x) = Re
[
e(1+i)xv

]
= Re

ex[cosx+ i sin x]

 4
2 + 2i

2i


= ex

 4 cos x
2 cos x− 2 sin x
−2 sin x

 ,

y3(x) = Im
[
e(1+i)xv

]
= Im

ex[cosx+ i sin x]

 4
2 + 2i

2i


= ex

 4 sin x
2 cos x+ 2 sin x

2 cos x

 .

X.3.6. Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten. Wir betrachten gDglen der Form

y(n) + an−1y
(n−1) + . . .+ a0y = f(x).

Gemäß Abschnitt X.1.2 (S. 376) können wir die gDgl auch als System
1. Ordnung schreiben. Dazu definieren wir

z =


y
y′

...
y(n−1)

 .

z genügt dann der gDgl

z′ = Az + F

mit

A =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
0 0 0 . . . 1
−a0 −a1 −a2 . . . −an−1

 ,

F =


0
...
0
f

 .

Auf diese gDgl können wir die Ergebnisse der vorigen Abschnitte an-
wenden. Das charakteristische Polynom von A lautet

p(λ) = det(λI − A) = λn + an−1λ
n−1 + . . .+ a1λ+ a0.
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Für eine k-fache Nullstelle λ von p erhalten wir daher für die homogene
gDgl n-ter Ordnung die Lösungen

y1(x) = eλx

y2(x) = xeλx

...

yk(x) = xk−1eλx.

Diese sind für λ ∈ R reell.
Falls λ komplex ist, ist λ auch eine Nullstelle gleicher Vielfachheit, und
die reellen Lösungen lauten mit λ = α+ iω

y1(x) = eαx cos(ωx), y2(x) = eαx sin(ωx),

y3(x) = xeαx cos(ωx), y4(x) = xeαx sin(ωx),

...
...

y2k−1(x) = xk−1eαx cos(ωx), y2k(x) = xk−1eαx sin(ωx).

Für die Bestimmung einer partikulären Lösung der inhomogenen gDgl
n-ter Ordnung gehen wir wie in Abschnitt X.3.3 (S. 389) vor. Die Ma-
trix Y hat jetzt die Form

Y (x) =


y1(x) y2(x) . . . yn(x)
y′1(x) y′2(x) . . . y′n(x)

...
...

...

y
(n−1)
1 (x) y

(n−1)
2 (x) . . . y

(n−1)
n (x)

 ,

wobei y1, . . . , yn ein Fundamentalsystem für die homogene gDgl n-ter
Ordnung ist. Die Koeffizienten c1, . . . , cn in dem Ansatz

yp(x) = c1(x)y1(x) + . . .+ cnyn(x)

sind wegen
F(x) = f(x)en

gegeben durch

ci(x) = (−1)n−i
∫

detYi(x)

detY (x)
f(x)dx,

wobei die Matrix Yi durch Streichen der i-ten Spalte und der n-ten
Zeile der Matrix Y entsteht.

Beispiel X.3.5. Betrachte die gDgl

y′′′ − y′′ − y′ + y = x.

Das charakteristische Polynom lautet

λ3 − λ2 − λ+ 1 = (λ− 1)(λ2 − 1)

= (λ− 1)2(λ+ 1).
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Also ist

y1(x) = ex,

y2(x) = xex,

y3(x) = e−x

ein Fundamentalsystem für die homogene Gleichung. Für die Matrizen
Y und Y1, Y2, Y3 erhalten wir

Y (x) =

ex xex e−x

ex (x+ 1)ex −e−x
ex (x+ 2)ex e−x


=⇒ detY (x) = ex det

1 x 1
1 x+ 1 −1
1 x+ 2 1


= 4ex

Y1(x) =

(
xex e−x

(x+ 1)ex −e−x
)

=⇒ detY1(x) = −2x− 1

Y2(x) =

(
ex e−x

ex −e−x
)

=⇒ detY2(x) = −2

Y3(x) =

(
ex xex

ex (x+ 1)ex

)
=⇒ detY3(x) = e2x.

Damit ergibt sich die partikuläre Lösung der inhomogenen gDgl

yp(x) = ex
∫

1

4
e−x(−2x− 1)xdx

− xex
∫
−2

4
e−xxdx

+ e−x
∫

1

4
e−xe2xxdx

= −2

4
(−x2 − 2x− 2)− 1

4
(−x− 1)

+
2

4
x(−x− 1)

+
1

4
(x− 1)

= x+ 1.

Die allgemeine Lösung der inhomogenen gDgl lautet dementsprechend

y(x) = x+ 1 + aex + bxex + ce−x
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mit a, b, c ∈ R.

X.4. Stabilität

X.4.1. Motivation. Wir betrachten das AWP

y′ = Ay

y(0) = y0

(X.4.1)

mit einer symmetrischen n× n Matrix A.
Gemäß Abschnitt X.1.4 (S. 378) besitzt dieses AWP zu jedem An-

fangswert y0 eine eindeutige Lösung, die stetig von dem Anfangswert
abhängt. Um die Abhängigkeit von dem Anfangswert zu betonen, be-
zeichnen wir diese Lösung mit y(t;y0).

Gemäß Abschnitt X.1.4 folgt für alle t > 0 und zwei beliebige An-
fangswerte u0, v0

(X.4.2) ‖y(t;u0)− y(t;v0)‖ ≤ eLt‖u0 − v0‖
mit

L = max{|λ| : λ ist EW von A}.
Diese Abschätzung besagt, dass die Lösung des AWP (X.4.1) zwar ste-
tig von den Anfangswerten abhängt, dass aber Lösungen zu verschie-
denen Anfangswerten exponentiell schnell auseinander laufen können.
Die folgenden Beispiele zeigen, dass diese Abschätzung den allgemei-
nen Fall zwar korrekt widerspiegelt, dass sie aber in Spezialfällen viel
zu pessimistisch ist.

Beispiel X.4.1. Wir betrachten das AWP (X.4.1) mit

A =

(
0 1
1 0

)
.

Für den Anfangswert y0 = 0 erhalten wir natürlich die Lösung

y(t;y0) = 0 für alle t > 0.

Die Eigenwerte von A sind offensichtlich ±1. Damit ergibt sich in
Abschätzung (X.4.2) L = 1, und wir erhalten für einen beliebigen An-
fangswert u0 6= 0 die Abschätzung

(X.4.3) ‖y(t;u0)‖ ≤ et‖u0‖.
Wir wählen nun den Anfangswert

v0 =

(
1
1

)
.

Da

Av0 = v0

ist, lautet die Lösung des AWP (X.4.1)

y(t;v0) = etv0 für alle t > 0.
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Für diesen Anfangswert ist also die Abschätzung (X.4.3) scharf.
Wir betrachten nun den Anfangswert

w0 =

(
1
−1

)
.

Da

Aw0 = −w0

ist, lautet die Lösung des AWP (X.4.1)

y(t;w0) = e−tw0 für alle t > 0.

Insbesondere ist

lim
t→∞

y(t;w0) = 0.

Die Abschätzung (X.4.3) ist also in diesem Fall viel zu pessimistisch.

Beispiel X.4.2. Wir betrachten jetzt das AWP (X.4.1) mit

A =

(
−3 1
1 −3

)
.

Für y0 = 0 ist wieder y(t;y0) = 0 für alle t > 0.
Eine leichte Rechnung zeigt, dass(

1
1

)
ein Eigenvektor zum Eigenwert − 2 und(

1
−1

)
ein Eigenvektor zum Eigenwert − 4 ist.

Daher ergibt die Abschätzung (X.4.2) für einen beliebigen Anfangswert
u0 6= 0

(X.4.4) ‖y(t;u0)‖ ≤ e4t‖u0‖.

Andererseits folgt aus Abschnitt X.3.5 (S. 393)

y(t;u0) = αe−2t

(
1
1

)
+ βe−4t

(
1
−1

)
,

wobei die Zahlen α, β eindeutig bestimmt sind durch die Bedingung

α

(
1
1

)
+ β

(
1
−1

)
= u0.

Daher gilt für alle Anfangswerte u0

lim
t→∞

y(t;u0) = 0.

Die Abschätzung (X.4.4) ist also in jedem Fall viel zu pessimistisch.

Ziel der folgenden Abschnitte ist es, die in den Beispielen X.4.1 und
X.4.2 beobachteten Phänomene genauer zu beschreiben.
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X.4.2. Stabilitätsbegriffe. Sei U ⊂ Rn, eine offene, nicht leere
Menge und f : R × U → Rn auf R × U Lipschitz-stetig bzgl. U . Für
beliebiges t0 ∈ R und y0 ∈ U betrachten wir das AWP

y′ = f(t,y(t))

y(t0) = y0.
(X.4.5)

Gemäß dem Satz von Picard-Lindelöf aus Abschnitt X.1.4 (S. 378)
besitzt das AWP (X.4.5) eine eindeutige Lösung. Wir bezeichnen diese
mit y(t; t0,y0) und setzen voraus, dass sie für alle Zeiten t ≥ t0 existiert.
Ist speziell t0 = 0, so lassen wir im folgenden das Argument t0 weg.

Definition X.4.3. (1) Die Lösung y(t; t0,y0) von (X.4.5) heißt
Ljapunov-stabil oder kurz stabil, wenn es ein R > 0 und C > 0
gibt, so dass für alle y1 mit ‖y1 − y0‖ ≤ R und alle t ≥ t0 gilt

‖y(t; t0,y0)− y(t; t0,y1)‖ ≤ C‖y0 − y1‖.
Andernfalls heißt die Lösung y(t; t0,y0) instabil.
(2) Die Lösung y(t; t0,y0) heißt asymptotisch stabil, wenn es ein
R > 0 und eine stetige, nicht negative Funktion γ : [t0,∞)→ R mit

lim
t→∞

γ(t) = 0

gibt, so dass für alle y1 mit ‖y1 − y0‖ ≤ R und alle t ≥ t0 gilt

‖y(t; t0,y0)− y(t; t0,y1)‖ ≤ γ(t)‖y0 − y1‖.

Bemerkung X.4.4. Ljapunov-Stabilität der Lösung y(t; t0,y0) be-
deutet, dass für alle Anfangswerte y1 nahe bei y0 die Lösungen
y(t; t0,y0) und y(t; t0,y1) für t→∞ nicht auseinander laufen. Asym-
ptotische Stabilität bedeutet, dass diese Lösungen für t → ∞ sogar
ineinander laufen (vgl. Abb. X.4.1).

Abbildung X.4.1. Stabile (links) und asymptotisch
stabile (rechts) Lösungen einer Differentialgleichung

Beispiel X.4.5. Die Nulllösung y(t; 0) aus Beispiel X.4.1 ist nicht
stabil. Die Nulllösung aus Beispiel X.4.2 ist asymptotisch stabil.
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X.4.3. Stabilitätskriterien. Wir betrachten zunächst lineare
AWP mit konstanten Koeffizienten. Aus den Abschnitten X.3.4 (S. 391)
und X.3.5 (S. 393) folgt:

Stabilitätskriterium für lineare AWP mit kon-
stanten Koeffizienten: Sei A eine reelle, nicht notwen-
dig symmetrische n × n Matrix. Für y0 ∈ Rn bezeichne
y(t;y0) die Lösung des AWP

y′ = Ay

y(0) = y0.
(X.4.6)

(1) Die Realteile der Eigenwerte von A seien alle nicht posi-
tiv. Zusätzlich sei für alle Eigenwerte mit verschwindendem
Realteil die algebraische gleich der geometrischen Vielfach-
heit. Dann ist jede Lösung von (X.4.6) Ljapunov-stabil.
(2) Die Realteile der Eigenwerte A seien alle negativ. Dann
ist jede Lösung von (X.4.6) asymptotisch stabil.
(3) A habe einen Eigenwert mit positivem Realteil. Dann
ist jede Lösung von (X.4.6) instabil.

Beispiel X.4.6. Die Matrix aus Beispiel X.4.1 hat die Eigenwerte
±1. Daher ist für jeden Anfangswert y0 die Lösung y(t;y0) des AWP
nicht stabil. Die Matrix aus Beispiel X.4.2 dagegen hat lauter negative
Eigenwerte. Daher ist für jeden Anfangswert y0 die Lösung y(t;y0) des
AWP asymptotisch stabil.

Die folgenden beiden Ergebnisse sagen etwas aus über das Stabi-
litätsverhalten der Lösungen von (X.4.5), wenn (X.4.5) eine

”
kleine

Störung“ einer linearen gDgl mit konstanten Koeffizienten ist. Diese
Ergebnisse werden typischerweise genutzt, um das Stabilitätsverhalten
einer Linearisierung einer allgemeinen gDgl um eine Lösung zu unter-
suchen.

Stabilität beliebiger Lösungen für Störungen li-
nearer AWP mit konstanten Koeffizienten: Seien
A eine reelle n × n Matrix, g : R × Rn → Rn eine stetige
Funktion und t0 ∈ R. Es gelte:

• Alle Eigenwerte von A haben negativen Realteil.
• Es gibt eine stetige, nicht negative Funktion k :

R→ R mit

lim
t→∞

k(t) = 0

und

‖g(t,u)− g(t,v)‖ ≤ k(t)‖u− v‖
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für alle t ≥ t0, u,v ∈ Rn.

Dann ist jede Lösung des AWP (X.4.5) mit

f(t,x) = Ax + g(t,x)

asymptotisch stabil.

Stabilität der Nulllösung für Störungen linea-
rer AWP mit konstanten Koeffizienten: Seien A
eine reelle n × n Matrix, g : R × Rn → Rn eine stetige
Funktion und t0 ∈ R. Es gelte:

• Alle Eigenwerte von A haben negativen Realteil.
• Es gibt eine stetige, nicht negative Funktion k :

R→ R mit k(0) = 0 und

‖g(t,u)‖ ≤ k(‖u‖)‖u‖
für alle t ≥ t0, u ∈ Rn.

Dann ist die Lösung des AWP (X.4.5) mit

f(t,x) = Ax + g(t,x)

und y0 = 0 asymptotisch stabil.

X.4.4. Autonome Systeme. Die Stabilitätskriterien des vorigen
Abschnittes lassen sich besonders leicht auf autonome AWP anwenden.
Wir betrachten daher in diesem Abschnitt speziell AWP der Form

y′ = F(y)

y(0) = y0

(X.4.7)

mit stetig differenzierbarer Funktion F : Rn → Rn.
Ist y0 eine Nullstelle von F, d.h.

F(y0) = 0,

so folgt sofort, dass die Lösung von (X.4.7) konstant ist:

y(t;y0) = y0 für alle t ∈ R.
Ist umgekehrt y(t;y0) eine stationäre Lösung von (X.4.7), d.h., gibt es
ein t1 ∈ R mit

y′(t1;y0) = 0,

so gilt
F(y(t1;y0)) = 0,

und aus dem Eindeutigkeitssatz folgt

y(t;y0) = y(t1;y0) für alle t ∈ R.
Stationäre Lösungen von (X.4.7) sind also genau diejenigen Lösungen,
die zu einem Anfangswert y0 mit F(y0) = 0 gehören. Daher heißen die
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Nullstellen von F auch Ruhepunkte des AWP (X.4.7). Der folgende
Satz charakterisiert die Stabilität solcher Ruhepunkte. Er folgt aus der
Stabilität der Nulllösung von Störungen linearer AWP mit konstanten
Koeffizienten.

Stabilität von Ruhepunkten autonomer AWP: Sei
y0 ein Ruhepunkt von (X.4.7).
(1) Die Jacobi Matrix DF(y0) habe lauter Eigenwerte mit
negativem Realteil. Dann ist die stationäre Lösung y(t;y0)
= y0 von (X.4.7) asymptotisch stabil.
(2) Die Jacobi MatrixDF(y0) habe einen Eigenwert mit po-
sitivem Realteil. Dann ist die stationäre Lösung y(t;y0) =
y0 von (X.4.7) instabil.

Beispiel X.4.7. Betrachte das gedämpfte mathematische Pendel

ẍ+ 2αẋ+ λ sin x = 0

mit α > 0, λ > 0. Die zugehörige gDgl 1. Ordnung ist

ẋ = v

v̇ = −2αv − λ sin x.

Diese ist von der Form (X.4.7) mit

F(x, v) =

(
v

−λ sin x− 2αv

)
.

Die Nullstellen sind genau die Punkte

(xk, vk) = (kπ, 0), k ∈ N.
Die Jacobi Matrix ist

DF(xk, vk) =

(
0 1

−λ cosxk −2α

)
=

(
0 1

−(−1)kλ −2α

)
und hat die Eigenwerte −α±

√
α2 − λ(−1)k. Für gerades k sind beide

Eigenwerte negativ; für ungerades k ist ein Eigenwert positiv und einer
negativ. Mithin sind die Ruhepunkte zu geradem k asymptotisch stabil
und die zu ungeradem k instabil.

Beispiel X.4.8. Betrachte (X.4.7) mit n = 2 und

F(x, y) =

(
−x2 − y
−x+ y2

)
.

Aus

F(x, y) = 0
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folgt

x = y2

und

0 = −y4 − y
= −y(y3 + 1).

Also sind die Nullstellen

(0, 0) und (1,−1).

Für die Jacobi Matrix ergibt sich

DF(x, y) =

(
−2x −1
−1 2y

)
und somit

DF(0, 0) =

(
0 −1
−1 0

)
=⇒ Eigenwerte ± 1,

DF(1,−1) =

(
−2 −1
−1 −2

)
=⇒ Eigenwerte − 3,−1.

Also ist (0, 0) instabil und (1,−1) asymptotisch stabil.

Das folgende Beispiel zeigt, dass im Fall von rein imaginären Ei-
genwerten keine Aussage über die Stabilität von Ruhepunkten möglich
ist.

Beispiel X.4.9. Betrachte (X.4.7) mit n = 2 und

F(x, y) =

(
−y + x3

x+ y3

)
.

Der einzige Ruhepunkt ist y0 = (0, 0), und

DF(y0) =

(
0 −1
1 0

)
hat die Eigenwerte ±i. Sei u(t) eine Lösung von (X.4.7) zu einem An-
fangswert u0 6= (0, 0). Für

r(t)2 = ‖u(t)‖2 = u1(t)
2 + u2(t)

2

folgt dann

rṙ = u1u̇1 + u2u̇2

= u1(−u2 + u3
1) + u2(u1 + u3

2)

= u4
1 + u4

2

> 0.
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Also ist ṙ(t) > 0 und die Lösung läuft von y0 = (0, 0) weg, d.h., y0 ist
instabil.
Betrachte nun (X.4.7) mit n = 2 und

F(x, y) =

(
−y − x3

x− y3

)
.

Wieder ist y0 = (0, 0) der einzige Ruhepunkt, und

DF(y0) =

(
0 −1
1 0

)
hat wieder die Eigenwerte ±i. Für u(t) und r(t) wie oben folgt jetzt

rṙ = u1u̇1 + u2u̇2

= u1(−u2 − u3
1) + u2(u1 − u3

2)

= −u4
1 − u4

2

< 0.

Also ist ṙ(t) < 0 und die Lösung läuft in y0 hinein, d.h., y0 ist stabil.



KAPITEL XI

Stochastik I
Diskrete Modelle

XI.1. Modelle für Zufallsexperimente

XI.1.1. Endliche Wahrscheinlichkeitsräume. Wir betrachten
Zufallsexperimente mit endlich vielen möglichen Ausgängen. Diese wer-
den beschrieben durch eine endliche, nicht leere Menge Ω, deren Ele-
mente ω die Versuchsausgänge bezeichnen. Sie heißen Ergebnisse
oder Elementarereignisse. Ω heißt Ergebnismenge.

Die Teilmengen von Ω sind die Ereignisse, die in dem Modell in
Betracht gezogen werden. Genauer:

Wir identifizieren A ⊂ Ω mit dem Ereignis, dass ein ω ∈
A der beobachtete Versuchsausgang ist.

Dementsprechend bezeichnen A ∩ B bzw. A ∪ B die Ereignisse, dass
A und B bzw. A oder B eintreten. Die leere Menge ∅ heißt auch das
unmögliche Ereignis; Ω ist das sichere Ereignis.

Jedem Ereignis ordnen wir eine Wahrscheinlichkeit zu. Die Men-
ge aller möglichen Ereignisse ist die Potenzmenge P(Ω), d.h. die
Menge aller Teilmengen von Ω. Eine Abbildung P : P(Ω) → [0, 1]
heißt Wahrscheinlichkeitsverteilung oder Wahrscheinlich-
keitsmass, wenn sie folgende Eigenschaften hat:

P (Ω) = 1 (Normierung)

P (A) ≥ 0 für alle A

(Positivität)

P (A ∪B) = P (A) + P (B) für alle disjunkten A,B

(Additivität)

P (A) heißt die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A. Das Paar
(Ω, P ) heißt der dem Zufallsexperiment zugeordnete Wahrschein-
lichkeitsraum.

Beispiel XI.1.1. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit bestimmen,
dass die Summe der bei zwei Würfen eines Würfels erhaltenen Au-
genzahlen mindestens 10 ist. Wir können die Ergebnisse des Zufallsex-
perimentes

”
Zweimaliges Werfen eines Würfels“ durch die Paare (i, k)

409
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der beobachteten Augenzahlen beschreiben. Daher ist

Ω = {(i, k) : 1 ≤ i, k ≤ 6}.
Ω hat 36 Elemente. Aus Symmetriegründen ist es naheliegend, sie alle
als gleich wahrscheinlich zu betrachten. Jedes (i, k) hat also die Wahr-
scheinlichkeit 1

36
, Die Menge der Ergebnisse, für die die Summe i + k

mindestens 10 ist, ist

A = {(6, 6), (6, 5), (5, 6), (6, 4), (4, 6), (5, 5)}.
Da A genau 6 Elemente hat, ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit 6

36
= 1

6
.

Aus den obigen Eigenschaften eines Wahrscheinlichkeitsmaßes fol-
gen leicht weitere Eigenschaften. Für A,B,Ai ∈ P(Ω) gilt

P (Ω\A) = 1− P (A)

P (∅) = 0

A ⊂ B ⇒ P (A) ≤ P (B)

P (A\B) = P (A)− P (B)

und

P (
n⋃
i=1

Ai) =
n∑
i=1

P (Ai) falls A1, . . . , An paarweise disjunkt

P (
n⋃
i=1

Ai) ≤
n∑
i=1

P (Ai) für beliebige A1, . . . , An

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

Aus diesen Eigenschaften folgt insbesondere

P (A) =
∑
ω∈A

P ({ω}).

Die Wahrscheinlichkeit von A ist also die Summe der Wahrschein-
lichkeiten der Ergebnisse, bei denen A eintritt. P ist also eindeutig
bestimmt durch die Werte aller P ({ω}) mit ω ∈ Ω. Man schreibt
auch P (ω) statt P ({ω}). Die Abbildung ω 7→ P (ω) heißt Wahr-
scheinlichkeitsfunktion. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung kann
also auch durch Angabe der zugehörigen Wahrscheinlichkeitsfunktion
beschrieben werden. Offensichtlich gilt für jede Wahrscheinlichkeits-
funktion:

P (ω) ≥ 0 für alle ω ∈ Ω∑
ω∈Ω

P (ω) = 1.
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Ein besonders wichtiger Spezialfall einer Wahrscheinlichkeitsfunktion
ist die Gleichverteilung auf Ω, bei der alle Ergebnisse ω ∈ Ω gleich
wahrscheinlich sind. In diesem Fall wird (Ω, P ) als Laplacescher
Wahrscheinlichkeitsraum bezeichnet; das zugehörige Zufallsexpe-
riment heißt Laplace-Experiment. Offensichtlich gilt dann:

P (ω) =
1

card(Ω)
für alle ω ∈ Ω,

P (A) =
card(A)

card(Ω)
für alle A ⊂ Ω.

XI.1.2. Urnenmodelle. Viele Laplace-Experimente lassen sich
durch Urnenmodelle beschreiben. Dabei stellen wir uns vor, dass wir
aus einer Urne mit N Kugeln, die von 1 bis N nummeriert sind, suk-
zessive n Kugeln zufällig ziehen.

Offensichtlich sind zwei Arten des Ziehens zu unterscheiden:

(1) mit Rücklegen: Nach jedem Zug wird die gerade gezoge-
ne Kugel wieder in die Urne zurückgelegt; jede Kugel kann
mehrmals gezogen werden.

(2) ohne Rücklegen: eine gezogene Kugel wird nicht zurückge-
legt; jede Kugel kann nur einmal gezogen werden.

Ein Beispiel für (1) ist das mehrmalige Werfen eines Würfels; ein Bei-
spiel für (2) ist die Ziehung der Lottozahlen.

Man kann das Ergebnis der Folge der Ziehungen dadurch beschrei-
ben, dass man das n-Tupel (ω1, . . . , ωn) angibt, in dem ωi die Nummer
der im i-ten Zug gezogenen Kugel ist. Offensichtlich kann man hier
wiederum zwei Arten von Ziehen unterscheiden:

(i) mit Reihenfolge: Es kommt auf die Reihenfolge des Er-
scheinens an; (1, 2) und (2, 1) bezeichnen verschiedene Ergeb-
nisse.

(ii) ohne Reihenfolge: Es kommt nicht auf die Reihenfolge des
Erscheinens an; (1, 2) und (2, 1) bezeichnen gleiche Ergebnisse.

Ein Beispiel für (i) ist das Bestimmen einer Losnummer durch sukzes-
sives Ziehen ihrer Ziffern; ein Beispiel für (ii) ist wieder die Ziehung der
Lottozahlen.

Durch diese Unterscheidungen ergeben sich insgesamt vier verschie-
dene Ergebnismengen. Zu ihrer Beschreibung setzen wir

A = {1, 2, . . . , N}.
(I) Stichproben in Reihenfolge mit Rücklegen (1i):

ΩI = An,

card(ΩI) = Nn.
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(II) Stichproben in Reihenfolge ohne Rücklegen (2i):

ΩII = {(ω1, . . . , ωn) ∈ An : ωi 6= ωj für i 6= j}

card(ΩII) =
N !

(N − n)!

= N · (N − 1) · . . . · (N − n+ 1).

(III) Stichproben ohne Reihenfolge ohne Rücklegen (2ii):

ΩIII = {(ω1, . . . , ωn) ∈ An : ω1 < ω2 < . . . < ωn}

card(ΩIII) =

(
N

n

)
=

N !

(N − n)!n!
.

(IV) Stichproben ohne Reihenfolge mit Rücklegen (1ii):

ΩIV = {(ω1, . . . , ωn) ∈ An : ω1 ≤ ω2 ≤ . . . ≤ ωn}

card(ΩIV ) =

(
N + n− 1

n

)
.

Man kann diese Urnenmodelle auch alternativ wie folgt interpretieren:

Gefragt ist nach der Anzahl der Möglichkeiten, n Mur-
meln auf N Plätze zu verteilen. Dabei entspricht die
Nummer der Ziehung der Nummer der Murmel und die
Nummer der Kugel der Nummer des Platzes.

XI.1.3. Anwendungsbeispiele.

Beispiel XI.1.2. Es werden vier völlig gleich aussehende Würfel
gleichzeitig geworfen. Welches ist die Wahrscheinlichkeit p, dass die
vier erscheinenden Augenzahlen verschieden sind?
Da ein gleichzeitiger Wurf von vier Würfeln dem viermaligen Werfen
eines Würfels entspricht, handelt es sich um ein Experiment mit Rück-
legen. Da die Würfel nicht unterscheidbar sind, könnte man versucht
sein, ein Modell ohne Reihenfolge zu betrachten. Dies ist aber falsch:
Dem Resultat, dass die Augenzahlen 1, 2, 3 und 4 auftreten, entspricht
in diesem Modell nur ein Ergeignis, da es nicht auf die Reihenfolge
ankommt. Tatsächlich entsprechen diesem Resultat jedoch die 4! = 24
Permutationen der Menge {1, 2, 3, 4}. Das richtige Modell ist also das-
jenige mit Berücksichtigung der Reihenfolge. Daher sind alle möglichen
Fälle ΩI mit N = 6 und n = 4. Die günstigen Fälle (alle Augenzahlen
verschieden) sind ΩII mit N = 6 und n = 4. Daher ist die gesuchte
Wahrscheinlichkeit

p =
6!
2!

64

=
3 · 4 · 5 · 6

64
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=
5

18
.

Beispiel XI.1.3. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit p, dass min-
destens 2 von 25 Schülern einer Klasse am gleichen Tag Geburtstag
haben?
Als Ereignisraum können wir ΩI mit n = 25 und N = 365 wählen.
Das Ergebnis (ω1, . . . , ω25) bedeutet, dass Schüler Nummer 1 am ω1-
ten Tag Geburtstag hat, Schüler Nummer 2 am ω2-ten Tag usw. Das
interessierende Ereignis ist das Komplement des Ereignisses ΩII , das
alle Schüler an verschiedenen Tagen Geburtstag haben. Also ist

p = 1− P (ΩII).

Für P (ΩII) erhalten wir

P (ΩII) =

N !
(N−n)!

Nn

=
N

N
· N − 1

N
· N − 2

N
· . . . · N − n+ 1

N

= 1 · (1− 1

N
) · (1− 2

N
) · . . . · (1− n− 1

N
).

Wenn wir jeden Ausdruck (1 − k
N

) durch exp(− k
N

) approximieren, er-
halten wir

P (ΩII) ≈ exp

(
−

n−1∑
k=1

k

N

)

= exp

(
−n(n− 1)

2N

)
= exp

(
−600

730

)
≈ 0.44.

Damit ergibt sich p ≈ 0.56. Der exakte Wert ohne diese Approximation
ist p = 0.568.

Beispiel XI.1.4. Beim Zahlenlotto
”
6 aus 49“ werden n = 6 Kugeln

aus N = 49 Kugeln ohne Rücklegen gezogen. Dabei kommt es nicht auf
die Reihenfolge an. Also ist die Ereignismenge ΩIII mit

card(ΩIII) =

(
49

6

)
= 13983816.

Daher ist die Wahrscheinlichkeit p6 für
”
6 Richtige“

p6 =
1

card(ΩIII)

≈ 7.1511 · 10−8.
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Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit p4 für
”
genau 4 Richtige“?

Seien ω̃1, . . . ω̃6 die gezogenen Zahlen. Dann können wir die Menge
aller gesuchten Ergebnisse wie folgt erzeugen: Wir ziehen zunächst 4
Kugeln aus {ω̃1, . . . , ω̃6} und dann zwei Kugeln aus den 43 Kugeln
{1, . . . , 49}\{ω̃1, . . . , ω̃6}. Für das erste Ziehen haben wir(

6

4

)
= 15

Möglichkeiten, für das zweite Ziehen(
43

2

)
= 21 · 43 = 903

Möglichkeiten. Daher ist

p4 =
15 · 903

13983816

=
3 · 5 · 43

7 · 44 · 46 · 47
≈ 9.68619 · 10−4.

Analog kann man die Wahrscheinlichkeit p5 für
”
genau 5 Richtige“

berechnen. Die Wahrscheinlichkeit für
”
mindestens 4 Richtige“ ist dann

p4 + p5 + p6 ≈ 9.8714 · 10−4.

Beispiel XI.1.5. Auf wie viele Arten können sich zwei nicht unter-
scheidbare Spatzen auf vier Telegraphenleitungen verteilen?
Dies ist ΩIV mit N = 4 und n = 2. Dementsprechend gibt es(

5

2

)
= 10

Möglichkeiten.

XI.1.4. Die hypergeometrische Verteilung. In Beispiel XI.1.4
haben wir einen Spezialfall dieser wichtigen Verteilung kennen gelernt.
Für den allgemeinen Fall betrachten wir eine Urne, die S schwarze und
W weiße Kugeln enthält, insgesamt N = S + W Kugeln. Es werden
n ≤ S+W Kugeln ohne Zurücklegen gezogen. Die Wahrscheinlichkeit,
dass dabei s schwarze und w = n − s weiße Kugeln gezogen werden,
beträgt

h(s;n,N, S) =

(
S
s

)(
W
w

)(
S+W
n

) (0 ≤ s ≤ n).

Diese Verteilung heißt hypergeometrische Verteilung.

Beispiel XI.1.6. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass beim
Skatspiel ein Spieler genau 3 Asse erhält?
Dies entspricht obiger Situation mit S = 4 (Zahl aller Asse), W =
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28 (Zahler aller anderen Karten), s = 3 (Zahl der Asse des Spielers)
und n = 10 (Zahl der Karten des Spielers). Daher ist die gesuchte
Wahrscheinlichkeit

p =

(
4
3

)(
28
7

)(
32
10

)
=

4 · 22 · 8 · 9 · 10

32 · 31 · 30 · 29

=
66

899
≈ 7.34%.

Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Spieler 3 Asse erhält, ist
dreimal so groß, da keine zwei Spieler gleichzeitig drei Asse erhalten
können.

XI.1.5. Multinomialkoeffizienten. Die Binomialkoeffizienten(
n
k

)
beschreiben, auf wie viele Arten man eine Menge von n num-

merierten Kugeln so in zwei Gruppen einteilen kann, dass die erste
Gruppe k Kugeln enthält. Wie viele Möglichkeiten gibt es, die Zahlen
1, . . . , n so in r Gruppen einzuteilen, dass die erste Gruppe k1 Ele-
mente hat, die zweite k2 Elemente usw.? Dabei muss man natürlich
k1 + . . .+kr = n voraussetzen. Man kann zuerst auf

(
n
k1

)
Arten die ers-

te Gruppe auswählen, dann auf
(
n−k1
k2

)
Arten die zweite Gruppe usw.

Insgesamt erhält man(
n

k1

)
·
(
n− k1

k2

)
·
(
n− k1 − k2

k3

)
· . . . ·

(
n− k1 − . . .− kr−1

kr

)
=

n!

k1!k2! . . . kr!

Möglichkeiten. Diesen Ausdruck bezeichnet man als Multinomialko-
effizienten und kürzt ihn mit

(
n

k1,k2,...,kr

)
ab:(

n

k1, k2, . . . , kr

)
=

n!

k1!k2! . . . kr!
mit k1 + . . .+ kr = n.

Beispiel XI.1.7. 26 Schulkinder haben einen Fußball, vier Tennis-
schläger, ein Fußballfeld und einen Tennisplatz. Die Zahl der Eintei-
lungen in zwei Fußballmannschaften mit je 11 Spielern und in zwei
Tennisteams mit je 2 Spielern beträgt(

26

11, 11, 2, 2

)
=

26!

11!11!2!2!

= 2 · 5 · 12 · 13 · 14 · 15 · 17 · 19 · 23 · 26

≈ 6.327 · 1010.
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XI.1.6. Identitäten für Binomialkoeffizienten. Aus der Bino-
mischen Formel (vgl. Abschnitt I.2.8 (S. 23))

(x+ y)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn−k

ergibt sich durch Einsetzen von x = 1, y = 1 bzw. x = −1, y = 1 bzw.
durch Ableiten nach x und anschließendes Einsetzen von x = 1, y = 1:

n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n,

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
= 0,

n∑
k=1

k

(
n

k

)
= n2n−1.

In Abschnitt I.2.8 (S. 23) haben wir bereits die folgenden Iden-
titäten kennen gelernt:(

n

k

)
=

(
n

n− k

)
,(

n

k

)
=

(
n− 1

k

)
+

(
n− 1

k − 1

)
.

Da die Summe der Wahrscheinlichkeiten h(s;n,N, S) aus Abschnitt
XI.1.4 (S. 414) gleich 1 ist, ergibt sich schließlich

n∑
s=0

(
S

s

)(
W

n− s

)
=

(
S +W

n

)
mit n ≤ S +W.

XI.2. Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhängigkeit

XI.2.1. Definition bedingter Wahrscheinlichkeiten. Häufig
steht, bevor das Ergebnis eines Zufallsexperimentes bekannt ist, schon
die Information zur Verfügung, dass das Ergebnis zu einer gewissen
Teilmenge des Ereignisraumes gehört. Z.B. sieht ein Spieler beim Skat
seine eigenen Karten. Interessiert sich Spieler 1 für das Ereignis A, dass
Spieler 2 zwei Asse hat, so wird er zunächst seine eigenen Asse zählen.
Hat er selbst drei oder vier Asse, so ist für ihn die Wahrscheinlichkeit
von A natürlich 0; hat er maximal zwei Asse, so ist die Wahrschein-
lichkeit von A für ihn positiv.
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Für Laplace-Experimente ist der Ansatz für die Definition beding-
ter Wahrscheinlichkeiten sehr nahe liegend. Waren ursprünglich alle
Ergebnisse ω ∈ Ω gleich wahrscheinlich und erhält man nun die Infor-
mation, dass ω ∈ B liegt, so ordnen wir den Ergebnissen in Ω\B die
bedingte Wahrscheinlichkeit 0 zu und betrachten die Ergebnisse aus B
als gleich wahrscheinlich unter der bedingten Wahrscheinlichkeit. Dies
bedeutet, dass für A ⊂ Ω die bedingte Wahrscheinlichkeit von A bei
gegebenem B den Wert

P (A|B) =
card(A ∩B)

card(B)

erhält. Aus

P (A ∩B) =
card(A ∩B)

card(Ω)

und

P (B) =
card(B)

card(Ω)

ergibt sich daher in diesem Fall

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
.

Wir definieren nun auch für beliebige Wahrscheinlichkeitsräume (Ω, P )
und für beliebige Ereignisse B mit P (B) > 0 die bedingte Wahr-
scheinlichkeit P (A|B) von A bei gegebenem B durch diese Formel.

Beispiel XI.2.1. Aus einer Urne, die zwei schwarze und drei weiße
Kugeln enthält, werden nacheinander zwei Kugeln ohne Zurücklegen
gezogen. Wir interessieren uns für die bedingte Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses A, dass die zweite gezogene Kugel schwarz ist, bei gegebe-
nem Ereignis B, dass die erste gezogene Kugel weiß ist. Da nach dem
ersten Ziehen drei von vier Kugeln schwarz sind, sollte diese Wahr-
scheinlichkeit 3

4
betragen. Um die Richtigkeit unserer Definition nach-

zuprüfen, nummerieren wir die weißen Kugeln mit 1 und 2 und die
schwarzen Kugeln mit 3, 4 und 5. Dann haben die interessierenden
Ereignisse die Form

A ∩B = {(1, 3), (1, 4), (1, 5), (2, 3), (2, 4), (2, 5)},
B = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (2, 1), (2, 3), (2, 4), (2, 5)}.

Es ergibt sich

P (A|B) =
card(A ∩B)

card(B)
=

6

8
=

3

4
.
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XI.2.2. Eigenschaften. In der Praxis wird häufig nicht P (A|B)
aus P (A ∩B) und P (B) berechnet, sondern umgekehrt P (A ∩B) aus
P (A|B) und P (B). Aus der Definition von P (A|B) ergibt sich nämlich
die Produktformel für Wahrscheinlichkeiten

P (A ∩B) = P (B)P (A|B).

Beispiel XI.2.2. In Beispiel XI.2.1 können wir zur Berechnung von
P (A ∩B) wie folgt argumentieren: Da zu Beginn 2 von 5 Kugeln weiß
sind, ist P (B) = 2

5
. Da nach Eintreten von B 3 von 4 Kugeln schwarz

sind, ist P (A|B) = 3
4
. Also muss

P (A ∩B) =
2

5
· 3
4

=
3

10

sein.

Die obige Produktformel lässt sich wie folgt verallgemeinern: Sind
A1, . . . , Ak Ereignisse mit P (A1 ∩ . . . ∩ Ak) > 0, so ist

P (A1∩. . .∩Ak) = P (A1)·P (A2|A1)·. . .·P (Ak|A1∩. . .∩Ak−1).

Beispiel XI.2.3. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit bestimmen,
dass beim Skat jeder der drei Spieler genau ein Ass hat. Bezeichne
dazu mit Ai das Ereignis, dass Spieler i genau ein Ass erhält. Aus
Symmetriegründen können wir annehmen, dass Spieler 1 die ersten 10
ausgeteilten Karten erhält, Spieler 2 die nächsten 10, dann Spieler 3
zehn, und die letzten 2 Karten in den Stock kommen. Dann ist die
gesuchte Wahrscheinlichkeit

P (A1 ∩ A2 ∩ A3) = P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1 ∩ A2).

Es ist

P (A1) =

(
4
1

)(
28
9

)(
32
10

) .

Da nach Austeilen der Karten an Spieler 1 noch 22 Karten incl. 3 Asse
zu verteilen sind, ist

P (A2|A1) =

(
3
1

)(
19
9

)(
22
10

) .

Analog ist

P (A3|A1 ∩ A2) =

(
2
1

)(
10
9

)(
12
10

) .
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Damit ergibt sich

P (A1 ∩ A2 ∩ A3) =
50

899
≈ 5.56%.

Folgende Eigenschaften bedingter Wahrscheinlichkeiten sind sehr
nützlich:

(1) Sei P (B) > 0. Durch PB(A) = P (A|B) wird ein
Wahrscheinlichkeitsmaß auf Ω definiert. Ist A ⊂
Ω\B oder P (A) = 0, so ist P (A|B) = 0.

(2) (Formel von der totalen Wahrscheinlich-
keit) SindB1, B2, . . . paarweise disjunkte Teilmen-
gen von Ω, deren Vereinigung Ω ist, so gilt für jedes
Ereignis A

P (A) =
∑
k

P (Bk)P (A|Bk).

(3) (Formel von Bayes) Ist P (A) > 0 und gelten
die Voraussetzungen von (2), so gilt für jedes i

P (Bi|A) =
P (Bi)P (A|Bi)∑
k P (Bk)P (A|Bk)

.

(4) Ist C die Vereinigung der paarweise disjunkten Er-
eignisse C1, C2, . . .mit P (Ci) > 0 für alle i und sind
die P (A|Ci) alle gleich, so ist P (A|C) = P (A|C1).

Beispiel XI.2.4. Wir greifen Beispiel XI.2.1 (S. 417) auf. Wie groß
ist die Wahrscheinlichkeit für das Ereignis C, dass beide ohne Zurück-
legen gezogenen Kugeln die gleiche Farbe haben?
Sei B1 das Ereignis, dass die erste gezogene Kugel weiß ist, und B2

das Ereignis, dass sie schwarz ist. Wenn die erste gezogene Kugel weiß
ist, ist beim zweiten Zug nur eine von vier Kugeln weiß. Damit ist
P (C|B1) = 1

4
. Analog ergibt sich P (C|B2) = 1

2
. Wegen P (B1) = 2

5
und

P (B2) = 3
5

ergibt sich mit der Formel von der totalen Wahrscheinlich-
keit

P (C) = P (B1)P (C|B1) + P (B2)P (C|B2)

=
2

5
· 1
4

+
3

5
· 1
2

=
4

10

=
2

5
.
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Beispiel XI.2.5. Eine Krankheit komme bei ca. 0.5% der Bevölke-
rung vor. Ein Test zur Erkennung der Krankheit führt bei 99% der
Kranken zu einer Reaktion, aber auch bei 2% der Gesunden. Wie groß
ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person, bei der die Reaktion auf-
tritt, tatsächlich krank ist?
Zur Lösung denken wir uns die Bevölkerung von 1 bis N nummeriert.
B1 sei die Menge der Kranken und B2 diejenige der Gesunden. Al-
so ist card(B1) ≈ 0.005N und card(B2) ≈ 0.995N . A bezeichne die
Menge der Personen, bei denen der Test zur Reaktion führt. Dann ist
card(A ∩ B1) ≈ 0.99 card(B1) und card(A ∩ B2) ≈ 0.02 card(B2). Ge-
sucht ist P (B1|A).
Wir wenden die Formel von Bayes an und ordnen jeder Person bei
zufälliger Auswahl die Wahrscheinlichkeit 1

N
zu. Dann ist

P (B1) = 0.005,

P (B2) = 0.995,

P (A ∩B1) = 0.99 · 0.005,

P (A ∩B2) = 0.02 · 0.995.

Damit ergibt sich mit der Formel von Bayes

P (B1|A) =
P (A ∩B1)

P (A)

=
0.99 · 0.005

0.99 · 0.005 + 0.02 · 0.995

=
495

2485
≈ 0.2.

Von allen Personen, bei denen der Test eine Reaktion zeigt, sind also
nur 20% tatsächlich erkrankt.

XI.2.3. Unabhängigkeit. Zwei Ereignisse A und B heißen un-
abhängig, wenn P (A ∩ B) = P (A)P (B) ist. Ist P (B) > 0, ist dies
äquivalent zu P (A) = P (A|B).

Unabhängigkeit von A und B drückt aus, dass A und B wahrschein-
lichkeitstheoretisch in dem Sinn keinerlei Einfluss aufeinander haben,
dass die Information

”
B tritt ein“ keinen Einfluss auf die Wahrschein-

lichkeit von A hat. Dies muss man deutlich von der realen Beeinflussung
unterscheiden.

Beispiel XI.2.6. Wir werfen einen Würfel zweimal. Sei A das Er-
eignis, dass die Summe der beiden Augenzahlen gerade ist, und B das
Ereignis, dass die zweite Augenzahl gerade ist. Offensichtlich ist

P (A) = P (B) =
1

2
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und

P (A ∩B) =
1

4
= P (A)P (B).

Also sind die beiden Ereignisse unabhängig, obwohl B mitbestimmt,
ob A eintritt.

Wir müssen den Begriff der Unabhängigkeit auf Familien von Er-
eignissen übertragen. Dazu sagen wir, dass für die endliche Familie
{Ai : i ∈ J} von Ereignissen die Produktformel gilt, wenn

P (
⋂
i∈J

Ai) =
∏
i∈J

P (Ai)

ist. Eine beliebige Familie {Ai : i ∈ J} von Ereignissen heißt un-
abhängig, wenn für jede endliche Teilfamilie die Produktformel gilt.

Damit ergeben sich folgende Eigenschaften:

(1) Jede Teilfamilie einer unabhängigen Familie von
Ereignissen ist unabhängig. Eine Familie ist genau
dann unabhängig, wenn jede endliche Teilfamilie
unabhängig ist.

(2) Ist {Ai : i ∈ J} eine Familie unabhängiger Er-
eignisse, k ein nicht zu J gehörender Index und
P (Ak) = 0 oder P (Ak) = 1, so ist auch {Ai : i ∈
J ∪ {k}} unabhängig.

(3) Ist {Ai : i ∈ J} unabhängig und Bi für jedes i eines
der Ereignisse Ai, Ω\Ai, ∅ oder Ω, so ist {Bi : i ∈
J} unabhängig.

(4) Ist J = {1, . . . , n} endlich, so ist {Ai : i ∈ J}
genau dann unabhängig, wenn für jede Wahl von
Bi ∈ {Ai,Ω\Ai} die Produktformel für B1, . . . , Bn

gilt.

XI.2.4. Produktexperimente. Wir nehmen an, dass wir schon
Modelle (Ω1, P1), . . . , (Ωn, Pn) für gewisse Zufallsexperimente kennen,
und wollen nun ein Modell für das Experiment konstruieren, das in der
unabhängigen Hintereinanderausführung aller dieser Teilexperimente
besteht. Dazu liegt es nahe, als Ereignisraum das kartesische Produkt

Ω1 × . . .× Ωn = {ω = (ω1, . . . , ωn) : ωi ∈ Ωi, 1 ≤ i ≤ n}
zu wählen und als Wahrscheinlichkeitsfunktion

P (ω) = P1(ω1) · . . . · Pn(ωn).
Man bezeichnet (Ω, P ) als Produkt der Wahrscheinlichkeits-
räume (Ωi, Pi) und schreibt

Ω = Ω1 × . . .× Ωn,
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P = P1 × . . .× Pn.
Ist Ai ein Ereignis im i-ten Experiment, so bezeichnet das kartesische
Produkt A1 × . . .× An das Ereignis in Ω, dass für alle i im i-ten Teil-
experiment Ai eintritt. Die Wahrscheinlichkeit für dieses Ereignis ist

P (A1 × . . .× An) = P (A1) · . . . · P (An).

XI.2.5. Binomialverteilung. Wir betrachten ein Experiment,
das in der unabhängigen n-fachen Wiederholung eines Einzelexperi-
mentes mit nur zwei verschiedenen möglichen Ausgängen besteht. Wir
bezeichnen diese beiden Ausgänge mit 0 und 1. Dann ist Ωi = {0, 1}
und Ω = {0, 1}n. Da die Teilexperimente Wiederholungen des gleichen
Experimentes sind, sollen in allen Teilexperimenten die gleichen Wahr-
scheinlichkeiten auftreten. p = Pi(1) soll also nicht von i abhängen. p
heißt oft Erfolgswahrscheinlichkeit. Natürlich ist dann Pi(0) =
1 − p. Dann ist im Produktmodell P (ω) = pk(1 − p)n−k, wenn k die
Anzahl der Einsen in ω ist. Ein Experiment dieser Form nennt man
Bernoulli-Experiment und P heißt Bernoulli-Verteilung.

Das Ereignis, dass insgesamt k Einsen auftreten wird durch

Ek = {ω ∈ Ω :
n∑
i=1

ωi = k}

beschrieben. Die Zahl der Elemente von Ek ist gleich der Zahl der
Möglichkeiten, die k Zeitpunkte in {1, . . . , n} festzulegen, an denen die
Einsen auftreten, also

(
n
k

)
. Es folgt

P (Ek) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

Die Terme

bn,p(k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k mit 0 ≤ k ≤ n

bestimmen die Wahrscheinlichkeitsverteilung. Sie sind nicht negativ
und haben die Summe 1. Man nennt sie Binomialverteilung mit
Parametern n und p oder kurz bn,p-Verteilung.

Beispiel XI.2.7. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, bei 10 Wür-
fen eines Würfels 3 Sechsen zu erhalten?
Wir können die gewofenen Sechsen als Erfolge auffassen und ihnen den
Wert 1 zuordnen; die anderen Ergebnisse sind Misserfolge und erhalten
den Wert 0. Dann ist p = 1

6
. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist(

10

3

)(
1

6

)3(
5

6

)7

≈ 15.5%.
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Beispiel XI.2.8. Die Wahrscheinlichkeit für die Geburt eines Jun-
gen sei p = 0.51. Aufeinanderfolgende Geburten seien unabhängig.
Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Familie mit 4 Kindern 2
Jungen und 2 Mädchen vorkommen, gleich(

4

2

)
0.5120.492 ≈ 37.47%.

XI.2.6. Multinomialverteilung. Hier hat man wieder n unab-
hängige, identische Teilversuche, aber jeder Teilversuch hat nun r mög-
liche Ausgänge. Die Teilexperimente sind beschreibbar durch Pi(j) =
pj, j = 1, . . . , r, wobei die Wahrscheinlichkeiten p1, . . . , pr beliebig vor-
gegeben sind mit pj ≥ 0, j = 1, . . . , r, und p1 + . . . + pr = 1. Die
Wahrscheinlichkeit, in den n Teilversuchen k1-mal das Ergebnis 1, k2-
mal das Ergebnis 2 usw. zu erreichen, ist(

n

k1, . . . , kr

)
pk11 · . . . · pkr

r .

XI.2.7. Geometrische Verteilung. Die Wahrscheinlichkeit,
dass in einem Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p der
erste Erfolg genau im k-ten Versuch eintritt, ist p(1−p)k−1, k ≥ 1. Man
k als Ergebnis eines Experimentes auffassen, das darin besteht, zu be-
obachten, wann in einer Folge von Bernoulli-Experimenten der erste
Erfolg eintritt. Die zugehörige Ereignismenge ist dann Ω = N\{0}. Die
zugehörige Wahrscheinlichkeitsfunktion ist P (k) = p(1 − p)k−1. Die
hierdurch definierte Verteilung heißt geometrische Verteilung.
Man beachte, dass im Gegensatz zu allen bisherigen Beispielen der
Ereignisraum jetzt nicht mehr endlich ist.

XI.2.8. Negative Binomialverteilung. Dies ist eine Verallge-
meinerung der geometrischen Verteilung. Sei f(k; r, p) die Wahrschein-
lichkeit, dass bei n ≥ r + k Bernoulli-Experimenten mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit p genau k Misserfolge dem r-ten Erfolg vorangehen. Man
kann nachrechnen, dass

f(k; r, p) =

(
k + r − 1

k

)
pr(1− p)k

ist. Die hierdurch bei festem r auf Ω = N definierte Verteilung nennt
man negative Binomialverteilung oder Pascal-Verteilung.

XI.3. Zufallsvariable, Erwartungswert, Varianz

XI.3.1. Zufallsvariable. Sei (Ω, P ) ein endlicher Wahrscheinlich-
keitsraum und X eine beliebige Menge. Eine Abbildung X : Ω → X
heißt (X -wertige) Zufallsvariable.

Bemerkung XI.3.1. Da Ω endlich ist, ist die Bildmenge X(Ω) =
{X(ω) : ω ∈ Ω} einer Zufallsvariablen X auf Ω stets endlich.
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Beispiel XI.3.2. Vor einer Wahl werden zufällig ausgewählte Bür-
ger gefragt, welche Partei sie wählen wollen. Hier ist Ω die Menge der
Bürger, P die Gleichverteilung auf Ω, X die Menge der wählbaren Par-
teien vereinigt mit der

”
Partei“ der Nichtwähler und X(ω) die Partei,

die Bürger ω angeblich wählen will.

Beispiel XI.3.3. Wir interessieren uns für die Summe der Augen-
zahlen beim Würfeln mit zwei Würfeln. Hier ist Ω = {(i, j) : 1 ≤ i, j ≤
6}, P die Gleichverteilung auf Ω, X = {2, . . . , 12} und X((i, j)) = i+j.

An Zufallsvariablen interessiert uns vor allem ihre Verteilungsfunk-
tion. Diese gibt an, wie wahrscheinlich die einzelnen Ergebnisse von
X sind. Genauer versteht man unter der Verteilungsfunktion von
X : Ω → X das Wahrscheinlichkeitsmaß PX auf XX = X(Ω), das
definiert ist durch

PX(x) = P ({ω ∈ Ω : X(ω) = x}) mit x ∈ XX .

PX(x) ist also die Wahrscheinlichkeit, dass X den Wert x annimmt.
Die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen X kann durch ein

Stabdiagramm veranschaulicht werden. Dazu erstellt man zunächst
eine Liste der möglichen Werte xk ∈ X von X, berechnet für jedes xk
die Wahrscheinlichkeit PX(xk) und zeichnet dann senkrecht über den
Punkten xk der x-Achse Striche der Länge PX(xk).

Beispiel XI.3.4. Die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen aus
Beispiel XI.3.3 ist durch Tabelle XI.3.1 bestimmt. Das zugehörige Stab-
diagramm ist in Abbildung XI.3.1 wiedergegeben.

Tabelle XI.3.1. Verteilungsfunktion der Zufallsvaria-
blen aus Beispiel XI.3.3

xk 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

PX(xk)
1
36

2
36

3
36

4
36

5
36

6
36

5
36

4
36

3
36

2
36

1
36

XI.3.2. Gemeinsame Verteilung mehrerer Zufallsvariabler.
Sind auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω, P ) mehrere Zufallsvaria-
ble X1, . . . , Xn mit evtl. verschiedenen Wertebereichen X1, . . . ,Xn de-
finiert, kann man sie zu einer einzigen Zufallsvariablen X mit Werte-
bereich

X = X1 × . . .×Xn
zusammenfassen, indem man

X(ω) = (X1(ω), . . . , Xn(ω))

setzt. Die Verteilungsfunktion von X nennt man die gemeinsame
Verteilungsfunktion von X1, . . . , Xn.
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Abbildung XI.3.1. Stabdiagramm der Zufallsvaria-
blen aus Beispiel XI.3.3

Beispiel XI.3.5. Wir betrachten die Bernoulli-Verteilung P zu
p ∈ (0, 1) auf Ω = {0, 1}n (vgl. Abschnitt XI.2.5 (S. 422)). Für ω ∈ Ω
sei

S(ω) = ω1 + . . .+ ωn

die Zahl der Erfolge. Für ω mit S(ω) ≥ 1 setzen wir

N(ω) = min{j ≥ 1 : ωj = 1}.
Dies ist die Wartezeit bis zum ersten Erfolg. Ist S(ω) = 0, setzen wir
N(ω) = n + 1. S und N sind zwei Zufallsvariable auf (Ω, P ). Ihre
gemeinsame Verteilung wird beschrieben durch die Angabe der Wahr-
scheinlichkeiten

p(k, h) = P (S = k,N = h)

mit 0 ≤ k ≤ n und 1 ≤ h ≤ n + 1. Wir wollen diese Verteilung
bestimmen.
Offenbar ist

p(0, n+ 1) = (1− p)n

und

p(0, h) = 0

für 1 ≤ h ≤ n. Ist S(ω) = k ≥ 1 und N(ω) = h, so muss gelten
ωi = 0 für i < h und ωh = 1, und es müssen genau k − 1 Einsen unter
ωh+1, . . . , ωn vorkommen. Es gibt

(
n−h
k−1

)
solche Elemente, und jedes hat

die Wahrscheinlichkeit pk(1− p)n−k. Also ist

p(k, h) =

(
n− h
k − 1

)
pk(1− p)n−k

für k ≥ 1. Ist k − 1 > n − h, so gibt es kein solches ω, und es ist(
n−h
k−1

)
= 0. Die obige Formel bleibt also richtig.
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XI.3.3. Unabhängigkeit. Sei (Ω, P ) ein endlicher Wahrschein-
lichkeitsraum. Eine Familie Xi, i ∈ I, von Zufallsvariablen Xi : Ω→ Xi
heißt unabhängig, wenn für jede Wahl von Ai ⊂ Xi, i ∈ I, die Ereig-
nisse {Xi ∈ Ai}, i ∈ I, unabhängig sind.

Sei nun X1, . . . , Xn eine unabhängige Familie von Zufallsvariablen.
Dann gilt gemäß Abschnitt XI.2.3 (S. 420) speziell für alle (x1, . . . , xn)
∈ X = X1 × . . .×Xn

P (X1 = x1, . . . , Xn = xn) =
n∏
i=1

P (Xi = xi).

Die gemeinsame Verteilung von X1, . . . , Xn ist also das Produkt der
Verteilungen der Xi.

Die Unabhängigkeit von Zufallsvariablen bleibt unter der Kompo-
sition von Abbildungen erhalten: Sind Xi, i ∈ I, unabhängige Zufalls-
variable und Fi : Xi → Yi beliebige Abbildungen mit beliebigen Werte-
bereichen, so sind die Zufallsvariablen Fi ◦Xi, i ∈ I, auch unabhängig.

XI.3.4. Erwartungswert. Sei (Ω, P ) ein endlicher Wahrschein-
lichkeitsraum und X eine reellwertige Zufallsvariable auf Ω. Dann ist
der Erwartungswert von X definiert durch

EX = E(X) =
∑
ω∈Ω

X(ω)P (ω).

Beispiel XI.3.6. Für die Zufallsvariable
”
Summe der Augenzahlen

beim Werfen von zwei Würfeln“ aus Beispiel XI.3.4 erhalten wir den
Erwartungswert

EX =
1

36
{1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + 4 · 5 + 5 · 6 + 6 · 7

+ 5 · 8 + 4 · 9 + 3 · 10 + 2 · 11 + 1 · 12}

=
252

36
= 7.

Sind X, Y reellwertige Zufallsvariable auf Ω und ist λ ∈ R, so gilt

E(λX) = λE(X)

E(X + Y ) = E(X) + E(Y )

X,Y unabhängig =⇒ E(XY ) = E(X)E(Y ).
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Die ersten beiden Eigenschaften folgen direkt aus der Definition des
Erwartungswertes. Zur Nachweis der dritten Eigenschaft bezeichnen
wir mit xi, i ∈ I, und yj, j ∈ J , die (endlich vielen!) möglichen Werte
von X bzw. Y . Dann folgt mit dem vorigen Abschnitt

E(XY ) =
∑
ω∈Ω

X(ω)Y (ω)P (ω)

=
∑
i∈I

∑
j∈J

xiyj P (X = xi, Y = yj)︸ ︷︷ ︸
P (X=xi)P (Y=yj)

=
∑
i∈I

∑
j∈J

xiyjP (X = xi)P (Y = yj)

=

{∑
i∈I

xiP (X = xi)

}{∑
j∈J

yjP (Y = yj)

}
= E(X)E(Y ).

Beispiel XI.3.7 (Erwartungswert der Binomialvertei-
lung). Für die Zufallsvariable S aus Beispiel XI.3.5 erhalten wir

E(S) =
n∑
k=0

k P (S = k)︸ ︷︷ ︸
=(n

k)pk(1−p)n−k

=
n∑
k=0

k

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

=
n∑
k=1

k

(
n

k

)
︸ ︷︷ ︸
=n(n−1

k−1)

pk(1− p)n−k

=
n∑
k=1

n

(
n− 1

k − 1

)
ppk−1(1− p)(n−1)−(k−1)

= np
n−1∑
`=0

(
n− 1

`

)
p`(1− p)n−1−`

= np.

Das gleiche Ergebnis erhalten wir einfacher mit folgendem
”
Trick“, der

auch in anderen Situationen hilfreich ist: Definiere die Zufallsvariablen
S1, . . . , Sn durch die Vorschrift Si(ω) = 1, falls das i-te Teilexperiment
ein Erfolg ist, Si(ω) = 0 sonst. Dann ist S = S1 + . . .+ Sn. Für jedes i
ist aber offensichtlich E(Si) = p. Daher ist

E(S) =
n∑
i=1

E(Si) = np.
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Beispiel XI.3.8 (Erwartungswert der hypergeometri-
schen Verteilung). In einer Urne befinden sich S schwarze und W
weiße Kugeln, insgesamt N = S+W Kugeln. Wir ziehen daraus n ≤ N
Kugeln ohne Zurücklegen (vgl. Abschnitt XI.1.4 (S. 414)). Die Zufalls-
variable X sei die Zahl der dabei gezogenen schwarzen Kugeln. Um
E(X) zu berechnen, bezeichnen wir mit Xi die Zufallsvariable, die den
Wert 1 liefert, wenn im i-ten Zug eine schwarze Kugel gezogen wird,
und die sonst den Wert 0 gibt. Dann ist X = X1 + . . . + Xn, und für
jedes i gilt E(Xi) = S

N
. Damit folgt

E(X) = n
S

N
.

XI.3.5. Varianz und Kovarianz. SeienX und Y zwei reellwerti-
ge Zufallsvariable auf einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum (Ω, P ).
Die Varianz von X ist definiert durch

Var(X) = E((X −E(X))2).

Die Größe

σX =
√

Var(X)

heißt die Streuung oder Standardabweichung von X.
Die Kovarianz von X und Y ist definiert durch

Cov(X, Y ) = E((X −E(X))(Y −E(Y ))).

Die Größe

ρXY =
Cov(X, Y )

σXσY

heißt der Korrelationskoeffizient von X und Y . Die Zufallsva-
riablen X und Y heißen unkorreliert, wenn Cov(X, Y ) = 0 ist.

Die Varianz ist ein Maß für die Streuung einer Zufallsvariablen
um den Erwartungswert EX, der ein Maß für den Mittelwert ist. Ist
EX = 0 und haben die Werte x1, . . . , xn von X alle die gleiche Wahr-
scheinlichkeit 1

n
, so ist

σX =

√
1

n

∑
x2
i .

Bis auf den Skalierungsfaktor 1√
n

ist also σX der Euklidische Abstand

des Punktes (x1, . . . , xn) vom Ursprung.
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Eine positive Kovarianz von X und Y bedeutet, dassX die Tendenz
hat, dort groß zu sein, wo auch Y groß ist.

Sind X, Y , Xi reellwertige Zufallsvariable und a, b, c, d reelle Zah-
len, so gelten folgende Eigenschaften:

Var(X) = E(X2)− E(X)2

Var(aX + b) = a2 Var(X)

Cov(X, Y ) = E(XY )− E(X)E(Y )

Cov(aX + b, cY + d) = acCov(X, Y )

Cov(X, Y ) = Cov(Y,X)

|Cov(X, Y )| ≤ σXσY

Var(
n∑
i=1

Xi) =
n∑
i=1

Var(Xi) +
∑
i6=j

Cov(Xi, Xj)

X, Y unabhängig =⇒ Cov(X,Y ) = 0

X1, . . . , Xn unabhängig =⇒ Var(
n∑
i=1

Xi) =
n∑
i=1

Var(Xi)

Zum Nachweis dieser Eigenschaften beginnen wir mit der dritten.
Da der Erwartungswert einer konstanten Zufallsvariablen diese Kon-
stante ist, erhalten wir

Cov(X, Y ) = E((X − E(X))(Y − E(Y )))

= E(XY −XE(Y )− Y E(X) + E(X)E(Y ))

= E(XY )− E(XE(Y ))− E(Y E(X)) + E(E(X)E(Y ))

= E(XY )− E(X)E(Y )− E(X)E(Y ) + E(X)E(Y )

= E(XY )− E(X)E(Y ).

Die erste Eigenschaft ist der Spezialfall X = Y der dritten Eigenschaft.
Aus der dritten Eigenschaft folgt Cov(X,Y ) = 0, wenn eine der Zu-
fallsvariablen X oder Y konstant ist. Aus der Definition der Kovarianz
folgt zudem, dass die Abbildung X, Y 7→ Cov(X, Y ) bilinear ist. Damit
folgt

Cov(aX + b, cY + d) = Cov(aX, cY ) + Cov(aX, d)

+ Cov(b, cY ) + Cov(b, d)

= acCov(X,Y ).

Die zweite Eigenschaft ist der Spezialfall X = Y , a = c der soeben
bewiesenen vierten Eigenschaft.
Die fünfte Eigenschaft folgt direkt aus der Definition.
Die sechste Eigenschaft ist eine Konsequenz der Cauchy-Schwarzschen



430 XI. STOCHASTIK I

Ungleichung (vgl. Abschnitt II.6.6 (S. 107)).
Zum Nachweis der siebten Eigenschaft setze X i = Xi − E(Xi). Dann
folgt

Var(
n∑
i=1

Xi) = E((
n∑
i=1

X i)
2)

= E(
n∑
i=1

X
2

i +
∑
i6=j

X iXj)

=
n∑
i=1

E(X
2

i ) +
∑
i6=j

E(X iXj)

=
n∑
i=1

Var(Xi) +
∑
i6=j

Cov(Xi, Xj).

Sind X und Y unabhängig, so auch X −E(X) und Y −E(Y ). Damit
folgt die achte Eigenschaft:

Cov(X, Y ) = E((X − E(X))(Y − E(Y )))

= E(X − E(X))E(Y − E(Y )) (wg. Unabhängigkeit)

= 0.

Die letzte Eigenschaft schließlich folgt aus der siebten und achten Iden-
tität.

Beispiel XI.3.9 (Varianz der Binomialverteilung). Wir be-
trachten die Zufallsvariable S aus Beispiel XI.3.5 (S. 425) und definie-
ren die Zufallsvariablen Si wie in Beispiel XI.3.7 (S. 427). Da sich Si
nur auf das i-te Teilexperiment bezieht und die Teilexperimente un-
abhängig sind, sind die Si unabhängig. Daher ist

Var(S) = Var(S1 + . . .+ Sn)

= Var(S1) + . . .+ Var(Sn)

= nVar(S1),

da jedes Si die gleiche Varianz hat. Weiter ist

Var(S1) = E(S2
1)− E(S1)

2

= p− p2

= p(1− p).

Insgesamt folgt

Var(S) = np(1− p).
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Beispiel XI.3.10 (Varianz der hypergeometrischen Ver-
teilung). Wir betrachten die Zufallsvariablen X und X1, . . . , Xn aus
Beispiel XI.3.8 (S. 428). Setze p = S

N
. AlleXi haben die gleiche Varianz:

Var(Xi) = Var(X1)

= E(X2
1 )− E(X1)

2

= p− p2

= p(1− p).

Ebenso gilt aus Symmetriegründen für alle i 6= j

Cov(Xi, Xj) = Cov(X1, X2)

= E(X1X2)− E(X1)E(X2).

Weiter ist

E(X1X2) = P ({X1 = 1} ∩ {X2 = 1})
= P ({X1 = 1})P ({X2 = 1}|{X1 = 1})

=
S

N

S − 1

N − 1

= p
S − 1

N − 1
.

Damit folgt

Cov(Xi, Xj) = p
S − 1

N − 1
− p2

= p(
S − 1

N − 1
− p)

für i 6= j und

Var(X) =
n∑
i=1

Var(Xi) +
∑
i6=j

Cov(Xi, Xj)

= np(1− p) + (n2 − n)p (
S − 1

N − 1
− p)︸ ︷︷ ︸

= S−1
N−1

− S
N

= S−N
N(N−1)

= np(1− p) + n(n− 1)p
S −N

N(N − 1)︸ ︷︷ ︸
= 1

N−1
(p−1)

= np(1− p)(1− n− 1

N − 1
)

= np(1− p)N − n
N − 1

.

Tabelle XI.3.2 fasst die Ergebnisse der vorigen Beispiele zusammen.
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Tabelle XI.3.2. Erwartungswert und Varianz einiger Verteilungen

Verteilung Erwartungswert Varianz
binomial np np(1− p)

hypergeometrisch
h(s;n,N, S), p = S

N
np np(1− p)N−n

N−1

XI.3.6. Das schwache Gesetz der großen Zahlen. Seien X1,
. . . , Xn unabhängige, reellwertige Zufallsvariable mit gleichem Erwar-
tungswert und Var(Xi) ≤M für alle i. Dann gilt für alle ε > 0:

Schwaches Gesetz der großen Zahlen:

P

(
| 1
n

(X1 + . . .+Xn)− E(X1)| ≥ ε

)
≤ M

ε2n
−→
n→∞

0.

Es besagt, dass bei immer häufigerer, unabhängiger Wiederholung
eines Experimentes das Ergebnis im Mittel fast sicher gleich dem Er-
wartungswert ist.

Beispiel XI.3.11. Für die Zufallsvariablen S und S1, . . . , Sn des
Bernoulli-Experimentes aus den Beispielen XI.3.5 (S. 425) und XI.3.9
haben wir für alle i

E(Si) = p,

Var(Si) = p(1− p) ≤ 1

4
.

hn = 1
n
S ist die relative Häufigkeit, mit der ein Erfolg eintritt. Die

Wahrscheinlichkeit, dass diese relative Häufigkeit um mehr als ε von
dem Erwartungswert p abweicht, ist

P (|hn − p| ≥ ε) ≤ 1

4ε2n
.

Beispiel XI.3.12. Wir betrachten ein für uns vorteilhaftes Spiel,
bei dem wir auf Dauer fast sicher verlieren.
Die Spielregeln lauten:

• Der Anfangseinsatz beträgt 1 Euro.
• Es wird immer wieder eine Münze geworfen. Fällt Zahl geht

die Hälfte des aktuellen Einsatzes verloren, fällt Kopf gewinnen
wir 2

3
des aktuellen Einsatzes hinzu.

Da der Gewinn höher ist als der Verlust, ist dieses Spiel vorteilhaft für
uns. Dennoch werden wir auf Dauer fast sicher verlieren.
Um dies einzusehen, bezeichnen wir mit Xn−1 den Einsatz vor dem
n-ten Wurf, n ≥ 1. Dann ist X0 = 1 Euro und Xn = 1

2
Xn−1, wenn

im n-ten Wurf Zahl kommt, und Xn = 5
3
Xn−1, wenn im n-ten Wurf

Kopf fällt. Setze Yn = 1
2
, falls im n-ten Wurf Zahl kommt, und Yn = 5

3
,
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falls im n-ten Wurf Kopf fällt. Dann ist Xn = Y1 · . . . · Yn. Die Yi sind
unabhängig. Es ist

E(Yi) =
1

2
· 1
2

+
1

2
· 5
3

=
13

12
> 1.

Daher ist

E(Xn) =
n∏
i=1

E(Yi)

=

(
13

12

)n
−→
n→∞

∞.

Setze

µ = E(log Yi).

Dann ist

µ =
1

2
log(

1

2
) +

1

2
log(

5

3
)

<
1

2
log(

1

2
) +

1

2
log(2)

= 0.

Mit ε = 1
2
|µ| = −1

2
µ gilt nach dem schwachen Gesetz der großen Zahlen

P

(
| 1
n

(log(Y1) + . . .+ log(Yn))− µ| ≤ ε

)
−→
n→∞

1.

Wegen
log(Xn) = log(Y1) + . . .+ log(Yn)

und {
| 1
n

log(Xn)− µ| ≤ −
µ

2

}
⊂
{

1

n
log(Xn) ≤

µ

2

}
folgt

P (
1

n
log(Xn) ≤

µ

2
) −→
n→∞

1.

Für große n gilt also mit einer Wahrscheinlichkeit nahe bei 1

Xn ≤ en
µ
2 .

Wegen µ < 0 strebt dieser Ausdruck exponentiell schnell gegen Null.
Dieses scheinbar paradoxe Verhalten liegt daran, dass man mit sehr
kleiner Wahrscheinlichkeit sehr große Gewinne machen kann.
Wir können uns das Ergebnis heuristisch auch leicht wie folgt klar
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machen: Nach 2n Spielrunden sollten wir etwa n-mal gewonnen und
n-mal verloren haben. Dann beträgt unser Kapital

X2n ≈
(

1

2

)n(
5

3

)n
=

(
5

6

)n
.

Wegen 5
6
< 1 strebt dieser Ausdruck für n→∞ aber gegen Null.

XI.4. Grundbegriffe der Schätztheorie

XI.4.1. Motivation. Ein Teich enthält eine unbekannte Zahl N
von Fischen, die geschätzt werden soll. Um dies zu erreichen, fangen
wir W Fische, markieren sie mit einem weißen Fleck und setzen sie
wieder aus. Wir warten eine Weile und fangen nun n Fische. Sei x die
Zahl der markierten Fische in diesem Fang. Eine von dieser Zahl x

abhängige Schätzung N̂(x) für N erhalten wir mit folgender Plausi-
bilitätsbetrachtung: Wenn x nicht zu klein ist, sollte der Anteil x

n
der

markierten Fische im zweiten Fang etwa dem Anteil W
N

der markierten

Fische am Gesamtbestand entsprechen, d.h. x
n
≈ W

N
. Da wir x, n und

W kennen, können wir diese Näherungsgleichung nach N auflösen und
erhalten die Schätzung

N ≈ N̂(x) =

⌈
Wn

x

⌉
.

Dabei bezeichnet dae die größte ganze Zahl ≤ a.
Wir können diese Plausibilitätsbetrachtung auf ein etwas sichereres

mathematisches Fundament stellen. Dazu beschreiben wir den zweiten
Fang durch das Modell des Ziehens ohne Rücklegen von n Kugeln aus
einer Urne mit W weißen und N −W schwarzen Kugeln. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass x weiße Kugeln gezogen werden, ist dann

PN(x) =

(
W
x

)(
N−W
n−x

)(
N
n

) mit 0 ≤ x ≤ n.

Man beachte, dass die Abhängigkeit von N hier eine ganz andere ist
als bisher: N ist nicht ein Ereignis, sondern ein unbekannter, zu be-
stimmender Parameter.

Der Maximum-Likelihood Ansatz zur Schätzung von N besagt,
dass man bei gegebenem W und x den Wert von N so bestimmt, dass
PN(x) maximal wird. Um N so zu bestimmen, betrachten wir

PN(x)

PN−1(x)
=

(
W
x

)(
N−W
n−x

)(
N−1
n

)(
N
n

)(
W
x

)(
N−1−W
n−x

)
=

(N −W )(N − n)

N(N −W − n+ x)
.

Offensichtlich gilt

PN(x) > PN−1(x)
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⇐⇒ (N −W )(N − n) > N(N −W − n+ x)

⇐⇒ Wn > Nx.

Analoge Äquivalenzen gelten auch für die Beziehungen < und =. Daher
liefert der Maximum-Likelihood Ansatz die gleiche Schätzung wie unser
Plausibilitätsargument.

XI.4.2. Der allgemeine Rahmen von Schätzproblemen. Zur
Beschreibung eines Schätzproblemes mit endlichem Stichprobenraum
benötigen wir:

• eine nicht leere, endliche Menge X , den Stichprobenraum,
• eine Familie {Pϑ : ϑ ∈ Θ} von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf
X und
• eine zu schätzende Funktion g(ϑ).

X ist die Menge der möglichen Beobachtungsergebnisse. Durch die
unterschiedliche Notation zu den vorigen Abschnitten – X statt Ω –
soll betont werden, dass jedes x ∈ X tatsächlich beobachtbar sein
muss. Bei wahrscheinlichkeitstheoretischen Modellen treten dagegen
auch Stichproben- bzw. Ereignisräume Ω auf, deren Elemente ω nicht
beobachtbar sind.

Beispiel XI.4.1. Im Rahmen des vorigen Abschnittes ist X =
{1, 2, . . . , n}, wenn n die Zahl der Fische im zweiten Fang ist. Wei-
ter ist ϑ = N die unbekannte Zahl der Fische im Teich. Pϑ = PN ist
die hypergeometrische Verteilung h(.;n,N,W ) und die Funktion g ist
gegeben durch g(ϑ) = ϑ = N .

In obigem Beispiel ist die zu schätzende Funktion g(ϑ) = ϑ. Ist
dagegen z.B. die Varianz einer Binomialverteilung zu schätzen, ist ϑ =
p und g(p) = np(1− p).

Bezeichne mit Y den Wertebereich der zu schätzenden Funktion
g. Jede Abbildung T : X → Y heißt ein Schätzer von g. Diese
Sprechweise lässt natürlich auch völlig unsinnige Schätzer zu.

Häufig deutet man in der Notation an, dass geschätzt wird, und

setzt ein
”
Dach“ über die zu schätzende Größe. N̂ wäre also ein Schätzer

für N , p̂ ein Schätzer für p und ĝ ein Schätzer für g.

XI.4.3. Maximum-Likelihood Schätzer. Sei x ∈ X eine feste
Beobachtung. Die Funktion

Lx : Θ→ [0, 1]

mit

Lx(ϑ) = Pϑ(x)

nennt man Likelihood-Funktion. Wenn Lx einen Maximalwert in
ϑ̂ = ϑ̂(x) annimmt, d.h.

Lx(ϑ̂) = sup{Lx(ϑ) : ϑ ∈ Θ},
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nennt man ϑ̂(x) eine Maximum-Likelihood Schätzung von ϑ und

g(ϑ̂) eine Maximum-Likelihood Schätzung von g(ϑ).
Häufig ist Θ ein Intervall in R, und eine Maximum-Likelihood Schät-

zung kann wie in Abschnitt IV.2.1 (S. 140) durch Differentiation ge-
funden werden. Dabei ist es oft einfacher mit der Funktion Lx = lnLx
zu arbeiten. Wegen der Monotonie des Logarithmus haben Lx und Lx
ihre Maxima an der gleichen Stelle.

Beispiel XI.4.2. In n Bernoulli-Experimenten soll die Erfolgswahr-
scheinlichkeit p aus der Zahl x der Erfolge geschätzt werden. Es ist

Lx(p) =

(
n

x

)
px(1− p)n−x

Lx(p) = lnLx(p)

= ln

(
n

x

)
+ x ln p+ (n− x) ln(1− p)

d

dp
Lx(p) =

x

p
− n− x

1− p
.

Also liegt das eindeutige Extremum bei x
n
. Wie man leicht nachprüft,

ist dies auch ein Maximum. x
n

ist die Maximum-Likelihood Schätzung
für die Erfolgswahrscheinlichkeit p.

XI.4.4. Erwartungstreue. Ist T : X → R ein Schätzer, so be-
zeichnen wir den Erwartungswert von T bzgl. Pϑ mit Eϑ(T ):

Eϑ(T ) =
∑
x∈X

T (x)Pϑ(x).

Die Beobachtung des Experimentes, das dem Schätzproblem zugrunde
liegt, können wir als eine Zufallsvariable X auffassen, d.h. X(x) =
x. Mit dieser Notation können wir den Begriff der Erwartungstreue
definieren:

Ein Schätzer ĝ für g(ϑ) heißt erwartungstreu, wenn für
alle ϑ ∈ Θ gilt

Eϑ(ĝ(X)) = g(ϑ).

Speziell heißt ϑ̂ ein erwartungstreuer Schätzer von
ϑ, wenn für alle ϑ ∈ Θ gilt

Eϑ(ϑ̂(X)) = ϑ.

Die Differenz

b(ϑ, ĝ) = Eϑ(ĝ(X))− g(ϑ)

heißt der Bias (wörtlich: Vorurteil) des Schätzers ĝ. Ein
Schätzer ist also genau dann erwartungstreu (engl.: unbia-
sed), wenn sein Bias gleich Null ist.



XI.4. GRUNDBEGRIFFE DER SCHÄTZTHEORIE 437

Beispiel XI.4.3. Ist X binomial verteilt mit den Parametern n
und p, so ist E(X

n
) = p (vgl. Abschnitt XI.3.5 (S. 428)). Daher ist die

Schätzung p̂(X) = X
n

aus Beispiel XI.4.2 erwartungstreu.

Beispiel XI.4.4. Häufig erfolgt die Messung einer unbekannten
Größe µ durch Ausführen von n unabhängigen Zufallsexperimenten,
die µ als Erwartungswert haben. Mathematisch bedeutet dies, dass wir
n unabhängige Zufallsvariable X1, . . . , Xn und eine unbekannte Familie
Pϑ von Wahrscheinlichkeiten haben, so dass Eϑ(Xi) = µ ist für alle i
und ϑ. Sei

g1(ϑ) = Eϑ(Xi)

= µ

und

X =
1

n

n∑
i=1

Xi

der Mittelwert. Dann ist für jedes ϑ

Eϑ(X) =
1

n

n∑
i=1

Eϑ(Xi)

= µ.

Also ist der Mittelwert ein erwartungstreuer Schätzer für g1.
Haben die Xi alle die gleiche unbekannte Varianz σ2, so bestimmt die
Familie Pϑ auch diese Größe. Setze in diesem Fall

g2(ϑ) = σ2

= Var(Xi).

Wir wählen

s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2

als Schätzer für σ2. (Beachte, dass durch n− 1 geteilt wird!) Da die Xi

unabhängig sind, erhalten wir für jedes ϑ

Eϑ((X − µ)2) = Varϑ(X)

=
1

n2
Varϑ(X1 + . . .+Xn)

=
1

n2
(Varϑ(X1) + . . .+ Varϑ(Xn))

=
σ2

n
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und

Eϑ((Xi −X)2) = Eϑ(((Xi − µ)− (X − µ))2)

= Eϑ((Xi − µ)2)− 2Eϑ((Xi − µ)(X − µ))

+ Eϑ((X − µ)2)

= σ2 − 2

n

n∑
j=1

Eϑ((Xi − µ)(Xj − µ))︸ ︷︷ ︸
=0 fürj 6=i

+
σ2

n

= σ2 − 2

n
Eϑ((Xi − µ)2) +

σ2

n

= σ2 − σ2

n

= σ2(1− 1

n
).

Hieraus folgt

Eϑ(s
2) =

1

n− 1

n∑
i=1

Eϑ((Xi −X)2)

=
1

n− 1
nσ2(1− 1

n
)

= σ2.

Also ist s2 ein erwartungstreuer Schätzer für die Unbekannte Varianz
σ2.

XI.4.5. Der mittlere quadratische Fehler. Die wohl wichtigs-
te Forderung an einen Schätzer T von g(ϑ) ist wohl diejenige, dass
der Fehler T (X) − g(ϑ) der Schätzwerte

”
klein“ sein sollte. Um diese

Größe quantitativ zu messen, betrachtet man den mittleren qua-
dratischen Fehler

R(ϑ, T ) = Eϑ((T (X)− g(ϑ))2).

Man kann den mittleren quadratischen Fehler auch durch die Vari-
anz und den Bias ausdrücken. Berücksichtigt man, dass Eϑ(T )− g(ϑ)
eine Konstante ist, erhält man nämlich

Eϑ

((
T (X)− g(ϑ)

)2
)

= Eϑ

(((
T (X)− Eϑ(T )

)
−
(
g(ϑ)− Eϑ(T )

))2
)
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= Eϑ

((
T (X)− Eϑ(T )

)2
)

︸ ︷︷ ︸
=Varϑ(T )

− 2Eϑ

((
T (X)− Eϑ(T )

)(
g(ϑ)− Eϑ(T )

))
︸ ︷︷ ︸

=(g(ϑ)−Eϑ(T ))Eϑ(T (X)−Eϑ(T ))=0

+ Eϑ

((
g(ϑ)− Eϑ(T )

)2
)

︸ ︷︷ ︸
=(g(ϑ)−Eϑ(T ))2

= Varϑ(T ) + b(ϑ, T )2.

Also ist der mittlere quadratische Fehler

R(ϑ, T ) = Varϑ(T ) + b(ϑ, T )2.

Beispiel XI.4.5. Für den Schätzer T (X) = X
n

aus Beispiel XI.4.3
(S. 437) für die binomial verteilte Zufallsvariable X gilt gemäß Beispiel
XI.4.3 und Abschnitt XI.3.5 (S. 428)

b(ϑ, T ) = 0,

Varϑ(T ) =
1

n2
Varϑ(X)

=
1

n
ϑ(1− ϑ).

Also ist der mittlere quadratische Fehler

R(ϑ, T ) =
1

n
ϑ(1− ϑ).

Für alle ϑ ∈ Θ = (0, 1) gilt

R(ϑ, T ) ≤ 1

4n
.

Beispiel XI.4.6. Wir greifen Beispiel XI.4.4 (S. 437) auf. Der Bias
des Mittelwertes X ist Null; seine Varianz ist gemäß Beispiel XI.4.4
gleich σ2

n
, wenn alle Xi die gleiche Varianz σ2 haben. Also ist der mitt-

lere quadratische Fehler

R(ϑ,X) =
σ2

n
.

XI.5. Approximationen der Binomialverteilung

Für große Werte von n ist die exakte Berechnung der Wahrschein-
lichkeit

bn,p(k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k
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äußerst mühselig und anfällig für Rundungsfehler. Dies gilt vermehrt
für Summen dieser Ausdrücke. Wir wollen daher in diesem Abschnitt
Approximationen für bn.p(k) bestimmen, die leichter und mit geringeren
Rundungsfehlern berechnet werden können.

Zur Vereinfachung der Sprache führen wir die Notation

an ∼ bn ⇐⇒ lim
n→∞

an
bn

= 1

ein. an ∼ bn bedeutet, dass es eine Nullfolge (θn)n∈N gibt mit

bn(1− θn) ≤ an ≤ bn(1 + θn)

für alle bis auf endlich viele n.

XI.5.1. Approximation von n! und bn,p(k). Unser wichtigstes
Hilfsmittel ist die Stirlingsche Formel

n! ∼
√

2πn nne−n.

Für die eingangs erwähnte Folge (θn)n∈N kann man in diesem Fall
zeigen:

1

12n+ 1
≤ θn ≤

1

12n

für alle n.
Tabelle XI.5.1 gibt einen Eindruck von der Genauigkeit der Stir-

lingschen Formel.

Tabelle XI.5.1. Genauigkeit der Stirlingschen Formel

n n!
√

2πnnne−n |n!−
√

2πnnne−n|
n!

2 2 1.919 4.05%
5 120 118.019 1.65%

10 3628800 3598690 0.83%

Mit der Stirlingschen Formel folgt

bn,p(k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

∼
√

2πn nne−n√
2πk kke−k

√
2π(n− k) (n− k)(n−k)e−(n−k)

pk(1− p)n−k

=
1√
2π

√
n

k(n− k)

(np
k

)k (n(1− p)
n− k

)n−k
.
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Wir betrachten nun eine Folge (kn)n∈N mit kn ∼ np. Dann ist n−kn ∼
n(1− p) und √

n

kn(n− kn)
∼ 1√

np(1− p)

=
1

σn
,

wobei

σn =
√
np(1− p)

die Standardabweichung der bn,p-Verteilung ist (vgl. Abschnitt XI.3.5
(S. 428)). Wir wollen nun das Verhalten von

χ(n, kn) =

(
np

kn

)kn
(
n(1− p)
n− kn

)n−kn

studieren. Dazu bilden wir den Logarithmus und setzen

tn =
kn
n
.

Dann gilt tn → p für n→∞ und

− lnχ(n, kn) = −kn ln(
np

kn
)− (n− kn) ln(

n(1− p)
n− kn

)

= n

{
kn
n

ln(
tn
p

) + (1− kn
n

) ln(
1− kn

n

1− p
)

}

= n

{
tn ln(

tn
p

) + (1− tn) ln(
1− tn
1− p

)

}
.

Definiere die Funktion g : (0, 1)→ R durch

g(t) = t ln(
t

p
) + (1− t) ln(

1− t
1− p

).

Dann ist

g(p) = 0,

g′(p) = 0,

g′′(p) =
1

p
+

1

1− p

=
1

p(1− p)
.

Nach der Taylor Formel ist daher

g(t) =
1

2p(1− p)
(t− p)2 + r(t− p) mit |r(t− p)| ≤ c|t− p|3

in einer Umgebung von p.
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Wir nehmen nun an, dass nicht nur tn → p gilt, sondern dass sogar
n(tn − p)3 → 0 gilt. Dann folgt n|r(tn − p)| → 0 und daher∣∣∣∣− lnχ(n, kn)−

n(tn − p)2

2p(1− p)

∣∣∣∣ −→n→∞
0.

Setzen wir

x(n, kn) =
kn − np
σn

,

so ist
n(tn − p)2

2p(1− p)
=
x(n, kn)

2

2
.

Damit erhalten wir

χ(n, kn) ∼ exp

(
−x(n, kn)

2

2

)
.

Insgesamt haben wir somit unter obigen Voraussetzungen die Bezie-
hung

bn,p(kn) ∼
1√
2π

1

σn
exp

(
−x(n, kn)

2

2

)
gezeigt.

Die Funktion

ϕ(x) =
1√
2π

exp

(
−x

2

2

)

heißt Dichte der Standard-Normalverteilung. Damit lässt sich
unsere Approximation der bn,p-Verteilung schreiben als

bn,p(k) ∼
1

σn
ϕ(x(n, k))

mit

σn =
√
np(1− p),

x(n, k) =
k − pn
σn

.

Mit Hilfe von Ergebnissen der Funktionentheorie folgt∫ ∞

−∞
ϕ(x)dx =

1√
2π

∫ ∞

−∞
e−

x2

2 dx = 1.
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XI.5.2. Der Satz von Moivre-Laplace. Wir wollen Summen
von Wahrscheinlichkeiten bn,p(k) für große n näherungsweise berech-
nen. Dazu definieren wir

Φ(x) =

∫ x

−∞
ϕ(t)dt =

1√
2π

∫ x

−∞
e−

t2

2 dt.

Die Funktion Φ heißt die Verteilungsfunktion der Standard-
Normalverteilung. Sie hat folgende Eigenschaften

lim
x→−∞

Φ(x) = 0

lim
x→+∞

Φ(x) = 1

Φ(0) =
1

2
Φ(−x) = 1− Φ(x) für x ≥ 0

Φ(x) ≤ Φ(y) für x ≤ y

Sie ist ausführlich tabelliert (z.B. in U. Krengel: Einführung in die
Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik, Vieweg 2000, S. 248).

Sei nun Sn eine bn,p-verteilte Zufallsvariable. Setze

S∗n =
Sn − np
σn

=
Sn − E(Sn)√

Var(Sn)
.

Dann ist E(S∗n) = 0 und Var(S∗n) = 1. S∗n heißt daher die standardi-
sierte oder normierte Form von Sn. Nimmt Sn den Wert k an, so
hat S∗n den Wert x(n, k) mit x(n, k) aus dem vorigen Abschnitt.

Der Satz von Moivre-Laplace besagt, dass Φ eine gute Appro-
ximation für die Verteilung von S∗n ist:

lim
n→∞

P (a ≤ S∗n ≤ b) = Φ(b)− Φ(a).

Beispiel XI.5.1. Wie groß ist näherungsweise die Wahrscheinlich-
keit, bei 600 Würfen mit einem Würfel mindestens 90 und höchstens
100 Sechsen zu erhalten?
Es ist

n = 600
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und

p =
1

6
,

also

np = 100

und

σn =

√
600 · 1

6
· 5
6

=

√
250

3
≈ 9.13

Damit folgt

P (90 ≤ Sn ≤ 100) = P (
90− 100

σn
≤ S∗n ≤

100− 100

σn
)

≈ Φ(0)− Φ(− 10

9.13
)

= 0.5− Φ(−1.095)

= 0.5− (1− Φ(1.095))

≈ 0.36.

Beispiel XI.5.2. Wir wollen den Prozentsatz der Wähler der Partei
A schätzen. Werden n Wähler befragt und sind darunter Sn Wähler der
Partei A, so sei Sn

n
der Schätzer für die Wahrscheinlichkeit p, dass ein

zufällig ausgewählter Wähler die Partei A wählt. Wie groß muss n sein,
damit die Wahrscheinlichkeit eines Irrtums um 1% nicht größer ist als
0.05?
Es muss also gelten

P (−0.01 ≤ Sn
n
− p ≤ 0.01) ≈ 0.95.

Mit

σn =
√
np(1− p)

erhalten wir

0.95 ≈ P (−0.01n

σn
≤ S∗n ≤

0.01n

σn
)

≈ Φ(
0.01n

σn
)− Φ(−0.01n

σn
)

= 2Φ(
0.01n

σn
)− 1
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also

Φ(
0.01n

σn
) ≈ 0.975.

Da Φ streng monoton ist, existiert die Umkehrfunktion Φ−1. Es muss
also gelten

0.01n

σn
≈ Φ−1(0.975).

Aus einer Tabelle von Φ entnehmen wir

Φ−1(0.975) ≈ 1.96.

Also muss gelten

1.96 ≈ 0.01

σn

=
0.01
√
n√

p(1− p)
=⇒

√
n ≈ 196

√
p(1− p)

=⇒ n ≈ 1962p(1− p).

Wir kennen aber p nicht! Aber wir wissen, dass für alle möglichen p,
nämlich 0 ≤ p ≤ 1, gilt

p(1− p) ≤ 1

4
.

Damit erhalten wir die Schätzung

n ≈ 1962

4
= 982

= 9604.

Wir müssen also ca. 9600 Wähler befragen.
Hätten wir z.B. die Zusatzinformation p ≤ 0.1 zur Verfügung, kämen
wir wegen

max
0≤p≤0.1

p(1− p) = 0.1 · 0.9 = 0.09

mit ca. 3450 Befragungen aus.

XI.5.3. Die Poisson-Approximation. In diesem Abschnitt ge-
ben wir eine andere Approximation der bn,p-Verteilung an, die für kleine
Werte von p besser ist als die Normalverteilung aus Abschnitt XI.5.1.

Eine Zufallsvariable X heißt Poisson-verteilt mit Parameter
λ ≥ 0, wenn gilt
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P (X = k) = e−λ
λk

k!
mit k = 0, 1, . . .

Ist (pn)n∈N eine Folge in [0, 1] mit npn → λ, so gilt für jedes k die
Poisson-Approximation

bn,pn(k) =

(
n

k

)
pkn(1− pn)n−k

−→
n→∞

e−λ
λk

k!
.

Um dies einzusehen, setze λn = npn. Dann gilt für festes k

bn,pn(k) =
n!

k!(n− k)!

(
λn
n

)k (
1− λn

n

)n−k
=

1

k!

n(n− 1) · . . . · (n− k + 1)

nk
λkn

(
1− λn

n

)n(
1− λn

n

)−k
=

1

k!

n

n
· n− 1

n
· . . . · n− k + 1

n
λkn

(
1− λn

n

)n(
1− λn

n

)−k
.

Für n → ∞ streben die Quotienten n
n
, n−1

n
, . . . , n−k+1

n
alle gegen 1;

nach Voraussetzung gilt

λkn → λk

und

(1− λn
n

)−k → 1.

Wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion gilt

(1− λn
n

)n → e−λ.

Damit folgt die Poisson-Approximation.

Tabelle XI.5.2. Poisson-Approximation für die Wahr-
scheinlichkeit, dass unter 91 Personen genau k am heu-
tigen Tage Geburtstag haben

k P (X = k) ≈ 0.25k

k!
e−0.25

1 0.1947
2 0.0243
5 6.337 · 10−6
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Beispiel XI.5.3. In einem Hörsaal befinden sich 91 Studierende.
Die Wahrscheinlichkeit p, heute Geburtstag zu haben, ist p = 1

365
.

Die Zahl derer, die heute Geburtstag haben, ist praktisch Poisson-
verteilt mit λ = 91

365
≈ 0.25. Tabelle XI.5.2 gibt die mit der Poisson-

Approximation genäherte Wahrscheinlichkeit P (X = k) an, dass heute
genau k Personen aus dem Hörsaal Geburtstag haben.

Beispiel XI.5.4. Bei der Produktion von Blitzlichtlampen ist mit
der Wahrscheinlichkeit p = 0.015 eine Lampe schon bei der Produktion
defekt. Wie groß muss man n wählen, damit in einem Karton mit n
unabhängig gewählten Lampen mit Wahrscheinlichkeit ≥ 0.8 mindes-
tens 100 funktionstüchtige Exemplare sind?
Die Zahl n ist minimal zu wählen unter der Bedingung

0.8 ≤ P (
”
höchstens n− 100 fehlerhafte Lampen“)

=
n−100∑
k=0

bn,p(k).

Approximieren wir die rechte Seite mit der Poisson-Verteilung zu λn =
np, erhalten wir die Bedingung

0.8 ≤ rn = e−λn

n−100∑
k=0

λkn
k!
.

Mit Hilfe eines Taschenrechners prüfen wir nach, dass n = 102 die
kleinste Zahl ist, die diese Bedingung erfüllt. Wir müssen also 102 Lam-
pen in den Karton legen.
Würden wir die Wahrscheinlichkeit auf 0.9 erhöhen, müssten wir 103
Lampen in den Karton legen.

XI.6. Tests

XI.6.1. Motivation. Eine Person behauptet, dass sie bei Milch-
kaffee schmecken kann, ob zuerst der Kaffee oder die Milch in die Tasse
gegeben wurde. Wie können wir die Stichhaltigkeit dieser Behauptung
nachprüfen?

Ein erster Ansatz geht auf Fisher (1935) zurück. Er schlägt folgende

”
Versuchsanordnung“ vor:

In vier Tassen wird zuerst Kaffee und dann Milch gegos-
sen. Diese Tassen nennen wir Tassen vom Typ 1. In weite-
re vier Tassen wird zuerst Milch und dann Kaffee gegos-
sen. Diese Tassen nennen wir vom Typ 2. Die Kaffee- und
Milchmenge ist dabei natürlich bei allen Tassen die glei-
che, und es wird gut umgerührt. Nun werden der Person
die acht Tassen in beliebiger Reihenfolge (8! Möglichkei-
ten) vorgesetzt, und sie soll die vier Tassen vom Typ 1
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identifizieren. Falls ihr das gelingt, wollen wir ihre Be-
hauptung als wahr akzeptieren.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Person rein zufällig richtig rät, ist
aufgrund der hypergeometrischen Verteilung aus Abschnitt XI.1.4 (S.
414) gleich (

8

4

)−1

=
1

70
.

Wir geben der Person also nur mit dieser Wahrscheinlichkeit Recht,
wenn ihre Behauptung nicht stimmt.

Schwieriger wird die Angelegenheit, wenn die Person behauptet,
nicht unfehlbar zu sein, aber mit großer Sicherheit die Unterscheidung
treffen zu können. Wenn wir ihr die Behauptung in diesem Fall schon
dann glauben, wenn sie mindestens drei der vier Tassen vom Typ 1 rich-
tig identifiziert, ist die Wahrscheinlichkeit für einen zufälligen Treffer
schon (

4
4

)(
4
0

)
+
(
4
3

)(
4
1

)(
8
4

) =
1 + 4 · 4

70

=
17

70
≈ 0.24.

Wie kann man in diesem Fall die Gewissheit, der Person auf die Schliche
zu kommen, erhöhen, ohne sie dabei zu benachteiligen?

Neyman (1950) schlägt dazu die folgende verbesserte
”
Versuchsan-

ordnung“ vor:

Der Person wird n-mal die Aufgabe gestellt, zwei Tas-
sen, von denen eine vom Typ 1 und eine vom Typ 2
ist, korrekt zu klassifizieren. Die beiden Tassen werden
ihr jeweils in einer zufälligen, durch Münzwurf bestimm-
ten Reihenfolge vorgesetzt. Damit die Person unabhängig
von früheren Entscheidungen urteilen kann, wird jeder
Teilversuch an einem anderen Tag ausgeführt.

X sei die Zahl der Tage, an denen die Person die Tassen richtig klassi-
fiziert.
Ein mathematisches Modell für diese Versuchsanordnung ist die An-
nahme, X sei binomial verteilt mit Parametern n und p. Die Hypo-
these

”
die Person schwindelt und trifft ihre Entscheidung rein zufällig“

entspricht dem Fall p = 1
2
. Diese Hypothese nennt man die

”
Nullhypo-

these“. Die Alternative ist, dass die Person tatsächlich die behauptete
Fähigkeit hat, und entspricht dem Fall p > 1

2
. Es wird nun eine Zahl t

festgelegt, so dass P (X ≥ t) ≤ α ist. Dabei ist α eine vorgegebene, klei-
ne, positive Schranke, z.B. α = 0.05. Dies ist die

”
Sicherheitsmarge“,
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mit der wir ausschließen wollen, dass wir der Person ungerechtfertig-
terweise auf den Leim gehen. Falls die Person nun mindestens t-mal die
Tassen richtig klassifiziert, wollen wir ihr glauben.

Der Unterschied des Neymanschen Ansatzes zu dem von Fisher liegt
darin, dass er präzise Aussagen über die Wahrscheinlichkeit erlaubt, die
Nullhypothese zu akzeptieren, wenn die Alternative zutrifft.

XI.6.2. Grundbegriffe der Testtheorie. Von einem Testpro-
blem spricht man, wenn eine zufällige Größe X mit einer unbekannten
Verteilung Pϑ beobachtet wird, und man aufgrund des beobachteten
Wertes x von X entscheiden soll, ob Pϑ einer bestimmten Menge von
Verteilungen angehört oder nicht.

Zur genaueren mathematischen Beschreibung sei X die Menge der
möglichen Werte der Zufallsvariablen X und {Pϑ : ϑ ∈ Θ} die Menge
der in Betracht gezogenen Verteilungen von X. Unter diesen möglichen
Verteilungen ist eine echte Teilmenge {Pϑ : ϑ ∈ H} durch zusätzliche
Bedingungen ausgezeichnet. Ein Test ist eine Entscheidungsregel, die
für jeden möglichen Wert von X festlegt, ob man sich für die Hypo-
these

”
ϑ ∈ H“ oder für die Alternative

”
ϑ ∈ Θ\H“ entscheiden

soll. Man nennt auch kurz H die Hypothese und K = Θ\H die Al-
ternative. Die Entscheidung für die Hypothese nennt man Annahme
der Hypothese, und die Entscheidung für die Alternative nennt man
Verwerfen der Hypothese.

Ein Test ist also beschrieben durch Angabe der Menge R derjenigen
Werte x von X, für die die Hypothese verworfen werden soll. R heißt
Verwerfungsbereich oder kritischer Bereich des Tests.

Innerhalb des gewählten Modells sind zwei Arten von Fehlern mög-
lich:

• Ist ϑ ∈ H und wird die Hypothese verworfen, spricht man von
einem Fehler erster Art.
• Ist ϑ ∈ K und wird die Hypothese angenommen, spricht man

von einem Fehler zweiter Art.

Praktisch beschreibt man den Verwerfungsbereich R durch eine
Funktion T (x), die so gewählt wird, dass große Werte gegen die Hypo-
these sprechen. T heißt Teststatistik. Man wählt dann einen kri-
tischen Wert t und verwirft die Hypothese, wenn T (x) ≥ t ist. Es
ist also

R = {x : T (x) ≥ t}.

Bisher ist das Testproblem so formuliert, dass H und K symme-
trische Rollen spielen. Dies ist aber in der Praxis in der Regel nicht
der Fall. Vielmehr wird man die Hypothese so wählen, dass sie der
etablierten Hypothese oder der bisherigen Erfahrung entspricht. Bei
unserem einführenden Beispiel bedeutet dies, dass man als Hypothese
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”
die Person schwindelt“ nehmen wird. Bei der Einführung eines neu-

en Medikamentes würde man z.B. die Hypothese
”
das Medikament ist

nicht wirksamer als die bekannten Mittel“ wählen.
Man zieht nur Verwerfungsbereiche in Betracht, für die die Wahr-

scheinlichkeit eines Fehlers erster Art durch eine vorgegeben kleine Zahl
α > 0 begrenzt ist. Quantitative Aussagen erhält man durch die Güte-
funktion

β(ϑ) = Pϑ(X ∈ R).

Sie ordnet jedem ϑ die Verwerfungswahrscheinlichkeit unter Pϑ zu. Der
Test hat das Niveau α, wenn für alle ϑ ∈ H die Ungleichung β(ϑ) ≤
α gilt. Die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers erster Art ist dann also
maximal α. Gebräuchliche Werte für α sind 0.05, 0.02 oder 0.01.

XI.6.3. Zurück zur Motivation. In unserem motivierenden Bei-
spiel des ersten Abschnittes ist das gesuchte Modell beschrieben durch

X = {0, 1, . . . , n},

Θ = [
1

2
, 1],

ϑ = p,

Pϑ(X = x) = bn,p(x)

=

(
n

x

)
px(1− p)n−x.

Die Hypothese ist

H = {1
2
}

und die Alternative ist

K = (
1

2
, 1].

Der Verwerfungsbereich ist von der Form

R = {x : x ≥ t}.

Sei

β(p|t, n) = Pp(X ≥ t)

die Gütefunktion dieses Tests. Als Niveau wollen wir

α = 0.05

wählen. Wir müssen dann für gegebenes n den Parameter t so wählen,
dass

β(
1

2
|t, n) ≤ 0.05
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ist.
Für n = 5 kommt nur t = 5 in Frage. Denn für t = 4 ist

β(
1

2
|4, 5) = (

1

2
)5 +

(
5

1

)
(
1

2
)5

=
6

32
≈ 0.187

> 0.05.

Die Person müsste also in jedem der 5 Versuche die Tassen richtig
klassifizieren, damit wir ihr glauben.

Für n = 5 ist

β(p|5, 5) = p5.

Es ist

β(0.6|5, 5) ≈ 0.08

und

β(0.9|5, 5) ≈ 0.59.

Hätte also die Person eine Erfolgswahrscheinlichkeit von 0.6 pro Klas-
sifizierung, würde sie doch nur mit Wahrscheinlichkeit 0.08 ihre Fähig-
keit beweisen können. Selbst bei einer Erfolgswahrscheinlichkeit von
0.9, würde ihre Behauptung nur mit Wahrscheinlichkeit 0.59 akzep-
tiert. Die Gütefunktion zeigt also, ob der Test überhaupt in der Lage
ist, eine Abweichung von der Hypothese anzuzeigen.

Ist z.B. p = 0.6, ist erst bei n = 42 zu klassifizierenden Tassenpaaren
die Wahrscheinlichkeit wenigstens 1

3
, dass die Behauptung der Person

akzeptiert wird. Der kleinste Wert von t mit β(1
2
|t, 42) ≤ 0.05 ist t =

27. Die Person müsste also mindestens 27von 42 Tassenpaaren richtig
klassifizieren.





KAPITEL XII

Stochastik II
Allgemeine Modelle

XII.1. Wahrscheinlichkeitsmaße mit Dichten

XII.1.1. Ergebnismengen. Im vorigen Kapitel haben wir stets
endliche Ergebnismengen Ω betrachtet. Die Bedingung card(Ω) < ∞
lassen wir jetzt fallen und betrachten allgemeine Ergebnismengen Ω.
Die wichtigsten Beispiele für dieses Kapitel sind Ω = R und Ω = Rn.

XII.1.2. σ-Algebren. Bisher waren die Wahrscheinlichkeitsmaße
stets auf der ganzen Potenzmenge P(Ω) definiert, d.h. jede Teilmenge
von Ω war ein mögliches Ereignis. Man kann zeigen, dass dies für unend-
liche Mengen wie Ω = N oder Ω = R zu Widersprüchen führt. Daher
können wir nur noch Teilmengen A von P(Ω) als mögliche Ereignis-
mengen betrachten. Diese müssen aber gewisse Eigenschaften haben.

Der richtige Begriff ist hier derjenige der σ-Algebra. Eine Menge
A ⊂ P(Ω) von Teilmengen von Ω heißt σ-Algebra (über Ω), wenn
folgende drei Eigenschaften erfüllt sind:

Ω ∈ A
A ∈ A =⇒ Ω\A ∈ A

A1, A2, . . . ∈ A =⇒
∞⋃
i=1

Ai ∈ A

Sei nun B ⊂ P(Ω). Dann kann man zeigen, dass es genau eine
σ-Algebra A mit den folgenden beiden Eigenschaften gibt:

• B ⊂ A.
• Für jede σ-Algebra Ã mit B ⊂ Ã gilt A ⊂ Ã.

A ist gewissermaßen die kleinste σ-Algebra, die das Mengensystem B
enthält. A heißt die von B erzeugte σ-Algebra.

Beispiel XII.1.1. Sei Ω = R. Betrachte folgende Mengensysteme

B1 = {(−∞, a] : a ∈ R},
B2 = {(−∞, a) : a ∈ R},
B3 = {(a, b) : a, b ∈ R, a < b},
B4 = {[a, b] : a, b ∈ R, a ≤ b}.

453
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Alle vier Mengensysteme erzeugen die gleiche σ-Algebra B. Diese heißt
die σ-Algebra der Borelmengen von R. Alle Intervalle, egal ob offen
oder nicht, egal ob beschränkt oder nicht, sind in B enthalten.

Beispiel XII.1.2. Sei Ω = Rn. Wir definieren die Relation ≤ auf
Rn durch

x ≤ y ⇐⇒ xi ≤ yi für alle 1 ≤ i ≤ n.

Mit dieser Relation können wir Intervalle verallgemeinern:

[a, b] = {x ∈ Rn : a ≤ x ≤ b}.

Für n = 2 ist z.B. [a, b] das Rechteck, dessen linke untere Ecke die
Koordinaten (a1, a2) hat, und dessen rechte obere Ecke die Koordi-
naten (b1, b2) hat. Das Mengensystem {[a, b] : a, b ∈ Rn} aller dieser
Intervalle erzeugt eine σ-Algebra B. Diese heißt wieder σ-Algebra der
Borelmengen von Rn. Zu ihr gehören z.B. alle offenen und alle ab-
geschlossenen Mengen (vgl. Abschnitt VIII.2.1 (S. 283)).

XII.1.3. Wahrscheinlichkeitsmaße. Sei nun Ω eine beliebige
Menge und A irgendeine σ-Algebra über Ω. Eine Abbildung P : A →
[0, 1] heißt ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf Ω, wenn folgende drei
Bedingungen erfüllt sind:

P (Ω) = 1

P (A) ≥ 0 für alle A ∈ A

A1, A2, . . . ∈ A paarweise disjunkt =⇒ P (
∞⋃
i=1

Ai) =
∞∑
i=1

P (Ai)

Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Tripel (Ω,A, P ) mit einer
Menge Ω, einer σ-Algebra A und einem Wahrscheinlichkeitsmaß P . Die
Elemente von A heißen Ereignisse.

Im vorigen Kapitel konnten wir auf die Angabe der σ-Algebra A
verzichten, weil diese

”
per ordre de mufti“ stets die Potenzmenge P(Ω)

war.
Eine wichtige Konsequenz aus den obigen Eigenschaften eines Wahr-

scheinlichkeitsmaßes ist:

Sei (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

• Ist B1 ⊂ B2 ⊂ . . . eine wachsende Folge von Ereig-
nissen und B deren Vereinigung, so ist

P (B) = lim
i→∞

P (Bi).



XII.1. WAHRSCHEINLICHKEITSMASSE MIT DICHTEN 455

• Ist C1 ⊃ C2 ⊃ . . . eine fallende Folge von Ereignis-
sen und C deren Durchschnitt, so ist

P (C) = lim
i→∞

P (Ci).

XII.1.4. Wahrscheinlichkeitsmaße mit Dichten. Wir betrach-
ten nun den Fall Ω = R und A = B die Menge der Borelmengen auf
R. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf R. Dann existiert für jedes
x ∈ R die Zahl

F (x) = P ((−∞, x]).
Die Funktion F : R→ [0, 1] ist monoton wachsend mit

lim
x→−∞

F (x) = 0,

lim
x→+∞

F (x) = 1.

Außerdem existiert für jedes x ∈ R der rechtsseitige Grenzwert F (x+0)
(vgl. Abschnitt III.3.4 (S. 125)) und stimmt mit F (x) überein. Die
Funktion F heißt die zu P gehörende Verteilungsfunktion.

Ist umgekehrt F : R→ [0, 1] eine Funktion mit obigen Eigenschaf-
ten, so wird durch

P ([a, b]) = F (b)− F (a)

ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf R definiert. Die gegebene Funktion F
ist dann die zugehörige Verteilungsfunktion. In diesem Sinne besteht
eine eindeutige Beziehung zwischen Wahrscheinlichkeitsmaßen auf R
und Verteilungsfunktionen.

Eine Funktion f : R→ [0,∞) mit∫ ∞

−∞
f(x)dx = 1

heißt Dichte. Sie definiert durch

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt

eine Verteilungsfunktion und damit ein Wahrscheinlichkeitsmaß P auf
R. Die Funktion f heißt dann die zu P gehörende Dichte.

Nicht jedes Wahrscheinlichkeitsmaß auf R besitzt eine Dichte. Aber
Wahrscheinlichkeitsmaße mit Dichte sind für die Anwendungen beson-
ders wichtig.

XII.1.5. Gleichverteilung auf einem Intervall. Seien a, b ∈ R
mit a < b. Die Funktion f : R→ [0,∞) mit

f(x) =

{
1
b−a falls x ∈ [a, b]

0 sonst
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ist eine Dichte. Sie heißt Dichte der Gleichverteilung. Das zugehöri-
ge Wahrscheinlichkeitsmaß ordnet jedem Intervall I seinen relativen
Anteil an [a, b] zu.

XII.1.6. Exponentialverteilung. Für jedes λ > 0 wird durch

fλ(x) =

{
λe−λx falls x ≥ 0

0 sonst

eine Dichte definiert. Sie heißt Dichte der Exponentialverteilung.

XII.1.7. Normalverteilung. Die Funktion

ϕµ,σ2(x) =
1

σ
√

2π
exp

(
−(x− µ)2

2σ2

)

heißt Dichte der Normalverteilung mit Mittelwert µ und Varianz
σ2. Ist

ϕ(x) =
1√
2π

exp(−x
2

2
)

die Funktion aus Abschnitt XI.5.1 (S. 440), so ist

ϕµ,σ2(x) =
1

σ
ϕ(
x− µ
σ

).

Mit

Φ(x) =

∫ x

−∞

1√
2π
e−

t2

2 dt

und der Substitutionsregel (vgl. Abschnitt V.2.3 (S. 178)) folgt da-
her

∫ b

a

ϕµ,σ2(x)dx = Φ(
b− µ
σ

)− Φ(
a− µ
σ

).

XII.1.8. Produktdichten. Werden n Teilexperimente durch
Dichten f1, . . . , fn beschrieben, verwendet man

f(x1, . . . , xn) = f1(x1) · . . . · fn(xn)

als Dichte für die Verteilung auf Rn, die die unabhängige Hintereinan-
derausführung der Teilexperimente beschreibt.
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XII.2. Zufallsvariable und ihre Momente

XII.2.1. Messbare Funktionen. Seien Ω und Ω′ zwei beliebige
Mengen und A und A′ zwei beliebige σ-Algebren auf Ω bzw. Ω′. Eine
Abbildung f : Ω → Ω′ heißt messbar, wenn für jede Menge A′ ∈ A′
das Urbild

f−1(A′) = {x ∈ Ω : f(x) ∈ A′}
unter f in A enthalten ist.

Man beachte, dass der Begriff der Messbarkeit von den σ-Algebren
A und A′ abhängt.

Beispiel XII.2.1. Sei Ω eine endliche Menge und A = P(Ω). Dann
ist für jede Menge Ω′ und jede σ-Algebra A′ auf Ω′ jede Abbildung
f : Ω → Ω′ messbar. Aus diesem Grunde haben wir den Begriff der
Messbarkeit in Kapitel XI nicht benötigt.

Beispiel XII.2.2. Sei Ω = Rm, Ω′ = Rn und A und A′ die σ-
Algebren der Borelmengen. Dann ist jede stetige Abbildung f : Ω→ Ω′

messbar. Ist speziell m = 1, so ist jede stückweise stetige Funktion (vgl.
Abschnitt V.1.1 (S. 169)) messbar.

Sind f : Ω → Ω′ und g : Ω′ → Ω′′ messbar, dann ist auch die
Komposition g ◦f : Ω→ Ω′′ messbar. Sind f1, f2 : Ω→ R messbar und
α1, α2 ∈ R, so sind auch α1f1+α2f2, f1 ·f2, min{f1, f2} und max{f1, f2}
messbar.

XII.2.2. Zufallsvariable. Seien (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlich-
keitsraum, Ω′ eine beliebige Menge und A′ eine σ-Algebra auf Ω′. Eine
messbare Funktion X : Ω→ Ω′ heißt (Ω′-wertige) Zufallsvariable.
Jede Zufallsvariable X : Ω→ Ω′ definiert durch

PX(A′) = P (X ∈ A′)

für A′ ∈ A′ ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf Ω′. Ist speziell Ω′ = R, so
lässt sich dieses Wahrscheinlichkeitsmaß durch seine Verteilungsfunk-
tion (vgl. Abschnitt XII.1.4 (S. 455))

FX(x) = PX((−∞, x]) = P (X ≤ x)

beschreiben. FX heißt die Verteilungsfunktion der reellwertigen
Zufallsvariablen X. Besitzt FX eine Dichte f , so heißt diese die Dichte
der Zufallsvariablen.

Seien nun X : Ω→ R eine reellwertige Zufallsvariable und ϕ : R→
R eine streng monoton wachsende, differenzierbare Funktion. Dann ist
Y = ϕ ◦X auch eine reellwertige Zufallsvariable. X habe die Dichte f .
Dann folgt aus der Substitutionsregel (vgl. Abschnitt V.2.3 (S. 178))
für jedes y ∈ R

FY (y) = P (ϕ ◦X ≤ y)
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= P (X ≤ ϕ−1(y)) wegen der Monotonie

=

∫ ϕ−1(y)

−∞
f(x)dx

∣∣x = ϕ−1(t) , dx =
1

ϕ′(ϕ−1(t))
dt

=

∫ y

−∞
f(ϕ−1(t))

1

ϕ′(ϕ−1(t))
dt.

Also hat ϕ ◦X die Dichte

g(y) =
f(ϕ−1(y))

ϕ′(ϕ−1(y))
.

Mit den gleichen Argumenten folgt, dass für eine streng monoton fal-
lende, differenzierbare Funktion ψ : R → R die Zufallsvariable ψ ◦ X
die Dichte

g(y) =
f(ψ−1(y))

|ψ′(ψ−1(y))|
hat. Speziell folgt:

• Hat X die Dichte f , so hat X + a die Dichte

g(y) = f(y − a).

• Ist c 6= 0, hat cX die Dichte

g(y) =
1

|c|
f(
y

c
)

XII.2.3. Unabhängigkeit. Seien Ωi, i ∈ I, beliebige Mengen und
Ai σ-Algebren auf den Ωi, sowie (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und Xi : Ω → Ωi Zufallsvariable. Dann heißen die Xi unabhängig,
wenn für alle Ai ∈ Ai die Ereignisse {Xi ∈ Ai} unabhängig sind.

Diese Definition ist eine direkte Verallgemeinerung derjenigen aus
Abschnitt XI.3.3 (S. 426). Für die praktische Rechnung ist sie aber
wenig geeignet. Für den Spezialfall reellwertiger Zufallsvariabler mit
Dichten hilft folgendes Ergebnis:

Die reellwertigen Zufallsvariablen X1, . . . , Xn mit Dichten
f1, . . . , fn sind genau dann unabhängig, wenn X = (X1, . . . ,
Xn) die Produktdichte

f(x1, . . . , xn) = f1(x1) · . . . · fn(xn)
besitzt.

Seien X1 und X2 zwei reellwertige Zufallsvariable mit Dichten f1

und f2. Dann folgt aus Obigem, dass X1 +X2 die Dichte

(f1 ∗ f2)(u) =

∫ ∞

−∞
f1(u− v)f2(v)dv

besitzt. Der Ausdruck f1 ∗ f2 heißt Faltung der Dichten f1 und f2.
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Beispiel XII.2.3. Betrachte zwei unabhängige, reellwertige Zufalls-
variableX1 undX2, dieN(µi, σ

2
i )-verteilt sind, i = 1, 2. Wir behaupten,

dass ihre Summe X1 +X2 dann N(µ, σ2)-verteilt ist mit

µ = µ1 + µ2

und

σ2 = σ2
1 + σ2

2.

Wir müssen also für alle u ∈ R die Gleichung

1
√

2π
√
σ2

1 + σ2
2

exp

(
−(u− µ1 − µ2)

2

2(σ2
1 + σ2

2)

)
=

1

2πσ1σ2

∫ ∞

−∞
exp

(
−(u− v − µ1)

2

2σ2
1

)
exp

(
−(v − µ2)

2

2σ2
2

)
dv

beweisen. Diese ist äquivalent zu

1√
2π

√
σ2

1 + σ2
2

σ1σ2

∫ ∞

−∞
exp

(
−1

2

[
(u− v − µ1)

2

σ2
1

+
(v − µ2)

2

σ2
2

−(u− µ1 − µ2)
2

σ2
1 + σ2

2

])
dv

= 1.

Wir betrachten den Term in eckigen Klammern und erhalten mit der
Abkürzung

x = u− µ1 − µ2

y = v − µ2

die Beziehung

(u− v − µ1)
2

σ2
1

+
(v − µ2)

2

σ2
2

− (u− µ1 − µ2)
2

σ2
1 + σ2

2

=
(x− y)2

σ2
1

+
y2

σ2
2

− x2

σ2
1 + σ2

2

=
x2

σ2
1

− 2xy

σ2
1

+
y2

σ2
1

+
y2

σ2
2

− x2

σ2
1 + σ2

2

=
σ2

2

σ2
1 + σ2

2

x2 − 1

σ2
1

2xy +
σ2

1 + σ2
2

σ2
1σ

2
2

y2

=

(
σ2√
σ2

1 + σ2
2

x−
√
σ2

1 + σ2
2

σ1σ2

y

)2

.

Daher liefert die Variablentransformation

t =
σ2√
σ2

1 + σ2
2

(u− µ1 − µ2)−
√
σ2

1 + σ2
2

σ1σ2

(v − µ2)
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dt =

√
σ2

1 + σ2
2

σ1σ2

dv

für alle a < b und alle u ∈ R
1√
2π

√
σ2

1 + σ2
2

σ1σ2

∫ b

a

exp

(
−1

2

[
(u− v − µ1)

2

σ2
1

+
(v − µ2)

2

σ2
2

−(u− µ1 − µ2)
2

σ2
1 + σ2

2

])
dv

=
1√
2π

∫ σ2√
σ2
1+σ2

2

(u−µ1−µ2)−

√
σ2
1+σ2

2
σ1σ2

(b−µ2)

σ2√
σ2
1+σ2

2

(u−µ1−µ2)−

√
σ2
1+σ2

2
σ1σ2

(a−µ2)

exp(−1

2
t2)dt

−→
a→−∞
b→∞

1√
2π

∫ ∞

−∞
exp(−1

2
t2)dt

= 1.

Dies beweist die Behauptung.

XII.2.4. Erwartungswert. Sei (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlich-
keitsraum und X : Ω→ R eine reellwertige Zufallsvariable.

Falls X nur endlich viele Werte x1, . . . , xn annimmt, können wir X
wie in Abschnitt XI.3.4 (S. 426) einen Erwartungswert durch

E(X) =
n∑
i=1

xiP (X = xi)

zuordnen.
Wir wollen diese Einschränkung gerne fallen lassen. Dazu nehmen

wir zunächst an, dass X beschränkt ist, d.h. es gibt ein R > 0 mit
|X(ω)| ≤ R für alle ω ∈ Ω. Für k ∈ Z und n ∈ N∗ definieren wir dann

Ak,n =

{
ω ∈ Ω :

k

n
≤ X(ω) <

k + 1

n

}
,

χAk,n
(ω) =

{
1 falls ω ∈ Ak,n,
0 sonst,

Xn =
∑
k∈Z

k

n
χAk,n

.

Da X beschränkt ist, nimmt Xn nur endlich viele Werte an und es ist

E(Xn) =
∑
k∈Z

k

n
P (Ak,n).

Man kann zeigen, dass die Folge (E(Xn))n∈N konvergiert. Den Grenz-
wert nennen wir Erwartungswert von X und bezeichnen ihn mit

E(X) = lim
n→∞

E(Xn).
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Falls X die stückweise stetige Dichte f besitzt, erhalten wir für jedes
n

E(Xn) =
∑
k∈Z

k

n
P (Ak,n)

=
∑
k∈Z

k

n

∫ k+1
n

k
n

f(x)dx.

Man kann zeigen, dass dieser Ausdruck für n→∞ gegen∫ ∞

−∞
xf(x)dx

konvergiert. Daher erhalten wir in diesem Fall

E(X) =

∫ ∞

−∞
xf(x)dx.

Wenn X nicht beschränkt ist, benutzen wir diese Identität als Defini-
tion des Erwartungswertes:

Die reellwertige Zufallsvariable X auf Ω besitze die stück-
weise stetige Dichte f . Dann ist der Erwartungswert
von X definiert durch

E(X) =

∫ ∞

−∞
xf(x)dx,

sofern das uneigentliche Integral existiert.

Beispiel XII.2.4. X sei N(µ, σ2)-verteilt. Für a < 0 < b folgt∫ b

a

x
1

σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2 dx
∣∣t =

x− µ
σ

, dt =
1

σ
dx

=

∫ b−µ
σ

a−µ
σ

(σt+ µ)
1√
2π
e−

1
2
t2dt

=
σ√
2π

∫ b−µ
σ

a−µ
σ

te−
1
2
t2︸ ︷︷ ︸

=− d
dt
e−

1
2 t2

dt+
µ√
2π

∫ b−µ
σ

a−µ
σ

e−
1
2
t2dt

=
σ√
2π

[
e−

1
2
(a−µ

σ
)2 − e−

1
2
( b−µ

σ
)2
]

+
µ√
2π

∫ b−µ
σ

a−µ
σ

e−
1
2
t2dt

−→
a→−∞
b→∞

µ.

Also hat X den Erwartungswert µ.
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Beispiel XII.2.5. X sei exponentiell verteilt mit Parameter λ. Für
a > 0 gilt ∫ a

0

x λe−λx︸ ︷︷ ︸
=− d

dx
e−λx

dx = −xe−λx
∣∣∣x=a
x=0

+

∫ a

0

e−λxdx

= −ae−λa − 1

λ
e−λa +

1

λ

−→
a→∞

1

λ
.

Da X(x) = 0 ist für x < 0, folgt

E(X) =
1

λ
.

Offensichtlich gilt für den Erwartungswert

E(aX + bY ) = aE(X) + bE(Y ),

wobei X, Y reellwertige Zufallsvariablen und a, b reelle Zahlen sind.

XII.2.5. Varianz. Sei X eine reellwertige Zufallsvariable auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P ) mit einem endlichem Erwartungs-
wert E(X). Die Varianz von X ist definiert durch

Var(X) = E((X −E(X))2),

sofern dieser Erwartungswert existiert. Die Standardabweichung
ist dann definiert durch

σ =
√

Var(X).

Wie in Abschnitt XI.3.5 (S. 428) gilt

Var(X) = E(X2)− E(X)2.

Hat daher X die stückweise stetige Dichte f , ergibt sich

Var(X) =

∫ ∞

−∞
x2f(x)dx−

[∫ ∞

−∞
xf(x)dx

]2

.

Beispiel XII.2.6. Sei X N(µ, σ2)-verteilt. Für a < 0 < b erhalten
wir wie in Beispiel XII.2.4 (S. 461)∫ b

a

x2 1

σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2 dx
∣∣t =

x− µ
σ

, dt =
1

σ
dx
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=

∫ b−µ
σ

a−µ
σ

(σt+ µ)2 1√
2π
e−

1
2
t2dt

=
σ2

√
2π

∫ b−µ
σ

a−µ
σ

t2e−
1
2
t2dt

+
2σµ√

2π

∫ b−µ
σ

a−µ
σ

te−
1
2
t2dt

+
µ2

√
2π

∫ b−µ
σ

a−µ
σ

e−
1
2
t2dt

=
σ2

√
2π
t(−e−

1
2
t2)
∣∣∣t= b−µ

σ

t=a−µ
σ

+
σ2

√
2π

∫ b−µ
σ

a−µ
σ

e−
1
2
t2dt

+
2σµ√

2π
(−e−

1
2
t2)
∣∣∣t= b−µ

σ

t=a−µ
σ

+
µ2

√
2π

∫ b−µ
σ

a−µ
σ

e−
1
2
t2dt

−→
a→−∞
b→∞

σ2 + µ2.

Da E(X) = µ ist, folgt

Var(X) = σ2.

Beispiel XII.2.7. X sei exponentiell verteilt mit Parameter λ. Für
a > 0 erhalten wir∫ a

0

x2λe−λxdx = x2(−e−λx)
∣∣∣x=a
x=0

+ 2

∫ a

0

xe−λxdx

= −a2e−λa +
2

λ
x(−e−λx)

∣∣∣x=a
x=0

+
2

λ

∫ a

0

e−λxdx

= −a2e−λa − 2

λ
ae−λa − 2

λ2
e−λa +

2

λ2

−→
a→∞

2

λ2
.

Wegen E(X) = 1
λ

ergibt sich

Var(X) =
1

λ2
.

Tabelle XII.2.1 fasst die Ergebnisse der vorigen Beispiele zusam-
men.

Wie in Abschnitt XI.3.5 (S. 428) gilt die Rechenregel

Var(aX + b) = a2 Var(X),
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Tabelle XII.2.1. Erwartungswert und Varianz der
Normal- und Exponentialverteilung

Verteilung Erwartungswert Varianz

N(µ, σ2) µ σ2

Exponential λ 1
λ

1
λ2

wobei X eine reellwertige Zufallsvariable und a, b reelle Zahlen sind.
Ebenso gilt

X1, . . . , Xn unabhängig

=⇒Var(X1 + . . .+Xn) = Var(X1) + . . .+ Var(Xn).

XII.3. Schätzverfahren

XII.3.1. Maximum-Likelihood Schätzung. Es werde eine Zu-
fallsvariable X mit Werten in Rn beobachtet. Die Verteilung von X
hänge von einem unbekannten Parameter ϑ ∈ Θ ab. Wir nennen sie
Pϑ. Pϑ habe für jedes ϑ ∈ Θ eine Dichte f(·;ϑ). Dann ist für jedes
x ∈ Rn Pϑ(x) = 0. Wir können also nicht, wie im diskreten Fall, aus
der Betrachtung von Pϑ(x) Schätzer ableiten. Statt dessen definieren
wir nun die Likelihood-Funktion durch die Dichte

Lx(ϑ) = f(x;ϑ).

Wie in Abschnitt XI.4.3 (S. 435) setzen wir

Lx(ϑ) = lnLx(ϑ).

Beispiel XII.3.1. Die Zufallsvariablen X1, . . . , Xn seien unabhän-
gig und jeweils N(µ, σ2)-verteilt. Dann ist ϑ = (µ, σ). Die Dichte von
Xi ist

fi(x;ϑ) =
1

σ
√

2π
exp

(
−(xi − µ)2

2σ2

)
.

Daher hat X = (X1, . . . , Xn) an der Stelle x = (x1, . . . , xn) die Pro-
duktdichte

f(x;ϑ) =
n∏
i=1

fi(x;ϑ)

=

(
1

σ
√

2π

)n
exp

(
− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ)2

)
.
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Der Maximum-Likelihood Schätzer ϑ̂ = ϑ̂(x) ist wieder der Parame-
terwert, der Lx(ϑ) bzw. Lx(ϑ) maximiert. Aus obiger Darstellung der
Dichte erhalten wir

Lx(ϑ) = −n ln(σ
√

2π)− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ)2

und somit

∂

∂µ
Lx(ϑ) =

1

σ2

n∑
i=1

(xi − µ)

= −nµ
σ2

+
1

σ2

n∑
i=1

xi,

∂

∂σ
Lx(ϑ) = −n

σ
+

1

σ3

n∑
i=1

(xi − µ)2.

Wir müssen nun drei Fälle unterscheiden:
1. µ ist unbekannt, aber σ2 = σ2

0 ist bekannt: Dann ist Θ =
{(µ, σ0) : µ ∈ R}, und wir müssen eine Nullstelle µ̂ von ∂

µ
Lx(µ, σ0)

finden. Aus der Formel für ∂
∂µ
Lx folgt sofort

µ̂ = x =
1

n

n∑
i=1

xi.

Indem wir die zweite Ableitung bilden, sehen wir, dass µ̂ wirklich ein
Maximum ist.
2. µ = µ0 ist bekannt, aber σ2 ist unbekannt: Jetzt ist Θ =
{(µ0, σ) : σ > 0}, und wir müssen eine Nullstelle σ̂ von ∂

∂σ
Lx(µ0, σ)

finden. Aus der Formel für ∂
∂σ
Lx ergibt sich

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(xi − µ0)
2.

Wieder folgt durch Bilden der zweiten Ableitung, dass σ̂2 tatsächlich
ein Maximum ist.
3. µ und σ2 sind beide unbekannt: Die Gleichungen

∂

∂µ
Lx(µ, σ) = − 1

σ2

[
nµ−

n∑
i=1

xi

]
= 0,

∂

∂σ
Lx(µ, σ) =

1

σ3

[
−nσ2 +

n∑
i=1

(xi − µ)2

]
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= 0

für einen kritischen Punkt liefern die Lösungen

µ̂ = x,

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)2.

Durch Bilden der Hesse-Matrix sehen wir, dass diese Werte wirklich
das Maximum liefern.
Der Schätzer µ̂ und der Schätzer σ̂2 bei bekanntem Erwartungswert
µ0 sind erwartungstreu. Der Schätzer σ̂2 im Fall 3 dagegen ist nicht
erwartungstreu. Analog zu Abschnitt XI.4.4 (S. 436) liefert in diesem
Fall

s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x)2

einen erwartungstreuen Schätzer für die Varianz.

XII.3.2. Die Methode der kleinsten Quadrate. Oft stellt sich
das Problem, eine Gerade, eine Parabel oder eine andere

”
einfache“

Funktion einer gegebenen Menge von Messwerten anzupassen. Zum
Beispiel kann eine Größe y in Abhängigkeit von einer Größe x gemessen
worden sein und es liegen nun n Messergebnisse (x1, y1), . . . , (xn, yn)
vor. Wenn die Messergebnisse relativ gut auf einer Geraden liegen,
können wir einen linearen Zusammenhang der beobachteten Größen
vermuten, der durch Messfehler zi gestört ist. Dann wäre

yi = α+ βxi + zi , i = 1, . . . , n,

mit zu bestimmenden Parametern α und β.
Allgemeiner nehmen wir an, dass ϑ1, . . . , ϑp unbekannte Parameter

sind und dass für bekannte Funktionen ϕi der gemessene Wert bei der
i-ten Messung von der Form ist

yi = ϕi(ϑ1, . . . , ϑp) + zi

mit einem Messfehler zi. Im Beispiel der Geraden ist

p = 2,

ϑ1 = α,

ϑ2 = β,

ϕi(ϑ1, ϑ2) = ϑ1 + ϑ2xi.
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Die Methode der kleinsten Quadrate besteht darin, die Pa-
rameter ϑ1, . . . , ϑp so zu bestimmen, dass die Größe

Q =
n∑
i=1

[yi − ϕi(ϑ1, . . . , ϑp)]
2

minimal wird.
Dieser Ansatz kann ad hoc ohne Statistik formuliert werden und

wird häufig auch so angewandt. Wir wollen nun zeigen, dass dieser An-
satz statistisch fundiert ist. Dazu nehmen wir an, dass die Messfehler
zi Realisierungen von unabhängigen N(0, σ2)-verteilten Zufallsvaria-
blen Z1, . . . , Zn sind. Dann sind die yi Realisierungen von unabhängi-
gen Zufallsvariablen Y1, . . . , Yn, die N(ϕi(ϑ1, . . . , ϑp), σ

2)-verteilt sind.
Daher hat Y = (Y1, . . . , Yn) die Dichte(

1

σ
√

2π

)n
exp

(
− 1

2σ2

n∑
i=1

[yi − ϕi(ϑ1, . . . , ϑp)]
2

)
.

Diese Dichte ist genau dann maximal, wenn obige Größe Q minimal
ist. Die Methode der kleinsten Quadrate ist also gerade der Maximum-
Likelihood Schätzer für die Parameter ϑ1, . . . , ϑp.

Beispiel XII.3.2 (Regressionsgerade). Wir wollen eine Gerade
y = α + βx mit der Methode der kleinsten Quadrate an Messdaten
(x1, y1), . . . , (xn, yn) anpassen. Dann ist

Q = Q(α, β) =
n∑
i=1

(yi − βxi − α)2.

Die Gleichungen für einen kritischen Punkt α̂, β̂ lauten

0 =
∂

∂α
Q(α̂, β̂) = −2

n∑
i=1

(yi − β̂xi − α̂)

0 =
∂

∂β
Q(α̂, β̂) = −2

n∑
i=1

(yi − β̂xi − α̂)xi.

Zur Abkürzung setzen wir

x =
1

n

n∑
i=1

xi , y =
1

n

n∑
i=1

yi,

xx =
1

n

n∑
i=1

x2
i , xy =

1

n

n∑
i=1

xiyi.
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Nach Multiplikation mit − 1
2n

nehmen dann obige Bestimmungsglei-
chungen die Form an

0 = y − β̂x− α̂

0 = xy − β̂xx− α̂x.

Dies liefert die Lösung

β̂ =
xy − x y
xx− x x

,

α̂ = y − β̂x.

Die Gerade y = α̂+ β̂x heißt Regressionsgerade.
Mit den Abkürzungen

sxy =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x)(yi − y)

sxx =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x)2

erhält man wegen

sxy =
n

n− 1
xy − n

n− 1
x y,

sxx =
n

n− 1
xx− n

n− 1
x x

die alternative Darstellung

β̂ =
sxy
sxx

.

XII.3.3. Median. Wenn in einem schweizer Bergdorf fünfzig Ein-
heimische und fünf zugezogene Millionäre leben, ist es für die Einheimi-
schen wenig befriedigend, wenn man ihnen erklärt, das durchschnittli-
che Einkommen in diesem Dorf sei hoch. Dieses Beispiel zeigt, dass der
Erwartungswert manchmal kein guter Maßstab für das

”
Zentrum“ einer

Verteilung ist. Einige wenige
”
Ausreißer“ können ihn stark verfälschen.

Man betrachtet daher auch andere Maßzahlen. Die bekannteste davon
ist der Median.

Ist Z eine reellwertige Zufallsvariable, so heißt jede Zahl µm mit

P (Z ≥ µm) ≥ 1

2



XII.4. TESTS 469

und

P (Z ≤ µm) ≥ 1

2

ein Median von Z.
Man beachte, dass der Median µm nicht notwendig eindeutig be-

stimmt ist. Eine Mehrdeutigkeit tritt genau dann auf, wenn es ein In-
tervall [a, b] gibt mit a < b und P (Z ≥ b) = 1

2
und P (Z ≤ a) = 1

2
.

Dann ist jede Zahl in dem Intervall [a, b] ein Median. Gibt es dagegen
eine Zahl c mit P (Z ≥ c+ t) = P (Z ≤ c− t) für alle t > 0, so ist c der
eindeutige Median von Z. In diesem Fall heißt Z symmetrisch, und es
ist c = E(Z).

Für n Messwerte x1, . . . , xn können wir den empirischen Median
µ̂m wie folgt ermitteln:
Bezeichne mit x(1) ≤ x(2) ≤ . . . ≤ x(n) die der Größe nach umgeordne-
ten xi. Dann ist

µ̂m =

{
x(n+1

2
) falls n ungerade,

1
2
[x(n

2
) + x(n

2
+1)] falls n gerade.

Beispiel XII.3.3. Für x1 = 3.1, x2 = 4.5, x3 = 4.5, x4 = 2.8, x5 =
2.6, x6 = 9.8 erhalten wir x(1) = 2.6, x(2) = 2.8, x(3) = 3.1, x(4) = 4.5,
x(5) = 4.5, x(6) = 9.8 und µ̂m = 1

2
[x(3) + x(4)] = 1

2
[3.1 + 4.5] = 3.8. Der

Mittelwert ist x = 4.55.

XII.4. Tests

XII.4.1. Vorbemerkungen. Wir beobachten eine, im allgemei-
nen vektorwertige, Zufallsvariable X, deren Verteilung einer Familie
{Pϑ : ϑ ∈ Θ} angehört. Θ ist die disjunkte Vereinigung der Mengen H
und K, der Hypothese und der Alternative. Aufgrund des beobachte-
ten Wertes x von X soll entschieden werden, ob der Parameter ϑ der
zu X gehörenden Verteilung in der Menge H liegt oder nicht.

Hierzu bilden wir den Likelihood-Quotienten

q(x) =
sup{Lx(ϑ) : θ ∈ K}
sup{Lx(ϑ) : θ ∈ H}

.

Offensichtlich ist 0 ≤ q(x) für alle x. q(x) ≈ 0 spricht für die Hypothese,
q(x)� 0 spricht für die Alternative.

Ein Test ist nun eine messbare Abbildung ϕ des Wertebereiches X
vonX in [0, 1]. Wird x beobachtet, besagt ϕ(x) = 1, dass die Hypothese
verworfen werden soll, und ϕ(x) = 0, dass sie angenommen werden
soll. Im Fall 0 < ϕ(x) < 1 soll ein zusätzliches Zufallsexperiment mit
Wahrscheinlichkeit ϕ(x) zur Verwerfung führen.
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Ein Test ϕ heißt Likelihood-Quotienten Test, wenn es ein
c > 0 gibt mit den Eigenschaften

• q(x) > c =⇒ ϕ(x) = 1 und
• q(x) < c =⇒ ϕ(x) = 0.

XII.4.2. Der t-Test. Wir beobachten Zufallsvariable X1, . . . , Xn,
die unabhängig und N(µ, σ2)-verteilt seien mit unbekanntem (µ, σ2).
Für ein gegebenes µ0 sei zu testen, ob µ = µ0 ist oder nicht. Dann ist

ϑ = (µ, σ)

Θ = {(µ, σ) : µ ∈ R, σ > 0}
H = {(µ0, σ) : σ > 0}
K = {(µ, σ) : µ 6= µ0, σ > 0}.

Die Dichte f(x;ϑ) von X = (X1, . . . , Xn) ist gemäß Abschnitt XII.3.1
(S. 464)

f(x;ϑ) =

(
1

σ
√

2π

)n
exp

(
− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ)2

)
.

Aus Stetigkeitsgründen ist

sup{f(x;ϑ) : ϑ ∈ K} = sup{f(x;ϑ) : ϑ ∈ Θ}.
Damit ergibt sich aus Abschnitt XII.3.1 (S. 464), dass das Supremum
an der Stelle

µ̂ = x

=
1

n

n∑
i=1

xi,

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)2

angenommen wird. Ebenso folgt, dass das Supremum sup{f(x;ϑ) : ϑ ∈
H} an der Stelle

σ̃2 =
1

n

n∑
i=1

(xi − µ0)
2

angenommen wird. Daher ist der Likelihood-Quotient

q(x) =
f(x; µ̂, σ̂)

f(x;µ0, σ̃)

=

(
σ̃

σ̂

)n
exp
(
− 1

2σ̂2

n∑
i=1

(xi − µ̂)2

︸ ︷︷ ︸
=nbσ2

+
1

2σ̃2

n∑
i=1

(xi − µ0)
2

︸ ︷︷ ︸
=neσ2

)

=

(
σ̃

σ̂

)n
.
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Ist ϕ irgendein Likelihood-Quotienten Test, gibt es daher ein c > 0 mit

ϕ(x) = 1 auf

{(
σ̃

σ̂

)n
> c

}
ϕ(x) = 0 auf

{(
σ̃

σ̂

)n
< c

}
.

Mit

c′ = c2/n

ist dies äquivalent zu

ϕ(x) = 1 auf

{
σ̃2

σ̂2
> c′

}
ϕ(x) = 0 auf

{
σ̃2

σ̂2
< c′

}
.

Es ist

σ̃2

σ̂2
=

n∑
i=1

(xi − µ0)
2

n∑
i=1

(xi − x)2

=

n∑
i=1

(xi − x+ x− µ0)
2

n∑
i=1

(xi − x)2

=

n∑
i=1

(xi − x)2 + n(x− µ0)
2

n∑
i=1

(xi − x)2

= 1 +
(x− µ0)

2

σ̂2
.

Wir definieren daher

T (x) =

√
n(x− µ0)

s(x)

mit

s(x)2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x)2.
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Dann folgt

σ̃2

σ̂2
= 1 +

1

n− 1
|T (x)|2.

Also gibt es für jeden Likelihood-Quotienten Test ϕ ein t > 0 mit

ϕ(x) =

{
1 falls |T (x)| > t,

0 falls |T (x)| < t.

Unser Testproblem ist damit auf die Bestimmung der Verteilung von
T (x) zurückgeführt. Diese Verteilung heißt t-Verteilung mit n − 1
Freiheitsgraden oder kurz tn−1-Verteilung. Die zugehörige Dichte ist
gegeben durch

hn−1(x) =
Γ(n

2
)

Γ(n−1
2

)Γ(1
2
)
√
n− 1

(
1 +

x2

n− 1

)−n
2

.

Dabei ist Γ die Eulersche Gammafunktion aus Abschnitt V.4.3 (S. 196).

Für n → ∞ konvergiert hn−1(x) gegen die Dichte 1√
2π

exp(−x2

2
) der

Standard-Normalverteilung.
Damit lautet der t-Test zum Niveau α auf die Hypothese

einer N(µ0, σ
2)-verteilten Stichprobe:

Berechne die Größen

x =
1

n

n∑
i=1

xi

s(x) =

√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x)2

T (x) =

√
n(x− µ0)

s(x)
.

Bestimme aus einer Tabelle der tn−1-Verteilung das (1− α
2
)-

Quantil tn−1,1−α
2

aus der Bedingung∫ tn−1,1−α
2

−∞
hn−1(x)dx = 1− α

2
.

Falls |T (x)| ≤ tn−1,1−α
2

ist, wird die Hypothese angenom-
men, sonst wird sie verworfen.

Beispiel XII.4.1. An 15 Glasfaserplatten einer bestimmten Stärke
wird die Wärmeleitfähigkeit gemessen. Es ergibt sich der Mittelwert
x = 17.1 und der Wert s2 = 0.36. Zu testen ist die Hypothese µ = 17
zu dem Niveau α = 0.1. Aus einer Tabelle der t14-Verteilung lesen wir
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das 0.95-Quantil t14,0.95 = 1.76 ab. Aus den gegebenen Daten ergibt
sich

T (x) =

√
14(17.1− 17)√

0.36
≈ 0.624.

Also kann die Hypothese akzeptiert werden.

XII.4.3. Der χ2-Test. Wir betrachten folgendes Testproblem: Es
werden n unabhängige, gleichartige Teilexperimente ausgeführt. Jedes
hat r ≥ 2 mögliche Ausgänge, und der i-te Ausgang hat die Wahr-
scheinlichkeit pi. Der Parameter ϑ = (p1, . . . , pr) ist unbekannt. Für
einen gegebenen Wahrscheinlichkeitsvektor π = (π1, . . . , πr) ist zu tes-
ten, ob ϑ = π ist.

Die Wahrscheinlichkeit, die Häufigkeiten x1, . . . , xr zu beobachten,
ist nach der Multinomialverteilung

Pϑ(x) =

(
n

x1, . . . , xr

)
px1

1 · . . . · pxr
r .

Der Vektor x = (x1, . . . , xr) muss dabei natürlich der Bedingung x1 +
. . .+ xr = n genügen. Die Likelihood-Funktion ist Lx(ϑ) = Pϑ(x). Bei
der Ermittlung des Maximums muss die Nebenbedingung p1+. . .+pr =
1 berücksichtigt werden. Dies führt auf das Gleichungssystem

∂

∂p1

lnLx(ϑ) =
∂

∂p2

lnLx(ϑ) = . . . =
∂

∂pr
lnLx(ϑ).

Als Lösung ergibt sich der Schätzer p̂i(x) = xi

n
. Damit folgt für den

Likelihood-Quotienten

q(x) =
Pbϑ(x)
Pπ(x)

≈
(
p̂1

π1

· . . . · p̂r
πr

)− 1
2

exp

(
1

2

r∑
i=1

(xi − nπi)2

nπi

)
.

Wir definieren daher

V 2(x) =
r∑
i=1

(xi − nπi)2

nπi
.

Gilt die Hypothese ϑ = π, so ist nach dem Gesetz der großen Zahlen
p̂i(x) = xi

n
mit Wahrscheinlichkeit nahe 1 gleich πi. Daher ist in diesem

Fall

q(x) ≈ exp(
1

2
V 2(x)).

Man kann zeigen, dass V 2(x) durch die sog. χ2-Verteilung mit r− 1
Parametern, kurz χ2

n−1-Verteilung approximiert wird. Diese hat die
Dichte
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gr−1(x) =


1

2
r−1
2 Γ( r−1

2
)
x

r−1
2
−1e−

x
2 falls x > 0,

0 sonst.

Damit lautet der χ2-Test zum Niveau α:

Berechne die Größe

V 2(x) =
r∑
i=1

(xi − nπi)2

nπi
.

Bestimme aus einer Tabelle der χ2
r−1-Verteilung das (1−α)-

Quantil χ2
r−1,1−α aus der Bedingung∫ χ2

r−1,1−α

0

gr−1(x)dx = 1− α.

Falls V 2(x) < χ2
r−1,1−α ist, wird die Hypothese angenom-

men, sonst wird sie verworfen.

Beispiel XII.4.2. Man vermutet, dass die Blütenfarben rot, rosa
und weiß einer Rosenart mit den Wahrscheinlichkeiten 1

4
, 1

2
und 1

4
ver-

erbt werden. Unter einer Auswahl von 320 Nachkommen beobachtet
man 102 rote, 156 rosa und 62 weiße Blüten. Die Hypothese soll mit
dem χ2-Test zum Niveau α = 0.1 getestet werden. Es ist

π = (
1

4
,
1

2
,
1

4
)

und

(p̂1, p̂2, p̂3) = (
102

320
,
156

320
,

62

320
).

Wir erhalten den Wert

V 2(x) =
(102− 80)2

80
+

(156− 160)2

160
+

(62− 80)2

80
≈ 10.2.

Aus einer Tabelle der χ2-Verteilung mit 2 Parametern erhalten wir das
0.9-Quantil

χ2
2,0.9 = 4.61.

Daher muss die Hypothese verworfen werden.

Beispiel XII.4.3. Es wird behauptet, dass auf einer Pferderenn-
bahn die Startposition einen Einfluss auf die Gewinnwahrscheinlichkeit
hat. In 144 Rennen hatten die Sieger die Startposition 1, 2, . . ., 8 mit
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den Häufigkeiten 29, 19, 18, 25, 17, 10, 15, 11. Wir wollen die Hypo-
these, dass alle Startpositionen die gleiche Gewinnwahrscheinlichkeit
haben, zu dem Niveau α = 0.05 testen. Aus einer Tabelle der χ2-
Verteilung mit 7 Freiheitsgraden lesen wir das 0.95-Quantil

χ2
7,0.95 = 20.28

ab. Da nπi = 16 ist für alle i, erhalten wir mit den beobachteten Werten

V 2(x) =
1

16
{(29− 16)2 + (19− 16)2 + (18− 16)2 + (25− 16)2

+ (17− 16)2 + (10− 16)2 + (15− 16)2 + (11− 16)2}

≈ 20.375.

Also wird die Hypothese verworfen.

Die χ2-Verteilung wird auch für das Testen der Varianz einer Nor-
malverteilung genutzt. Der χ2-Test zum Niveau α auf die Hypo-
these einer N(µ, σ2

0)-verteilten Stichprobe lautet:

Berechne die Größen

x =
1

n

n∑
i=1

xi

s(x)2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x)2

T (x) =
(n− 1)s(x)2

σ2
0

.

Bestimme aus einer Tabelle der χ2
n−1-Verteilung die (1− α

2
)-

und α
2
- Quantile χ2

n−1,1−α
2

und χ2
n−1,α

2
aus den Bedingun-

gen ∫ χ2
n−1,1−α

2

−∞
gn−1(x)dx = 1− α

2
,∫ χ2

n−1, α
2

−∞
gn−1(x)dx =

α

2
.

Falls
χ2
n−1,α

2
≤ T (x) ≤ χ2

n−1,1−α
2

ist, wird die Hypothese angenommen, sonst wird sie verwor-
fen.

Bemerkung XII.4.4. Bei dem oben dargestellten Test wird auf
σ2 = σ2

0 getestet. Falls auf σ2 < σ2
0 getestet werden soll, lautet das

Testkriterium

T (x) ≤ χ2
n−1,1−α.
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Falls auf σ2 > σ2
0 getestet werden soll, lautet das Testkriterium

T (x) ≥ χ2
n−1,α.

Beispiel XII.4.5. Nach Angaben des Herstellers eines bestimmten
PKW-Typs ist der Benzinverbrauch im Stadtvekehr annähernd normal-
verteilt mit Erwartungswert 9.5 l/100km und Streuung 2.5 l/100km.
Zur Überprüfung dieser Angaben testet eine Verbraucherorganisation
25 PKWs und misst einen Durchschnittverbrauch von 9.9 l/100km mit
einer Streuung von 3.5 l/100km. Das Niveau des Tests soll α = 0.05
sein.
Für den Erwartungswert ergeben diese Daten

T (x) =

√
25(9.9− 9.5)

3.5
≈ 0.571

t24,0.975 = 2.064.

Daher ist die Aussage über den erwarteten Durchschnittsverbrauch zu
akzeptieren.
Für die Varianz liefern diese Daten

T (x) =
24 · 3.52

2.52

≈ 47.04

χ2
24,0.025 = 12.40

χ2
24,0.975 = 39.36.

Wegen T (x) > χ2
24,0.975 ist die Aussage über die Streuung der Ver-

brauchswerte zu verwerfen.



KAPITEL XIII

Fourier-Analysis

XIII.1. Trigonometrische Polynome und Reihen

XIII.1.1. Periodische Funktionen. Eine Funktion f : R → R
oder f : R → C heißt periodisch mit Periode T oder kurz T -
periodisch, wenn T > 0 ist und f(t + T ) = f(t) gilt für alle t ∈ R.
Statt 2π-periodisch sagen wir häufig auch kurz periodisch.

Beispiel XIII.1.1. Eine konstante Funktion ist T -periodisch für
jedes T > 0. Die Funktionen sin t, cos t, eit, α cos(nt) + β sin(nt) sind
alle 2π-periodisch.

Es gelten folgende Rechenregel für T -periodische Funktionen:

• Mit T ist auch nT für jedes n ∈ N∗ eine Periode.
• Sind f, g T -periodisch und α, β ∈ C, so ist auch αf + βy T -

periodisch.
• Ist f T -periodisch, so gilt

∫ a+T

a

f(t)dt =

∫ T

0

f(t)dt für jedes a ∈ R.

Durch die Substitution x = 2π
T
t = ωt mit ω = 2π

T
wird eine T -

periodische Funktion f in eine 2π-periodische Funktion transformiert.
Ist g eine gegebene Funktion auf dem Intervall [0, T ] kann man sie

auf drei Arten zu einer T -periodischen Funktion f auf R fortsetzen
(vgl. Abbildung XIII.1.1):

• Direkte Fortsetzung (T -perdiodisch): Setze

f(t) = g(t− nT ), falls nT ≤ t < (n+ 1)T, n ∈ Z.

• Gerade Fortsetzung (2T -periodisch): Setze

f̃(t) =

{
g(t) für 0 ≤ t ≤ T

g(−t) für − T ≤ t < 0

und definiere f durch

f(t) = f̃(t− 2nT ) falls (2n− 1)T ≤ t < (2n+ 1)T,

n ∈ Z.

477
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• Ungerade Fortsetzung (2T -periodisch): Setze

f̂(t) =

{
g(t) für 0 ≤ t ≤ T

−g(−t) für − T ≤ t < 0

und definiere f durch

f(t) = f̂(t− 2nT ) falls (2n− 1)T ≤ t < (2n+ 1)T,

n ∈ Z.

Ist g stetig, so ist im ersten Fall f genau dann stetig, wenn g(0) = g(T )
ist. Im zweiten Fall ist f ohne weitere Zusatzbedingung an g stetig. Im
dritten Fall schließlich ist f genau dann stetig, wenn g(0) = g(T ) = 0
ist.
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Abbildung XIII.1.1. Periodische Fortsetzungen der
Funktion g(x) = x auf [0, 1]

XIII.1.2. Trigonometrische Polynome. Eine Funktion der
Form

f(t) =
N∑

k=−N

cke
ikωt

mit ω 6= 0, c−N , . . . , cN ∈ C und |c−N | + |cN | 6= 0 nennt man ein
trigonometrisches Polynom vom Grad N . Es ist 2π

ω
-periodisch.

Wegen

eikωt = cos(kωt) + i sin(kωt)

kann jedes trigonometrische Polynom vom Grad N in der Form

f(t) =
a0

2
+

N∑
k=1

[ak cos(kωt) + bk sin(kωt)]

dargestellt werden. Für die Koeffizienten gelten die Umrechnungsfor-
meln

c0 =
1

2
a0, ck =

1

2
(ak − ibk), c−k =

1

2
(ak + ibk)

a0 = 2c0, ak = ck + c−k, bk = i(ck − c−k).
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Beispiel XIII.1.2. Die Funktion

f(t) =
N∑

k=−N

eikt

= 1 + 2 cos x+ . . .+ 2 cos(Nx)

ist ein trigonometrisches Polynom vom Grad N . Aus der geometrischen
Summenformel

n−1∑
k=0

qk =

{
qn−1
q−1

falls q 6= 1

n falls q = 1

folgt die Darstellung

N∑
k=−N

eikt =

{
2N + 1 falls t = 2nπ, n ∈ Z,
sin((N+ 1

2
)t)

sin( 1
2
t)

sonst.

Sei f ein trigonometrisches Polynom vom Grad N und T = 2π
ω

seine
Periode. Dann gelten folgende Eigenschaften:

• f hat in [0, T ) höchstens 2N Nullstellen.
• f(t) = 0 für alle t ∈ R ⇐⇒ c−N = . . . = cN = 0.
• f ist reellwertig ⇐⇒ ck = c−k für k = 0, . . . , N (insb. ist
c0 ∈ R).
• Für −N ≤ k ≤ N und 0 ≤ n ≤ N ist

ck =
1

T

∫ T

0

f(t)e−ikωtdt,

an =
2

T

∫ T

0

f(t) cos(nωt)dt,

bn =
2

T

∫ T

0

f(t) sin(nωt)dt.

Die vierte Eigenschaft folgt aus der Orthogonalitätsbeziehung (vgl. Bei-
spiel V.2.6 (S. 179))∫ T

0

eikωte−i`ωtdt =

{
T falls k = `,

0 falls k 6= `.

XIII.1.3. Trigonometrische Reihen. Einen Ausdruck der Form∑
k∈Z

cke
ikωt

nennt man eine trigonometrische Reihe. Die N -te Partialsum-
me ist gegeben durch

SN(t) =
N∑

k=−N

cke
ikωt.
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Falls die Folge (SN(t))N∈N für jedes t ∈ [0, T ] konvergiert, wird durch
ihren Grenzwert eine T -periodische Funktion f definiert. Man sagt
dann, f werde durch die trigonometrische Reihe

∑
k∈Z cke

ikωt darge-
stellt.

Beispiel XIII.1.3. Die Partialsummen der trigonometrischen Rei-
he
∑

k∈Z e
ikt sind für kein t ∈ R konvergent. Denn gemäß Beispiel

XIII.1.2 erhalten wir für t
2π
∈ Z die Folge (2N + 1)N∈N und für t

2π
6∈ Z

die Folge (
sin((N+ 1

2
)t)

sin( 1
2
t)

)N∈N. Beide Folgen sind aber nicht konvergent.

XIII.2. Fourier-Reihen

XIII.2.1. Die Fourier-Reihe einer Funktion. Die Funktion f :
R→ C sei stückweise stetig und T -periodisch, T > 0. Die Zahlen

f̂k =
1

T

∫ T

0

f(t)e−ikωtdt, mit ω =
2π

T
, k ∈ Z

heißen die (komplexen) Fourier-Koeffizienten von f . Die mit
ihnen gebildete trigonometrische Reihe

∑
k∈Z

f̂ke
ikωt

heißt die Fourier-Reihe von f . Wir schreiben

f ∼
∑
k∈Z

f̂ke
ikωt,

um zu betonen, dass die rechts stehende trigonometrische Reihe die
Fourier-Reihe der links stehenden Funktion ist. Hierdurch ist nichts
über die Konvergenz der Reihe ausgesagt.

Wie in Abschnitt XIII.1.2 (S. 478) ist∑
k∈Z

f̂ke
ikωt =

a0

2
+

∑
n∈N\{0}

[an cos(nωt) + bn sin(nωt)]

mit

an = f̂n + f̂−n =
2

T

∫ T

0

f(t) cos(nωt)dt

bn = i(f̂n − f̂−n) =
2

T

∫ T

0

f(t) sin(nωt)dt.
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Die Zahlen an, bn heißen die reellen Fourier-Koeffizienten von
f .

Die Fourier-Koeffizienten einer T -periodischen Schwingung f haben
folgende Deutung:

• f̂0: Arithmetischer Mittelwert (Gleichspannungsanteil),

• 2f̂1: Komplexe Amplitude der Grundschwingung,

• 2f̂n: Komplexe Amplituden der n-ten Oberschwingung, n ≥ 2,

•
∑∞

n=2 |f̂n|2∑∞
n=1 |f̂n|2

: Oberschwingungsanteil (Klirrfaktor).

Beispiel XIII.2.1 (Rechteckschwingung). Definiere f : [0, 2π)
→ R durch

f(t) =

{
1 für 0 ≤ t < π,

−1 für π ≤ t < 2π.

Dann folgt

an =
1

π
{
∫ π

0

cos(nt)dt−
∫ 2π

π

cos(nt)dt}

= 0

bn =
1

π
{
∫ π

0

sin(nt)dt−
∫ 2π

π

sin(nt)dt}

=

{
4
nπ

falls n ungerade

0 falls n gerade

Also lautet die Fourier-Reihe

4

π

∑
n∈N

sin((2n+ 1)x)

2n+ 1
.

XIII.2.2. Rechenregeln. Im Folgenden seien f, g : R→ C stück-
weise stetige, T -periodische Funktionen mit Fourier-Reihen

f ∼
∑
k∈Z

f̂ke
ikωt,

g ∼
∑
k∈Z

ĝke
ikωt

und ω = 2π
T

.
Wegen der Linearität des Integrals gilt für α, β ∈ C

( ̂αf + βg)k = αf̂k + βĝk für alle k ∈ Z

αf + βg ∼
∑
k∈Z

(αf̂k + βĝk)e
ikωt.
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Mit der Linearität der komplexen Konjugation und der Substitution
t 7→ −t folgt

f(t) ∼
∑
k∈Z

f̂−ke
ikωt

f(−t) ∼
∑
k∈Z

f̂−ke
ikωt.

Mit den Substitutionen t 7→ ct, c > 0 und t 7→ t+ a ergibt sich

f(ct) ∼
∑
k∈Z

f̂ke
ik(ωc)t

f(t+ a) ∼
∑
k∈Z

(eikωaf̂k)e
ikωt.

Aus der Definition der Fourier-Koeffizienten folgt

eiωntf(t) ∼
∑
k∈Z

f̂k−ne
ikωt.

Mittels partieller Integration ergibt sich

f ′(t) ∼
∑
k∈Z

(ikωf̂k)e
ikωt.

Das unbestimmte Integral einer T -periodischen Funktion f ist nur dann

wieder T -periodisch, wenn der Mittelwert von f verschwindet, d.h. f̂0 =
0. In diesem Fall gilt:

∫ t

0

f(s)ds ∼ − 1

T

∫ T

0

sf(s)ds+
∑

k∈Z\{0}

(
1

ikω
f̂k)e

ikωt.

XIII.2.3. Die Bessel-Ungleichung. Die Funktion f : R → C
sei stückweise stetig und T -periodisch. Für N ∈ N∗ bezeichnen wir mit
SN die N -te Partialsumme ihrer Fourier-Reihe

SN(t) =
N∑

k=−N

f̂ke
ikωt
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=
a0

2
+

N∑
k=1

[ak cos(kωt) + bk sin(kωt)].

Aus der Definition der Fourier-Koeffizienten folgt

1

T

∫ T

0

f(t)SN(t)dt =
N∑

k=−N

f̂k
1

T

∫ T

0

f(t)e−ikωtdt︸ ︷︷ ︸
= bfk

=
N∑

k=−N

|f̂k|2.

Aus der Orthogonalitätsbeziehung

1

T

∫ T

0

eikωte−iω`tdt =

{
1 falls k = `

0 falls k 6= `

aus Abschnitt XIII.1.2 (S. 478) ergibt sich

1

T

∫ T

0

SN(t)SN(t)dt =
N∑

k=−N

N∑
`=−N

f̂kf̂ `
1

T

∫ T

0

eikωte−i`ωtdt

=
N∑

k=−N

|f̂k|2.

Mit diesen beiden Ergebnissen erhalten wir

0 ≤ 1

T

∫ T

0

|f(t)− SN(t)|2dt

=
1

T

∫ T

0

(f(t)− SN(t))(f(t)− SN(t))dt

=
1

T

∫ T

0

|f(t)|2dt− 1

T

∫ T

0

f(t)SN(t)dt

− 1

T

∫ T

0

f(t)SN(t)dt︸ ︷︷ ︸
={

R T
0 f(t)SN (t)dt}

+
1

T

∫ T

0

SN(t)SN(t)dt

=
1

T

∫ T

0

|f(t)|2dt−
N∑

k=−N

|f̂k|2.

Also gilt für alle N ∈ N∗

N∑
k=−N

|f̂k|2 ≤
1

T

∫ T

0

|f(t)|2dt.

Dies beweist die sog. Bessel-Ungleichung
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|a0|2

2
+

∞∑
n=1

[|an|2 + |bn|2] = 2
∞∑

k=−∞

|f̂k|2

≤ 2

T

∫ T

0

|f(t)|2dt.

Da die Koeffizienten einer konvergenten Reihe eine Nullfolge bil-
den (vgl. Abschnitt VII.1.3 (S. 256)), folgt hieraus das sog. Riemann-
Lemma:

lim
k→∞
|f̂k| = 0, lim

k→−∞
|f̂k| = 0,

lim
n→∞

|an| = 0, lim
n→∞

|bn| = 0.

Es gilt sogar folgende Verschärfung:

Die T -periodische Funktion f sei (m−1)-mal differenzierbar
auf R und f (m) sei stückweise stetig auf [0, T ]. Dann gibt es
eine Zahl M > 0 mit

|f̂k| ≤
M

|k|m+1
für alle k ∈ Z\{0}.

XIII.2.4. Konvergenz der Fourier-Reihe. Sei wieder f : R→
C eine stückweise stetige, T -periodische Funktion. Es gilt folgende
Verschärfung der Bessel-Ungleichung:

∞∑
k=−∞

|f̂k|2 =
1

T

∫ T

0

|f(t)|2dt.

Dies ist die sog. Parseval-Gleichung.
Aus ihr und dem Beweis der Bessel-Ungleichung folgt, dass die

Fourier-Reihe im quadratischen Mittel gegen f konvergiert

lim
N→∞

1

T

∫ T

0

|f(t)− SN(t)|2dt = 0.

Bezüglich der punktweisen Konvergenz ist die Situation komplizierter
(vgl. Beispiele XIII.1.3 (S. 480) und XIII.2.1 (S. 481)). Es gilt:
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Die Funktion f sei stückweise differenzierbar auf [0, T ]. Dann
konvergiert die Fourier-Reihe von f für jedes t ∈ R. Mit ω = 2π

T
ist

∞∑
k=−∞

f̂ke
ikωt =

1

2
[f(t+ 0) + f(t− 0)].

Beispiel XIII.2.2. Betrachte die Funktion f(t) = t2 auf [−π, π]
und setze sie 2π-periodisch fort. Die so auf ganz R definierte Funktion
ist stetig und stückweise differenzierbar. Für die Fourier-Koeffizienten
folgt

bn =
1

π

∫ π

−π
t2 sin(nt)dt

= 0 wg. Symmetrie

a0 =
1

π

∫ π

−π
t2

= 2
π2

3

an =
1

π

∫ π

−π
t2 cos(nt)dt

=
2

π

∫ π

0

t2 cos(nt)dt

=
2

nπ
t2 sin(nt)

∣∣∣t=π
t=0
− 4

nπ

∫ π

0

t sin(nt)dt

= − 4

nπ

∫ π

0

t sin(nt)dt

=
4

n2π
t cos(nt)

∣∣∣t=π
t=0
− 4

n2π

∫ π

0

cos(nt)dt

=
4

n2
(−1)n−1.

Also gilt für alle t ∈ [−π, π]

t2 =
π2

3
− 4

∞∑
n=1

(−1)n−1 cos(nt)

n2
.

Wegen

1

2π

∫ π

−π
(t2)2dt =

1

π

∫ π

0

t4dt

=
1

5
π4
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folgt aus der Parseval-Gleichung

∞∑
n=1

1

n4
=

1

16

∞∑
n=1

|an|2

=
1

16
{|a0|2

2
+

∞∑
n=1

|an|2 −
2

9
π4}

=
2

16

∞∑
k=−∞

|f̂k|2 −
1

72
π4

=
1

8

1

2π

∫ π

−π
(t2)2dt− 1

72
π4

=
1

40
π4 − 1

72
π4

=
π4

90
.

XIII.2.5. Anwendung auf gewöhnliche Differentialglei-
chungen. Wir betrachten das Randwertproblem

aẍ+ bẋ+ cx = f(t) in (0, T )

x(0) = x(T )

ẋ(0) = ẋ(T )

mit a, b, c,∈ R, a 6= 0, und einer stückweise stetigen Funktion f . Jede
Lösung x dieses Randwertproblems kann T -periodisch festgesetzt wer-
den und liefert eine zweimal differenzierbare T -periodische Funktion
auf R mit stückweise stetiger zweiter Ableitung. Daher gilt für alle t

x(t) =
∞∑

k=−∞

x̂ke
ikωt

mit ω = 2π
T

. Bilden wir die Fourier-Reihen der linken und der rechten
Seite der gDgl, erhalten wir aufgrund der Rechenregeln für Fourier-
Reihen

f ∼
∑
k∈Z

f̂ke
ikωt

aẍ+ bẋ+ cx ∼
∑
k∈Z

[a(ikω)2 + b(ikω) + c]x̂ke
ikωt.

Also muss für jede Lösung der gDgl gelten

x̂k =
f̂k

a(ikω)2 + b(ikω) + c
.

Dies bestimmt die Fourier-Reihe der Lösung und damit die Lösung.
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XIII.3. Die Fourier-Transformation

XIII.3.1. Definition. Eine Funktion f : R→ C heißt Fourier-
transformierbar, wenn für jedes ω ∈ R der Grenzwert∫ ∞

−∞
e−iωtf(t)dt = lim

R→∞

∫ R

−R
e−iωtf(t)dt

existiert. In diesem Fall heißt die Funktion F(f) : R→ C mit

F(f)(ω) =

∫ ∞

−∞
e−iωtf(t)dt

die Fourier-Transformierte von f . Statt F(f) schreibt man gele-

gentlich auch f̂ . Die inverse Fourier-Transformation einer Funk-
tion F : R→ C ist definiert durch

F−1(F )(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eiωtF (ω)dω.

Die Fourier-Transformation kann als Grenzübergang T → ∞ bei Bil-
dung der Fourier-Reihen T -periodischer Funktionen gedeutet werden.

Beispiel XIII.3.1. Betrachte den Rechteckimpuls

f(t) =

{
1 für |t| ≤ 1,

0 für |t| > 1.

Für jedes R > 1 erhalten wir∫ R

−R
f(t)dt =

∫ 1

−1

dt

= 2

und für ω 6= 0 ∫ R

−R
e−iωtf(t)dt =

∫ 1

−1

e−iωtdt

= − 1

iω
e−iωt

∣∣t=1

t=−1

= − 1

iω
(e−iω − eiω)

= 2
sin(ω)

ω
.

Also ist

F(f)(ω) =

{
2 für ω = 0,

2 sin(ω)
ω

für ω 6= 0.
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Beispiel XIII.3.2. Sei a > 0 und

f(t) =

{
e−at für t ≥ 0,

0 für t < 0.

Für R > 0 und ω ∈ R erhalten wir∫ R

−R
e−iωtf(t)dt =

∫ R

0

e−(a+iω)tdt

= − 1

a+ iω
e−(a+iω)t

∣∣t=R
t=0

=
1

a+ iω
(1− e−(a+iω)R)

−→
R→∞

1

a+ iω
.

Also ist

F(f)(ω) =
1

a+ iω
, ω ∈ R.

Beispiel XIII.3.3. Sei wieder a > 0 und

f(t) = e−a|t|.

Dann gilt für R > 0∫ R

−R
e−iωtf(t)dt =

∫ R

0

e−(a+iω)tdt+

∫ 0

−R
e(a−iω)tdt

=
1

a+ iω
(1− e−(a+iω)R) +

1

a− iω
(1− e−(a−iω)R)

−→
R→∞

1

a+ iω
+

1

a− iω

=
2a

a2 + ω2
.

Also ist

F(f)(ω) =
2a

a2 + ω2
, ω ∈ R.

XIII.3.2. Rechenregeln. Im Folgenden sind f, g : R→ C stück-
weise stetige Funktionen mit∫ ∞

−∞
|f(t)|dt <∞,

∫ ∞

−∞
|g(t)|dt <∞.

Mit Hilfe der Rechenregeln für Integrale und partieller Integration kann
man dann die folgenden Rechenregeln für die Fourier-Transformation
beweisen.
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F(αf + βg) = αF(f) + βF(g) (Linearität), α, β ∈ C

F(f)(ω) = F(f)(−ω)

F(f(ct))(ω) =
1

|c|
F(f)(

ω

c
) c 6= 0

F(f(t− a))(ω) = e−iωaF(f)(ω) a ∈ R
F(eiΩtf(t)(ω) = F(f)(ω − Ω) Ω ∈ R

F(f ′)(ω) = iωF(f)(ω)

F(tf(t)) = i
d

dω
F(f).

Beispiel XIII.3.4. Seien A ∈ R, T > 0 und

g(t) =

{
A für |t| ≤ T

2
,

0 für |t| > T
2
.

Dann ist g(t) = Af( 2
T
t) mit f aus Beispiel XIII.3.1. Damit folgt aus

den Rechenregeln und Beispiel XIII.3.1

F(g)(ω) =

{
AT für ω = 0,

2A
sin(T

2
ω)

ω
für ω 6= 0.

Beispiel XIII.3.5. Sei a ∈ R, T > 0 und

g(t) =

{
1 für |t− a| ≤ T,

0 für |t− a| > T.

Dann ist g(t) = f( t−a
T

) mit f aus Beispiel XIII.3.1. Damit folgt aus den
Rechenregeln und Beispiel XIII.3.1

F(g)(ω) =

{
2T für ω = 0,

2e−iωa sin(Tω)
ω

für ω 6= 0.

Beispiel XIII.3.6. Für die Funktion

g(t) = cos(Ωt)e−|a|t

mit Ω ∈ R, a ∈ R\{0} gilt

g(t) =
1

2
(eiΩt + e−iΩt)f(t)

mit f aus Beispiel XIII.3.3. Daher ist

F(g)(ω) =
a

a2 + (ω − Ω)2
+

a

a2 + (ω + Ω)2
.
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Beispiel XIII.3.7. Für

f(t) = e−t
2

gilt

tf(t) = −1

2

d

dt
(e−t

2

)

= −1

2
f ′(t).

Damit folgt

− i
2
ωF(f)(ω) = F(−1

2
f ′)(ω)

= F(tf(t))(ω)

= i
d

dω
F(f)(ω).

Also ist F(f) Lösung der gDgl (in ω!)

dg

dω
= −ω

2
g.

Mit der Methode der Trennung der Variablen (vgl. Abschnitt VI.2.1
(S. 221)) folgt

F(f)(ω) = F(f)(0)e−
ω2

4 .

Weiter ist (vgl. Abschnitt XI.5.1 (S. 440))

F(f)(0) =

∫ ∞

−∞
e−t

2

dt =
√
π.

Daraus ergibt sich insgesamt

F(e−t
2

)(ω) =
√
πe−

ω2

4 .

XIII.3.3. Existenz- und Eindeutigkeitssätze. Wir nennen ei-
ne Funktion f : R→ C absolut integrierbar, wenn sie stückweise stetig
ist und das uneigentliche Integral

∫∞
−∞ |f(t)|dt existiert.

Es gilt folgendes Kriterium für die Existenz der Fourier-Transfor-
mation:

Ist die Funktion f absolut integrierbar, so ist sie Fourier-
transformierbar und es gilt die Parseval-Gleichung

1

2π

∫ ∞

−∞
|F(f)(ω)|2dω =

∫ ∞

−∞
|f(t)|2dt.

Es gilt folgendes Ergebnis für die inverse Fourier-Transformation:
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Die Funktion f sei absolut integrierbar und stückweise dif-
ferenzierbar. Dann gilt für alle t ∈ R

1

2
[f(t+ 0) + f(t− 0)] =

1

2π
lim
R→∞

∫ R

−R
eiωtF(f)(ω)dω.

Ist insbesondere

f(t) =
1

2
[f(t+ 0) + f(t− 0)]

für alle t ∈ R, so gilt

F−1(F(f)) = f.





KAPITEL XIV

Partielle Differentialgleichungen

XIV.1. Einführung

XIV.1.1. Beispiele.

Beispiel XIV.1.1 (Membran-, Poissongleichung). Sei Ω ⊂
R2 eine offene, beschränkte Menge mit stückweise glattem Rand z.B.
ein Kreissegment, das von einer dünnen Membran z.B. dem Trommel-
fell in seiner Ruhelage eingenommen wird. Auf die Membran wirke eine
äußere Kraft f . Diese bewirkt eine Auslenkung u = u(x) = u(x1, x2)
in vertikaler Richtung. Unter der Annahme, dass die Membran nicht
dehnbar und die Auslenkung klein ist, folgt aus dem Prinzip von

”
Actio

= Reactio“, dass die Auslenkung beschrieben wird durch

f = −∆u = −∂
2u

∂x2
1

− ∂2u

∂x2
2

in Ω.

Dies ist eine partielle Differentialgleichung (kurz pDgl), die
sog. Membran- oder Poissongleichung.
Falls die Membran am Rand Γ von Ω eingespannt ist, gilt dort

u = 0 auf Γ.

Dies ist eine Randbedingung, die sog. (homogene) Dirichlet-
Randbedingung.
Falls die Membran am Rand frei gelagert ist, gilt dort

∂u

∂n
= 0 auf Γ.

Dabei ist n der nach außen zeigende Einheitsnormalenvektor. Dies ist
die sog. (homogene) Neumann-Randbedingung.

Beispiel XIV.1.2 (Platten-,biharmonische Gleichung).Wir
ersetzen die Membran aus Beispiel XIV.1.1 durch eine dünne starre
Platte und bezeichnen mit u die Auslenkung der Mittelebene. Dann
folgt aus den gleichen physikalischen Prinzipien, dass u bestimmt wird
durch

493
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f = ∆2u =
∂4u

∂x4
1

+ 2
∂4u

∂x2
1∂x

2
2

+
∂4u

∂x4
2

in Ω.

Dies ist eine pDgl vierter Ordnung, die sog. Platten- oder biharmo-
nische Gleichung.
Falls der Rand der Platte fest eingespannt ist, gilt zusätzlich die Rand-
bedingung

u =
∂u

∂n
= 0 auf Γ.

Ist der Rand dagegen frei gelagert, gilt die Randbedingung

u = ∆u = 0 auf Γ.

Beispiel XIV.1.3 (Gasgleichung). Wir betrachten die rotati-
onsfreie Strömung eines idealen, kompressiblen Gases. Aus der Rotati-
onsfreiheit folgt für die Geschwindigkeit v des Gases

v = ∇u
mit einem skalaren Potential u. Aus der Massenerhaltung folgt

div(ρv) = 0,

wobei ρ = ρ(v) die Dichte des Gases ist. Da das Gas ideal ist, gilt die
Zustandsgleichung

ρ(v) =

[
1− γ − 1

2
|v|2
] 1

γ−1

wobei γ > 1 der spezifische Wärmekoeffizient ist. Insgesamt erfüllt
damit das Potential u die pDgl

div

[
(1− γ − 1

2
|∇u|2)

1
γ−1∇u

]
= 0 in Ω.

Hinzu kommt die Randbedingung

u = u0 auf Γ

mit einer gegebenen Funktion u0.

Beispiel XIV.1.4 (Wärmeleitungsgleichung). Sei Ω ⊂ R3 ei-
ne offene beschränkte Menge mit stückweise glattem Rand, z.B. ein
Zylinder. Die Funktion u(x, t) : Ω× [0,∞]→ R beschreibe die Tempe-
ratur zur Zeit t im Punkt x des Körpers Ω. Wenn dieser einer äußeren
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Wärmequelle f ausgesetzt ist, wird der Verlauf der Temperatur durch
die pDgl

f =
∂u

∂t
−∆u =

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
1

− ∂2u

∂x2
2

− ∂2u

∂x2
3

in Ω× (0,∞)

beschrieben. Dies ist die sog. Wärmeleitungsgleichung. Diese
Gleichung ist zu ergänzen durch eine Information über die anfängli-
che Temperaturverteilung, d.h. durch eine Anfangsbedingung

u(x, 0) = u0(x) in Ω

mit einer gegebenen Funktion u0.
Wenn der Rand des Körpers künstlich auf einer bestimmten zeitlich
nicht notwendig konstanten Temperatur gehalten wird, gilt zusätzlich
die Randbedingung

u(x, t) = gD(x, t) auf Γ× (0,∞).

Ist der Rand des Körpers dagegen isoliert, d.h. findet dort kein Wärme-
fluss statt, gilt stattdessen die Randbedingung

∂u

∂n
(x, t) = 0 auf Γ× (0,∞).

Sei nun u eine hinreichend oft differenzierbare Lösung der Wärmelei-
tungsgleichung zu f = 0 und der Randbedingung u = 0 auf Γ× (0,∞).
Dann folgt mit dem Integralsatz von Gauß (vgl. Abschnitt IX.5.5 (S.
372))

0 =

∫
Ω

{
∂u

∂t
−∆u

}
udx

=

∫
Ω

∂u

∂t
u︸︷︷︸

= 1
2

∂
∂t

(u2)

dx−
∫

Ω

∆uu︸︷︷︸
=div(u∇u)−∇u·∇u

dx

=

∫
Ω

1

2

∂

∂t
u2dx︸ ︷︷ ︸

= 1
2

d
dt

(
R
Ω u

2dx)

−
∫

Ω

div(u∇u)dx︸ ︷︷ ︸
=

R
Γ u

∂u
∂n
ds

+

∫
Ω

|∇u|2dx

=
1

2

d

dt
(

∫
Ω

u2dx)−
∫

Γ

u︸︷︷︸
=0

∂u

∂n
ds+

∫
Ω

|∇u|2dx
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=
1

2

d

dt
(

∫
Ω

u2dx) +

∫
Ω

|∇u|2dx︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ 1

2

d

dt
(

∫
Ω

u2dx).

Also ist die
”
Energie“ E : (0,∞)→ R mit

E(t) =
1

2

∫
Ω

u(x, t)2dx

eine monoton fallende Funktion.

Beispiel XIV.1.5 (Grundwasserströmung). Die Funktion
u(x, t) beschreibe die räumliche und zeitliche Verteilung einer Flüssig-
keit, z.B. Grundwasser in einem porösen Medium Ω ⊂ R3. Dann wird
u bestimmt durch die pDgl

∂u

∂t
− div(D(x, u)∇u) + k(x, u) · ∇u = f in Ω× (0,∞).

Dabei ist D(x, z) : Ω×R→ R3×3 die matrixwertige Diffusivität und
k(x, z) : Ω × R → R3 die vektorwertige Konduktivität des Medi-
ums. Die Funktion f beschreibt die Zufuhr (Quellen) bzw. Entnahme
(Brunnen) von Flüssigkeit. Die pDgl ist zu ergänzen durch Anfangs-
und Randbedingungen ähnlich wie in Beispiel XIV.1.4.

Beispiel XIV.1.6 (Wellengleichung). Wir betrachten wie in
Beispiel XIV.1.1 eine dünne Membran, versetzen sie aber jetzt durch
eine zeitlich veränderliche äußere Kraft in Schwingung. Falls die Aus-
lenkung klein ist, tritt keine Dämpfung durch innere Reibung auf. Die
Auslenkung u(x, t) am Ort x zur Zeit t wird dann beschrieben durch
die pDgl

f =
∂2u

∂t2
−∆u =

∂2u

∂t2
− ∂2u

x2
1

− ∂2u

∂x2
2

in Ω× (0,∞).

Dies ist die sog. Wellengleichung. Zusätzlich gelten auf Γ× (0,∞)
Randbedingungen wie in Beispiel XIV.1.1, je nachdem ob die Mem-
bran eingespannt oder frei gelagert ist. Schließlich muss noch der An-
fangszustand des Systems beschrieben werden. Dies geschieht durch die
Anfangsbedingungen

u(x, 0) = u0(x) in Ω

∂u

∂t
(x, 0) = u1(x) in Ω
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mit gegebenen Funktionen u0 und u1.
Betrachte nun speziell den Fall f = 0 mit homogener Dirichlet-Rand-
bedingung, d.h. u(x, t) = 0 auf Γ × (0,∞). Sei u eine hinreichend
oft differenzierbare Lösung des pDgl. Dann folgt mit dem Gaußschen
Integralsatz (vgl. Abschnitt V.5.5 (S. 204))

0 =

∫
Ω

{
∂2u

∂t2
−∆u

}
∂u

∂t
dx

=

∫
Ω

∂2u

∂t2
∂u

∂t︸ ︷︷ ︸
= 1

2
∂
∂t

(( ∂u
∂t

)2)

dx−
∫

Ω

∆u
∂u

∂t︸ ︷︷ ︸
=div(∇u ∂u

∂t
)−∇u·∇( ∂u

∂t
)

dx

=

∫
Ω

1

2

∂

∂t
((
∂u

∂t
)2)dx︸ ︷︷ ︸

= 1
2

d
dt

(
R
Ω( ∂u

∂t
)2dx)

−
∫

Ω

div(∇u∂u
∂t

)dx︸ ︷︷ ︸
=

R
Γ

∂u
∂n

∂u
∂t
dx

+

∫
Ω

∇u · ∇(
∂u

∂t
)︸ ︷︷ ︸

= 1
2

∂
∂t

(|∇u|2)

dx

=
1

2

d

dt
(

∫
Ω

(
∂u

∂t
)2dx)−

∫
Γ

∂u

∂n

∂u

∂t︸︷︷︸
=0

dx+

∫
Ω

1

2

∂

∂t
(|∇u|2)dx︸ ︷︷ ︸

= 1
2

d
dt

(
R
Ω |∇u|2dx)

=
1

2

d

dt

{∫
Ω

(
∂u

∂t
)2 + |∇u|2dx

}
.

Also bleibt die
”
Energie“ E : (0,∞)→ R mit

E(t) =
1

2

∫
Ω

(
∂u

∂t
)2 + |∇u|2dx

erhalten.

XIV.1.2. Bezeichnungen. Sei G ⊂ Rn eine offene Menge und
u : G → R eine hinreichend oft differenzierbare Funktion. Für k ≥ 1
bezeichnen wir zur Abkürzung mit Dku den

”
Vektor“ aller partieller

Ableitungen der Ordnung k von u:

Dku =

{
∂ku

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n

: α1, . . . , αn ∈ N, α1 + . . .+ αn = k

}
.

Ein Differentialoperator m-ter Ordnung, m ≥ 1, hat die
Form

u 7→ D(x, u(x), Du(x), . . . , Dmu(x)) , x ∈ G.
Es heißt quasilinear, wenn er darstellbar ist als

D(x, u(x), . . . , Dmu(x)) = A(x, u(x), . . . , Dmu(x))

+B(x, u(x), . . . , Dm−1u(x))

mit

A(x, u(x), . . . , Dmu(x)) =
∑

α1,...,αn∈N
α1+...+αn=m

aα(x, u(x), . . . , D
m−1u(x))
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∂m

xα1
1 . . . ∂xαn

n

u(x).

A heißt dann der Hauptteil des Differentialoperators. Der Differen-
tialoperator D heißt linear, wenn er von der Form ist

D(x, u(x), . . . , Dmu(x)) =
∑

0≤α1+...+αn≤m

aα(x)
∂α1+...+αn

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n

u(x).

Die Funktionen aα heißen dann die Koeffizienten des Differential-
operators. Der Differentialoperator heißt linear mit konstanten
Koeffizienten, wenn er linear ist und die Koeffizienten aα konstan-
te Funktionen sind. Ist D ein linearer Differentialoperator, so ist die
Zuordnung u 7→ D(u) eine lineare Abbildung.

Eine partielle Differentialgleichung m-ter Ordnung,
kurz pDgl m-ter Ordnung, ist eine Gleichung der Form

D(u) = f in G

mit einen Differentialoperator D m-ter Ordnung und einer gegebenen
Funktion f : Ω→ R. Eine pDgl heißt quasilinear bzw. linear bzw. linear
mit konstanten Koeffizienten, wenn der Differentialoperator quasilinear
bzw. linear bzw. linear mit konstanten Koeffizienten ist.

Beispiel XIV.1.7. Die pDglen der Beispiele XIV.1.1, XIV.1.3,
XIV.1.4, XIV.1.5 und XIV.1.6 sind von zweiter Ordnung; diejenige von
Beispiel XIV.1.2 ist von vierter Ordnung. Die pDglen der Beispiele
XIV.1.1, XIV.1.2, XIV.1.4 und XIV.1.6 sind linear; diejenigen der Bei-
spiele XIV.1.3 und XIV.1.5 sind quasilinear.

Beispiel XIV.1.8. Eine quasilineare pDgl erster Ordnung hat die
allgemeine Form

a1(x, u)
∂u

∂x1

+ . . .+ an(x, u)
∂u

∂xn
+ a0(x, u) = f in G

mit gegebenen Funktionen a0, a1, . . . , an : G× R→ R und f : G→ R.

XIV.1.3. Lineare partielle Differentialgleichungen zweiter
Ordnung. Eine lineare pDgl zweiter Ordnung hat die allgemeine Form

n∑
i=1

n∑
j=1

Aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
k=1

ak(x)
∂u

∂xk
+ α(x)u = f in G.

Da es bei den zweiten Ableitungen einer zweimal stetig differenzier-
baren Funktion nicht auf die Reihenfolge ankommt, kann man stets
voraussetzen, dass Aij(x) = Aji(x) ist für alle x ∈ G. Die Matrix
A(x) = (Aij(x))1≤i,j≤n ist also für alle x symmetrisch und besitzt da-
her lauter reelle Eigenwerte (die von x abhängen!) (vgl. Abschnitt II.4.8
(S. 91)). Je nach Vorzeichen dieser Eigenwerte werden pDglen zweiter
Ordnung in drei Typen eingeteilt:
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• elliptisch: die Eigenwerte sind für alle x ∈ G alle strikt
positiv,
• parabolisch: für alle x ∈ G sind n − 1 Eigenwerte strikt

positiv und ein Eigenwert gleich Null.
• hyperbolisch: für alle x ∈ G sind n − 1 Eigenwerte strikt

positiv und ein Eigenwert strikt negativ.

Bemerkung XIV.1.9. Sind die Eigenwerte von A(x) für alle x ∈ G
allesamt strikt negativ, erhält man durch Multiplikation der pDgl mit
−1 eine elliptische pDgl, die die gleiche Lösungsmenge hat wie die
ursprüngliche pDgl. Analog geht man in den Fällen

• für alle x ∈ G sind n − 1 Eigenwerte strikt negativ und ein
Eigenwert gleich Null
• für alle x ∈ G sind n − 1 Eigenwerte strikt negativ und ein

Eigenwert strikt positiv

vor und erhält eine parabolische bzw. hyperbolische pDgl mit der glei-
chen Lösungsmenge wie die ursprüngliche pDgl.

Die Poisson-Gleichung aus Beispiel XIV.1.1 ist elliptisch. Die Wär-
meleitungsgleichung aus Beispiel XIV.1.4 ist parabolisch. Die Wellen-
gleichung aus Beispiel XIV.1.6 ist hyperbolisch. Physikalisch beschrei-
ben diese drei Typen verschiedene Phänomene:

• elliptisch: Minimierung einer Energie,
• parabolisch: Dissipation, d.h. zeitliche Abnahme einer Ener-

gie,
• hyperbolisch: Energieerhaltung.

Durch eine geeignete Variablentransformation kann man bei para-
bolischen und hyperbolischen pDglen stets erreichen, dass der Eigen-
vektor zum nicht positiven Eigenwert durch (0, . . . , 0, 1)T gegeben ist.
Dementsprechend identifiziert man dann die letzte Komponente der
transformierten Variablen mit der Zeit t und schreibt G in der Form
Ω× (0,∞) mit Ω ⊂ Rn−1.

XIV.1.4. Anfangs- und Randbedingungen. Wie in den Bei-
spielen des ersten Abschnittes müssen bei pDglen zusätzliche Anfangs-
und Randbedingungen gestellt werden. Für Gleichungen zweiter Ord-
nung gilt hierfür folgendes Schema:

• elliptisch: eine Randbedingung auf Γ.
• parabolisch: eine Randbedingung auf Γ × (0,∞) und eine

Anfangsbedingung zur Zeit t = 0.
• hyperbolisch: eine Randbedingung auf Γ× (0,∞) und zwei

Anfangsbedingungen zur Zeit t = 0.

Die wichtigsten Randbedingungen sind:

• Dirichlet: u = gD auf Ω bzw. auf Ω× (0,∞),
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• Neumann:
N∑
i=1

N∑
j=1

niAij
∂u

∂xj
= gN auf Ω mit N = n bzw. auf

Ω× (0,∞) mit Ω ⊂ Rn−1 und N = n− 1.

Dabei sind gD und gN wie f vorgegebene Funktionen. Dirichlet- und
Neumann-Bedingungen können auch in der Form kombiniert werden,
dass Γ in zwei disjunkte Stücke ΓD und ΓN zerfällt, auf denen Dirichlet-
bzw. Neumann-Bedingungen gestellt werden. Für Gleichungen zweiter
Ordnungen dürfen die beiden Bedingungen aber nicht gleichzeitig auf
demselben Randstück gefordert werden.

Beispiel XIV.1.10. Bei einer ringförmigen Membran, die am inne-
ren Rand eingespannt und am äußeren Rand frei gelagert ist, ist Ω von
der Form

Ω = {x ∈ R2 : R2
i < x2

1 + x2
2 < R2

a}

und

Γ = Γi ∪ Γa

mit

Γi/a = {x ∈ R2 : x2
1 + x2

2 = R2
i/a}

Dann gilt auf Γi die Dirichlet-Bedingung u = 0 und auf Γa die Neu-
mann-Bedingung ∂u

∂n
= 0.

XIV.2. Die Wärmeleitungsgleichung

XIV.2.1. Vorbemerkungen. Sei n ≥ 1 und Ω ⊂ Rn eine offene,
beschränkte Menge. Falls n = 1 ist, soll Ω ein Intervall (a, b) sein. Der
Rand Γ besteht dann aus den Punkten a und b. Falls n ≥ 2 ist, soll der
Rand Γ von Ω stückweise glatt sein.

Wir betrachten im Folgenden die Wärmeleitungsgleichung

∂u

∂t
−∆u = f in Ω× (0,∞)

u = g auf Γ× (0,∞)

u(x, 0) = u0 in Ω

mit bekannten, hinreichend oft differenzierbaren Funktionen f , g und
u0. Für alle x ∈ Γ muss zudem die Kompabilitätsbedingung

g(x, 0) = u0(x)
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erfüllt sein.
Da der Differentialoperator

u 7→ ∂u

∂t
−∆u

linear ist, können wir die Lösung der Wärmeleitungsgleichung durch
Superposition aus Lösungen einfacherer Teilprobleme aufbauen. Ge-
nauer machen wir den Ansatz

u = v + w +G.

Dabei ist G : Ω× [0,∞)→ R eine Funktion mit

G(x, t) = g(x, t) für alle x ∈ Γ, t > 0

G(x, 0) = 0 für alle x ∈ Ω;

v soll eine Lösung der Wärmeleitungsgleichung

∂v

∂t
−∆v = 0 in Ω× (0,∞)

v = 0 auf Γ× (0,∞)

v(x, 0) = u0 in Ω

sein; und w soll eine Lösung der Wärmeleitungsgleichung

∂w

∂t
−∆w = F in Ω× (0,∞)

w = 0 auf Γ× (0,∞)

w(x, 0) = 0 in Ω

mit

F = f − ∂G

∂t
+ ∆G

sein. Wie man leicht nachrechnet löst u = v+w+G dann die ursprüng-
liche pDgl. Die Funktion G heißt eine Fortsetzung der Randwer-
te. Die pDgl für v nennt man eine homogene Wärmeleitungs-
gleichung mit homogenen Randbedingungen, diejenige für w
eine inhomogene Wärmeleitungsgleichung mit homogenen
Rand- und Anfangsbedingungen.

In den folgenden drei Abschnitten erläutern wir detailliert, wie man
im Fall n = 1, d.h. eine Raumdimension, die Funktionen G, v und w
bestimmt. Da sich die pDgl unter einer Translation x 7→ x − a nicht
ändert, können wir dabei stets annehmen, dass Ω = (0, L) ist. Im
letzten Abschnitt gehen wir dann auf die Modifikationen ein, die im
Fall höherer Raumdimension n ≥ 2 erforderlich sind.
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XIV.2.2. Fortsetzung der Randwerte. Diese ist im Fall n = 1,
Γ = {0, L} besonders einfach. Wir setzen

G(x, t) =
L− x
L

g(0, t) +
x

L
g(L, t) 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0.

Dann ist

F (x, t) = f(x, t)− L− x
L

∂g

∂t
(0, t)− x

L

∂g

∂t
(L, t) 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0.

In dem wichtigen Spezialfall, dass die Randbedingung g nicht von t
abhängt, gilt daher F = f .

XIV.2.3. Lösung der homogenen Gleichung mit homoge-
nen Randbedingungen. Wir betrachten jetzt die pDgl

∂v

∂t
− ∂2v

∂x2
= 0 in (0, L)× (0,∞)

v = 0 auf {0, L} × (0,∞)

v(x, 0) = u0 in (0, L).

Zu ihrer Lösung machen wir den Separationsansatz

v(x, t) = X(x)T (t).

Im Folgenden bezeichnen wir mit ′ die Ableitung nach der Ortva-
riablen x und mit ˙ die Ableitung nach der Zeitvariablen t. Dann muss
gelten

0 =
∂v

∂t
− ∂2v

∂x

= Ṫ (t)X(x)− T (t)X ′′(x) für alle 0 < x < L, t > 0.

Für alle x, t mit X(x)T (t) 6= 0 können wir dann diese Gleichung durch
X(x)T (t) dividieren und erhalten nach Umsortieren

X ′′(x)

X(x)
=
Ṫ (t)

T (t)
.

Da die linke Seite dieser Gleichung nur von x, die rechte Seite aber nur
von t abhängt, müssen beide Ausdrücke konstant sein. Es muss also
ein λ ∈ R geben mit

X ′′(x)

X(x)
= λ =

Ṫ (t)

T (t)

d.h.
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X ′′(x) = λX(x),

Ṫ (t) = λT (t).

Wir müssen nun die drei Fälle λ > 0, λ = 0 und λ < 0 unterschei-
den.
Fall λ > 0: Gemäß Abschnitt VI.3.2 (S. 233) lautet die allgemeine
Lösung der gDgl für X in diesem Fall

X(x) = c1e
−
√
λx + c2e

√
λx.

Fall λ = 0: In diesem Fall lautet gemäß Abschnitt VI.3.2 (S. 233) die
allgemeine Lösung für X

X(x) = c1 + c2x.

Fall λ < 0: Gemäß Abschnitt VI.3.2 (S. 233) ergibt sich in diesem
Fall für x die allgemeine Lösung

X(x) = c1 sin(
√
|λ|x) + c2 cos(

√
|λ|x).

Aus der Randbedingung

v(x, t) = 0 für x ∈ {0, L}, t > 0

ergibt sich die Bedingung

X(x)T (t) = 0 für x ∈ {0, L}, t > 0.

Diese Gleichung lässt zwei Lösungen zu: T (t) = 0 für alle t oder

X(0) = X(L) = 0.

Die erste liefert offentsichtlich die triviale Lösung v(x, t) = 0 für alle
x, t. Daher betrachten wir sinnvollerweise nur die zweite Bedingung für
X. Diese führt in allen drei Fällen auf ein homogenes lineares Glei-
chungssystem für die Konstanten c1 und c2, das eine vom Nullvektor
verschiedene Lösung zulassen soll. Also muss die Determinante der zu-
gehörigen Matrix verschwinden. In den drei Fällen erhalten wir folgende
Determinanten:
Fall λ > 0:

det

(
e−

√
λ0 e

√
λ0

e−
√
λL e

√
λL

)
= det

(
1 1

e−
√
λL e

√
λL

)
= e

√
λL − e−

√
λL

= 2 sinh(
√
λL).
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Fall λ = 0:

det

(
1 0
1 L

)
= L

Fall λ < 0:

det

(
sin(
√
|λ|0) cos(

√
|λ|0)

sin(
√
|λ|L) cos(

√
|λ|L)

)
= det

(
0 1

sin(
√
|λ|L) cos(

√
|λ|L)

)
= − sin(

√
|λ|L).

Im ersten und zweiten Fall verschwindet die Determinante für keinen
Wert von λ. (Beachte: sinh(z) hat z = 0 als einzige Nullstelle!) Im

dritten Fall verschwindet die Determinante genau dann, wenn
√
|λ|L

eine Nullstelle des Sinus ist, d.h.√
|λ|L = kπ , k ∈ Z\{0}

bzw. äquivalent

λ = −
(
kπ

L

)2

, k ∈ Z\{0}.

Für gegebenes λ hat die gDgl für T gemäß Abschnitt VI.2.1 (S.
221) die allgemeine Lösung

T (t) = ceλt.

Insgesamt erhalten wir also mit unserem Ansatz die Funktionen

vk(x, t) = e−( kπ
L

)2t sin(
kπ

L
x) , k ∈ Z\{0}

als mögliche Lösungen der pDgl. Da die Funktionen vk und v−k sich
für k ∈ N∗ nur um ein Vorzeichen unterscheiden lautet die allgemeine
Lösung

v(x, t) =
∑
k∈N∗

cke
−( kπ

L
)2t sin(

kπ

L
x).

Jede dieser Funktionen erfüllt konstruktionsgemäß die pDgl und die
Randbedingungen. Wir müssen also nur noch die Anfangsbedingung
erfüllen. Einsetzen von t = 0 ergibt die Bedingung

u0(x) =
∑
k∈N∗

ck sin(
kπ

L
x).

Da nach Voraussetzung

u0(0) = u0(L) = 0

ist (vgl. Abschnitt XIV.2.1 (S. 500)) können wir u0 ungerade zu ei-
ner stetigen 2L-periodischen Funktion auf R fortsetzen (vgl. Abschnitt
XIII.1.1 (S. 477)). Falls u0 zusätzlich differenzierbar ist, stimmt u0

mit seiner Fourier-Reihe überein, und die ck sind die entsprechenden
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Fourier-Koeffizienten von u0 (vgl. Abschnitt XIII.2.1 (S. 480) und
XIII.2.4 (S. 484)). Insgesamt erhalten wir damit:

Die Funktion u0 sei differenzierbar und erfülle

u0(0) = u0(L) = 0

Dann ist die Lösung v der pDgl.

∂v

∂t
− ∂2v

∂x2
= 0 in (0, L)× (0,∞)

v = 0 auf {0, L} × (0,∞)

v(x, 0) = u0 in (0, L)

gegeben durch

v(x, t) =
∞∑
k=1

cke
−( kπ

L
)2t sin(

kπ

L
x)

mit

ck =
2

L

∫ L

0

u0(x) sin(
kπ

L
x)dx.

XIV.2.4. Lösung der inhomogenen Gleichung mit homo-
genen Anfangs- und Randbedingungen. Wir betrachten jetzt die
pDgl

∂w

∂t
− ∂2w

∂x2
= F in (0, L)× (0,∞)

w = 0 auf {0, L} × (0,∞)

w(x, 0) = 0 in (0, L).

Wegen des vorigen Abschnitts setzen wir die Funktion F für jedes t
ungerade bzgl. x 2L-periodisch fort und entwickeln sie in eine Fourier-
Reihe bzgl. x:

F (x, t) ∼
∑
k∈N∗

F̂k(t) sin(
kπ

L
x)

mit

F̂k(t) =
2

L

∫ L

0

F (x, t) sin(
kπ

L
x)dx.

Für w machen wir den Ansatz
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w(x, t) ∼
∑
k∈N∗

wk(t) sin(
kπ

L
x).

Einsetzen in die pDgl liefert∑
k∈N∗

F̂k(t) sin(
kπ

L
x) ∼ F (x, t)

=
∂w

∂t
− ∂2w

∂x2

∼
∑
k∈N∗

[ẇk(t) + (
kπ

L
)2wk(t)] sin(

kπ

L
x).

Also ergibt sich für die Fourier-Koeffizienten wk von w die gDgl

ẇk(t) = −(
kπ

L
)2wk(t) + F̂k(t) , k ∈ N∗.

Wegen der Anfangsbedingung w(x, 0) = 0 für x ∈ (0, L) muss gelten

wk(0) = 0 , k ∈ N∗.

Damit ergibt sich mit der Methode der Variation der Konstanten (vgl.
Abschnitt VI.2.2 (S. 225))

wk(t) =

∫ t

0

exp

(
−(
kπ

L
)2(t− s)

)
F̂k(s)ds , k ∈ N∗.

Falls F stetig ist, kann man zeigen, dass die Fourier-Reihe für w kon-
vergiert. Damit folgt insgesamt:

Die Funktion F sei stetig. Dann ist die Lösung w der pDgl

∂w

∂t
− ∂2w

∂x2
= F in (0, L)× (0,∞)

w = 0 auf {0, L} × (0,∞)

w(x, 0) = 0 in (0, L).

gegeben durch

w(x, t) =
∞∑
k=1

wk(t) sin(
kπ

L
x)

mit

wk(t) =

∫ t

0

exp

(
−(
kπ

L
)2(t− s)

)
F̂k(s)ds
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und

F̂k(t) =
2

L

∫ L

0

F (x, t) sin(
kπ

L
x)dx.

XIV.2.5. Integraldarstellung. Für x, η ∈ (0, L) und t ∈ (0,∞)
definieren wir die Funktion G(x, t, η) durch

G(x, t, η) =
2

L

∞∑
k=1

exp(−(
kπ

L
)2t) sin(

kπ

L
x) sin(

kπ

L
η).

G heißt Wärmeleitungskern. Mit seiner Hilfe kann man die Ergeb-
nisse der vorigen beiden Abschnitte wie folgt zusammenfassen:

Die Funktion u0 : (0, L)→ R sei differenzierbar und erfülle

u0(0) = u0(L) = 0.

Die Funktion F : (0, L) × (0,∞) → R sei stetig. Dann ist
die Lösung u der pDgl

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= F in (0, L)× 0,∞),

u = 0 auf {0, L} × (0,∞)

u(x, 0) = u0 in (0, L)

gegeben durch

u(x, t) =

∫ L

0

G(x, t, η)u0(η)dη

+

∫ L

0

{∫ t

0

G(x, t− s, η)F (η, s) ds

}
dη.

XIV.2.6. Höhere Raumdimensionen. Im Fall n ≥ 2 gehen wir
ähnlich wie in den Abschnitten XIV.2.3 (S. 502) und XIV.2.4 (S. 505)
vor. Für die Funktion v machen wir wieder den Seperationsansatz

v(x, t) = X(x)T (t).

Der einzige Unterschied ist, dass X nun eine Funktion in n Veränder-
lichen ist. Der Ansatz führt auf die Gleichungen

Ṫ (t) = λT (t),

∆X = λX.

Damit erhalten wir nun eine pDgl für X. Man nennt sie das Eigen-
wertproblem für den Laplace-Operator. Wir werden dieses



508 XIV. PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

für spezielle Gebiete Ω ⊂ R2 in den Abschnitten XIV.4.1 (S. 514)
und XIV.4.3 (S. 518) lösen. Allgemein kann man zeigen, dass jeder Ei-
genwert strikt negativ ist, dass insgesamt abzählbar viele Eigenwerte
λk = −ω2

k, k ∈ N, existieren und dass die zugehörigen Eigenfunktionen
ϕk paarweise orthogonal sind, d.h.∫

Ω

ϕkϕ` = 0

für k 6= `. Die
”
Fourier-Koeffizienten“∫

Ω

u0ϕkdx und

∫
Ω

F (x, t)ϕk(x)dx

übernehmen dann die Rolle der Fourier-Koeffizienten ck und Fk(t) in
den vorigen Abschnitten. Mit diesen Modifikationen übertragen sich
dann die Ergebnisse der vorigen Abschnitte auf den Fall höherer Raum-
dimensionen.

XIV.3. Die Wellengleichung

XIV.3.1. Vorbemerkung. Wir betrachten jetzt die pDgl

∂2u

∂t2
−∆u = f in Ω× (0,∞)

u = g auf Γ× (0,∞)

u(x, 0) = u0 in Ω

∂u

∂t
(x, 0) = u1 in Ω.

Dabei ist wie im vorigen Abschnitt Ω das Intervall (0, L) mit Rand
Γ = {0, L} oder eine beschränkte, offene Menge in Rn, n ≥ 2, mit
stückweise glattem Rand. Für alle x ∈ Γ müssen zudem die Kompa-
bilitätsbedingungen

g(x, 0) = u0(x)

∂g

∂t
(x, 0) = u1(x)

erfüllt sein.
Wir gehen wie im vorigen Paragraphen vor und bestimmen die

Lösung u durch die Superposition

u = v + w +G
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mit einer Fortsetzung G der Randdaten, der Lösung v der homogenen
Gleichung mit homogenen Randbedingungen, d.h. f = 0, g = 0, und
der Lösung w der inhomogenen Gleichung mit homogenen Anfangs-
und Randbedingungen, d.h. g = 0, u0 = 0, u1 = 0. Wieder betrachten
wir detailliert den Fall einer Raumdimension und erläutern kurz die
Modifikationen bei höheren Raumdimensionen. Die Fortsetzung G der
Randwerte g wird wie in Abschnitt XIV.2.2 (S. 502) bestimmt. Die
Funktion F ist jetzt gegeben durch

F = f − ∂2G

∂t2
+ ∆G.

XIV.3.2. Lösung der homogenen Gleichung mit homoge-
nen Randbedingungen. Wir betrachten die pDgl

∂2v

∂t2
− ∂2v

∂x2
= 0 in (0, L)× (0,∞)

v = 0 auf {0, L} × (0,∞)

v(x, 0) = u0 in (0, L)

∂v

∂t
(x, 0) = u1 in (0, L).

Wie in Abschnitt XIV.2.3 (S. 502) machen wir den Separationsan-
satz

v(x, t) = X(x)T (t).

Dieser führt jetzt auf die gDglen

X ′′(x) = λX(x)

T̈ (t) = λT (t)

mit λ ∈ R. Wie in Abschnitt XIV.2.3 (S. 502) folgt aus den Randbe-
dingungen, dass X(0) = X(L) = 0 sein muss und dass daher

λ = −
(
kπ

L

)2

, k ∈ N∗

und

X(x) = sin(
kπ

L
x)

gelten muss. Für die Funktion T ergibt sich gemäß Abschnitt VI.3.2
(S. 233) jetzt die allgemeine Lösung

T (t) = ck cos(
kπ

L
t) + sk sin(

kπ

L
t).
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Daher hat die pDgl die allgemeine Lösung

v(x, t) =
∑
k∈N∗

[
ck cos(

kπ

L
t) + sk sin(

kπ

L
t)

]
sin(

kπ

L
x).

Wir müssen noch die Anfangsbedingungen anpassen. Einsetzen von
t = 0 liefert die Bedingung∑

k∈N∗
ck sin(

kπ

L
x) = v(x, 0)

= u0(x).

Hieraus können die Koeffizienten ck wie in Abschnitt XIV.2.3 (S. 502)
bestimmt werden. Ableiten nach t und Einsetzen von t = 0 liefert die
Bedingung ∑

k∈N∗
sk
kπ

L
sin(

kπ

L
x) =

∂v

∂t
(x, 0)

= u1(x).

Zur Bestimmung der sk setzen wir wieder u1 ungerade zu einer 2L-
periodischen Funktion fort (vgl. Abschnitt XIII.1.1 (S. 477)) und er-
halten gemäß Abschnitt XIII.2.1 (S. 480)

u1(x) ∼
∑
k∈N∗

γk sin(
kπ

L
x)

mit

γk =
2

L

∫ L

0

u1(x) sin(
kπ

L
x)dx.

Ein Vergleich der Fourier-Koeffizienten liefert dann

sk =
L

kπ
γk , k ∈ N∗.

Insgesamt erhalten wir

Die Funktionen u0 und u1 seien differenzierbar und mögen
die Bedingungen

u0(0) = u0(L) = 0

u1(0) = u1(L) = 0

erfüllen. Dann ist die Lösung der pDGl

∂2v

∂t2
− ∂2v

∂x2
= 0 in (0, L)× (0,∞)

v = 0 auf {0, L} × (0,∞)

v(x, 0) = u0 in (0, L)
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∂v

∂t
(x, t) = u1 in (0, L)

gegeben durch

v(x, t) =
∞∑
k=1

[ck cos(
kπ

L
t) + sk sin(

kπ

L
t)] sin(

kπ

L
x)

mit

ck =
2

L

∫ L

0

u0(x) sin(
kπ

L
x)dx,

sk =
L

kπ

2

L

∫ L

0

u1(x) sin(
kπ

L
x)dx.

XIV.3.3. Lösung der inhomogenen Gleichung mit homo-
genen Anfangs- und Randbedingungen. Wir betrachten jetzt die
pDgl

∂2w

∂t2
− ∂2w

∂x2
= F in (0, L)× (0,∞)

w = 0 auf {0, L} × (0,∞)

w(x, 0) = 0 in (0, L)

∂w

∂t
(x, 0) = 0 in (0, L).

Wie in Abschnitt XIV.2.4 (S. 505) setzen wir die Funktion F für jedes t
ungerade bzgl. x 2L-periodisch fort und entwickeln sie in eine Fourier-
Reihe bzgl. x:

F (x, t) ∼
∑
k∈N∗

F̂k(t) sin(
kπ

L
x)

mit

F̂k(t) =
2

L

∫ L

0

F (x, t) sin(
kπ

L
x)dx.

Für w machen wir wieder den Ansatz

w(x, t) ∼
∑
k∈N∗

wk(t) sin(
kπ

L
x).

Einsetzen in die pDgl ergibt dann∑
k∈N∗

F̂k(t) sin(
kπ

L
x) ∼ F
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=
∂2w

∂t2
− ∂2w

∂x2

∼
∑
k∈N∗

[ẅk(t) + (
kπ

L
)2wk(t)] sin(

kπ

L
x).

Vergleich der Fourier-Koeffizienten liefert die gDgl

ẅk(t) + (
kπ

L
)2wk(t) = F̂k(t)

für die Koeffizienten wk. Zusammen mit den Anfangsbedingungen

wk(0) = ẇk(0) = 0

ergibt sich gemäß Abschnitt VI.3.2 (S. 233) und VI.3.3 (S. 236) die
Lösung

wk(t) = − cos(
kπ

L
t)

∫ t

0

L

kπ
sin(

kπ

L
s)F̂k(s)ds

+ sin(
kπ

L
t)

∫ t

0

L

kπ
cos(

kπ

L
s)F̂k(s)ds.

Insgesamt erhalten wir somit:

Die Lösung w der pDgl

∂2w

∂t2
− ∂2w

∂x2
= F in (0, L)× (0,∞)

w = 0 auf {0, L} × (0,∞)

w(x, 0) = 0 in (0, L)

∂w

∂t
(x, 0) = 0 in (0, 1)

ist gegeben durch

w(x, t) =
∞∑

k∈N∗
[−ck(t) cos(

kπ

L
t) + sk(t) sin(

kπ

L
t)] sin(

kπ

L
x)

mit

ck(t) =

∫ t

0

∫ L

0

L

kπ

2

L
F (x, s) sin(

kπ

L
s) sin(

kπ

L
x)dxds

sk(t) =

∫ t

0

∫ L

0

L

kπ

2

L
F (x, s) cos(

kπ

L
s) sin(

kπ

L
x)dxds.

XIV.3.4. Integraldarstellung. Für x, η ∈ (0, L) und t ∈ (0,∞)
definieren wir die Funktion H(x, t, η) durch



XIV.3. DIE WELLENGLEICHUNG 513

H(x, t, η) =
2

L

∞∑
k=1

L

kπ
sin(

kπ

L
x) sin(

kπ

L
t) sin(

kπ

L
η).

H heißt Wellengleichungskern. Mit seiner Hilfe kann man die
Ergebnisse der vorigen beiden Abschnitte wie folgt zusammenfassen:

Die Funktionen u0 und u1 seien differenzierbar und mögen
die Bedingungen

u0(0) = u0(L) = 0

u1(0) = u1(L) = 0

erfüllen. Dann ist die Lösung u der pDgl

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= F in (0, L)× (0,∞)

u = 0 auf {0, L} × (0,∞)

u(x, 0) = u0 in (0, L)

∂u

∂t
(x, 0) = u1 in (0, L)

gegeben durch

u(x, t) =

∫ L

0

∂

∂t
H(x, t, η)u0(η)dη

+

∫ L

0

H(x, t, η)u1(η)dη

+

∫ L

0

{∫ t

0

H(x, t− s, η)F (η, s) ds

}
dη.

XIV.3.5. Höhere Raumdimensionen. Das Vorgehen im Fall
n ≥ 2 ist völlig analog zu Abschnitt XIV.2.6 (S. 507). Die Gleichung
für T und x ist dann

T̈ (t) = λT (t),

∆X = λX.

Daher müssen die Fourier-Koeffizienten ck, sk und F̂k der Abschnitte
XIV.3.2 und XIV.3.3 durch die entsprechenden Terme∫

Ω

u0ϕkdx ,

∫
Ω

u1ϕkdx ,

∫
Ω

F (x, t)ϕk(x)dx

mit den Eigenfunktionen des Laplace-Operators ersetzt werden.
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XIV.3.6. Dämpfung. Wir betrachten nun die pDgl

∂2u

∂t2
+ α

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= f in (0, L)× (0,∞)

mit den bisherigen Rand- und Anfangsbedingungen. Neu ist der Term
α∂u
∂t

, der physikalisch eine Dämpfung beschreibt. Die Gleichungen für
T in Abschnitt XIV.3.2 und wk in Abschnitt XIV.3.3 haben jetzt die
Form

T̈ (t) + αṪ (t) = −(
kπ

L
)2T (t)

ẅk(t) + αẇk(t) + (
kπ

L
)2wk(t) = F̂k(t).

Diese können mit den Methoden der Abschnitte VI.3.2 (S. 233) und
VI.3.3 (S. 236) gelöst werden. Sofern

α2 <
(π
L

)2

ist, müssen die Funktion sin(kπ
L
t) und cos(kπ

L
t) nun durch die Funktio-

nen

e−
α
2
t cos

(
1

2

√
(
2kπ

L
)2 − α2 t

)
und

e−
α
2
t sin

(
1

2

√
(
2kπ

L
)2 − α2 t

)
ersetzt werden.

XIV.4. Die Poissongleichung

XIV.4.1. Das Eigenwertproblem im Rechteck. Sei

Ω = (0, L)× (0, H) = {(x, y) : 0 < x < L, 0 < y < H}
das Rechteck mit Kantenlängen L und H und linker unterer Ecke im
Ursprung. Wir betrachten das Eigenwertproblem:

−∆u = λu in Ω

u = 0 auf ∂Ω.

Gesucht sind dabei der Eigenwert λ und die Eigenfunktion u :
R → R. Dabei interessieren uns natürlich nur nicht triviale Lösungen,
d.h. Eigenfunktionen u mit∫

Ω

|u(x, y)|2dxdy > 0.
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Vorab überlegen wir uns, dass alle Eigenwerte positiv sind. Ist
nämlich

−∆u = λu,

können wir die Gleichung mit u multiplizieren und über Ω integrie-
ren. Mit dem Gaußschen Integralsatz (vgl. Abschnitt IX.5.5 (S. 372))
erhalten wir dann

λ

∫
Ω

|u|2dx =

∫
Ω

−∆uu︸ ︷︷ ︸
=− div(u∇u)+∇u·∇u

dx

= −
∫

Ω

div(u∇u)dx︸ ︷︷ ︸
=

R
∂Ω u

∂u
∂n
ds

+

∫
Ω

|∇u|2dx

= −
∫
∂Ω

u︸︷︷︸
=0

∂u

∂n
ds+

∫
Ω

|∇u|2dx

=

∫
Ω

|∇u|2dx.

Offensichtlich ist ∫
Ω

|∇u|2dx ≥ 0.

Wäre ∫
Ω

|∇u|2dx = 0,

folgte ∇u(x) = 0 für alle x ∈ Ω. Daher wäre u konstant. Wegen der
Randbedingung müsste diese Konstante gleich Null sein. Da wir aber
nur an nicht trivialen Lösungen interessiert sind, folgt∫

Ω

|∇u|2dx > 0.

Daher folgt aus obiger Gleichung λ > 0.
Man beachte, dass wir für diese Überlegung die spezielle Gestalt von

Ω nicht ausgenutzt haben. Sie gilt für jede offene Menge Ω ⊂ Rn, n ≥ 2,
mit stückweise glattem Rand.

Wie in den vorigen Paragraphen machen wir einen Separationsan-
satz

u(x, y) = X(x)Y (y).

Im Folgenden bezeichnet ′ die Ableitung nach x und ˙ diejenige nach
y. Wie in Abschnitt XIV.2.3 (S. 502) führt der Separationsansatz auf
die gDglen

X ′′(x) = µX(x),

Ÿ (y) = −(λ+ µ)Y (y)
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mit einer unbekannten Konstanten µ ∈ R. Wegen der Randbedingung
an u muss für die Lösungen X, Y dieser gDglen gelten

X(0) = X(L) = 0,

Y (0) = Y (H) = 0.

Wie in Abschnitt XIV.2.3 (S. 502) folgt hieraus, dass

µ = −
(
kπ

L

)2

, k ∈ N∗

und

X(x) = sin(
kπ

L
x)

sein muss. Ebenso folgt, dass

−(λ+ µ) = −
(
`π

H

)2

, ` ∈ N∗

und

Y (y) = sin(
`π

H
y)

sein muss. Aus den Gleichungen für λ und µ ergibt sich insbesondere

λ =

(
`π

H

)2

+

(
k

L

)2

, k, ` ∈ N∗.

Insgesamt erhalten wir somit:

Die Lösungen λ und u des Eigenwertproblems

−∆u = λ in Ω

u = 0 auf ∂Ω

mit Ω = (0, L)× (0, H) sind von der Form

λ =

(
`π

H

)2

+

(
k

L

)2

u(x, y) = sin(
kπ

L
x) sin(

`π

H
y)

mit k, ` ∈ N∗.

XIV.4.2. Die Poissongleichung im Rechteck. Sei wieder Ω =
(0, L) × (0, H). Wir betrachten die Poissongleichung mit Dirichlet-
Randbedingungen
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−∆u = f in Ω

u = g auf ∂Ω.

Definiere die Fortsetzung G : Ω→ R der Randwerte g durch

G(x, y) = g(x, 0)(1− y

H
) + g(x,H)

y

H

+ [g(0, y)− g(0, 0)(1− y

H
)− g(0, H)

y

H
](1− x

L
)

+ [g(L, y)− g(L, 0)(1− y

H
) + g(L,H)

y

H
]
x

L
.

Dann löst
v = u−G

die Poissongleichung

−∆v = F in Ω

v = 0 auf ∂Ω

mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen und rechter Seite

F = f + ∆G.

Für festes y ∈ (0, H) können wir die Funktion F bzgl. x ungerade zu
einer 2L-periodischen Funktion fortsetzen und die Fourier-Reihe bzgl.
x dieser Fortsetzung wie in Abschnitt XIII.2.1 (S. 480) berechnen. Die
Fourier-Koeffizienten sind dann Funktionen von y. Diese können un-
gerade zu 2H-periodischen Funktionen fortgesetzt und in eine Fourier-
Reihe bzgl. y entwickelt werden. Insgesamt erhalten wir eine doppelte
Fourier-Reihe

F (x, y) ∼
∑
k∈N∗

∑
`∈N∗

F̂k` sin(
kπ

L
x) sin(

`π

H
y)

mit

F̂k` =
2

L

2

H

∫ L

0

∫ H

0

F (x, y) sin(
kπ

L
x) sin(

`π

H
y)dxdy.

Für v machen wir nun den Ansatz

v(x, y) ∼
∑
k∈N∗

∑
`∈N∗

vk` sin(
kπ

L
x) sin(

`π

H
y).

Einsetzen in die pDgl und Vergleich der Fourier-Koeffizienten ergibt[
(
kπ

L
)2 + (

`π

H
)2

]
vk` = F̂k` k, ` ∈ N∗.

Unter geeigneten Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsannahmen an f
und g kann man zeigen, dass die Fourier-Reihe für v konvergiert. Man
erhält dann insgesamt:
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Die Lösung u der Poisson-Gleichung

−∆u = f in Ω

u = g auf ∂Ω

im Rechteck Ω = (0, L)× (0, H) ist gegeben durch

u = v +G

mit

G(x, y) = g(x, 0)(1− y

H
) + g(x,H)

y

H

+ [g(0, y)− g(0, 0)(1− y

H
)− g(0, H)

y

H
](1− x

L
)

+ [g(L, y)− g(L, 0)(1− y

H
)− g(L,H)

y

H
]
x

L
und

v(x, y) =

∫ L

0

∫ H

0

G(x, y, ξ, η)F (ξ, η)dξdη

mit

G(x, y, ξ, η) =
∞∑
k=1

∞∑
`=1

1

(kπ
L

)2 + ( `π
H

)2
sin(

kπ

L
x)·

· sin(
`π

H
y) sin(

kπ

L
ξ) sin(

`π

L
η)

F = f + ∆G.

XIV.4.3. Das Eigenwertproblem im Kreis. Sei nun

Ω = BR(0) = {(x, y) : x2 + y2 < R2}

der Kreis um den Nullpunkt mit Radius R. Wir betrachten wieder das
Eigenwertproblem aus Abschnitt XIV.4.1 (S. 514). Dazu führen wir
ebene Polarkoordinaten ein

x = r cosϕ, y = r sinϕ, 0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ ϕ < 2π.

Gemäß Beispiel VIII.2.19 (S. 293) lautet die pDgl in den Polarkoordi-
naten dann

−1

r

∂

∂r
(r
∂u

∂r
)− 1

r2

∂2u

∂ϕ2
= λu in (0, R)× [0, 2π)

u = 0 für r = R.

Wir machen wieder einen Separationsansatz

u(r, ϕ) = v(r)Φ(ϕ)
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und bezeichnen mit ′ die Ableitung bzgl. r und mit ˙ diejenige bzgl. ϕ.
Dann erhalten wir die beiden gDglen

Φ̈ = µΦ,

−r(rv′)′ − r2λv = µv

mit einer unbekannten Konstanten µ. Aufgrund unseres Ansatzes muss
die Funktion Φ 2π-periodisch sein. Daher erhalten wir für µ und Φ die
Lösungen

µ = 0,

Φ(ϕ) = 1

und mit k ∈ N∗

µ = −k2,

Φ(ϕ) = cos(kϕ)

und

Φ(ϕ) = sin(kϕ).

Damit lautet die Bestimmungsgleichung für v und λ

r2v′′ + rv′ + (r2λ− k2)v = 0

mit k ∈ N. Da wir uns in Abschnitt XIV.4.1 (S. 514) schon überlegt
haben, dass λ > 0 sein muss, können wir den Ansatz

v(r) = w(ρ),

ρ =
√
λr

machen. Wir erhalten dann für w die gDgl

ρ2d
2w

dρ2
+ ρ

dw

dρ
+ (ρ2 − k2)w = 0.

Dies ist die Besselsche Differentialgleichung aus Beispiel IX.1.2 (S. 326)
mit der Lösung

w(ρ) = Jk(ρ)

=
1

π

∫ π

0

cos(ρ sin t− kt)dt.

Hieraus ergibt sich für v

v(r) = Jk(
√
λr)

=
1

π

∫ π

0

cos(
√
λr sin t− kt)dt.

Der Eigenwert λ wird durch die Randbedingung

v(R) = 0

festgelegt.
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Insgesamt erhalten wir:

Die Eigenfunktionen des Laplace-Operators auf dem Kreis
BR(0) sind von der Form

Jk(
√
λkr) cos(kϕ) , k ∈ N,

J`(
√
λ`r) sin(`ϕ) , ` ∈ N∗

mit

Jn(x) =
1

π

∫ π

0

cos(x sin t− nt)dt.

Die Eigenwerte λk, k ∈ N, sind festgelegt durch die Bedin-
gung

Jk(
√
λkR) = 0.

XIV.4.4. Die Poissongleichung im Kreis. Sei wieder Ω =
BR(0) der Kreis um Null mit Radius R. Wir betrachten die Poisson-
gleichung mit Dirichlet-Randbedingungen

−∆u = f in Ω

u = g auf ∂Ω.

In Polarkoordinaten lautet diese pDgl

−1

r

∂

∂r
(r
∂u

∂r
)− 1

r2

∂2u

∂ϕ2
= f für 0 ≤ r < R, 0 ≤ ϕ < 2π

u(R,ϕ) = g(ϕ) für 0 ≤ ϕ < 2π.

Wir setzen nun die Randdaten g fort und definieren dazu

G(r, ϕ) =
r

R
g(ϕ) 0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ ϕ < 2π.

Für

v = u−G
erhalten wir dann die pDgl

−1

r

∂

∂r
(r
∂v

∂r
)− 1

r2

∂2v

∂ϕ2
= F für 0 ≤ r < R, 0 ≤ ϕ < 2π

v(R,ϕ) = 0 für 0 ≤ ϕ < 2π

mit homogenen Dirichlet Randbedingungen und rechter Seite

F = f + ∆G.

Wir entwickeln F in eine Fourier-Reihe bzgl. ϕ

F (r, ϕ) ∼
∑
k∈Z

F̂k(r)e
ikϕ
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mit

F̂k(r) =
1

2π

∫ 2π

0

F (r, ϕ)e−ikϕdϕ

und machen für v den Fourier-Ansatz

v(r, ϕ) ∼
∑
k∈Z

vk(r)e
ikϕ.

Einsetzen in die pDgl und Vergleich der Fourier-Koeffizienten liefert
für die vk die gDglen

−1

r
(rv′k)

′ +
k2

r2
vk = F̂k , k ∈ Z.

Dies sind lineare gDglen 2. Ordnung mit variablen Koeffizienten. Wir
gehen zur Lösung ähnlich vor wie in Abschnitt VI.3 (S. 233) und be-
stimmen zunächst die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung. Sei
dazu k ∈ Z\{0} beliebig, aber fest gewählt. Wir machen den Ansatz

wk(r) = rα

für eine Lösung der homogenen Gleichung und erhalten die Bestim-
mungsgleichungen

0 =
1

r
(rαrα−1)′ +

k2

r2
rα

= −α2rα−2 + k2rα−2

= (k2 − α2)rα−2.

Also lautet die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung

wk(r) = akr
k + bkr

−k.

Für k = 0 erhalten wir die allgemeine Lösung

w0(r) = a0 + b0 ln r.

Für uns sind aber nur die Lösungen von Interesse, die für r → 0 be-
schränkt bleiben. Daher machen wir zur Lösung der inhomogenen Glei-
chung den Variation-der-Konstanten-Ansatz

vk(r) = ak(r)r
|k| , k ∈ Z.

Einsetzen in die gDgl ergibt dann mit ein wenig Rechnung für alle
k ∈ Z die Bestimgmungsgleichung

− 1

r|k|+1
[r2|k|+1a′k]

′ = F̂k

für die ak. Wegen der Randbedingung ak(R) = 0 ergibt sich hieraus die
Lösung

v0(r) = a0(r)

=

∫ R

r

1

s

∫ s

0

τ F̂0(τ)dτds
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= − ln s

∫ s

0

τ F̂0(τ)dτ
∣∣∣s=R
s=r

+

∫ R

r

ln s− sF̂0(s)ds

= − lnR

∫ R

0

sF̂0(s)ds

+ ln r

∫ r

0

sF̂0(s)ds

+

∫ R

r

s ln sF̂0(s)ds

und für k > 0

vk(r) = r|k|ak(r)

= −r|k|
∫ R

r

1

s2|k|+1

∫ s

0

τ |k|+1F̂k(τ)dτds

= −r|k|
{
− 1

2|k|
s−2|k|

∫ s

0

τ |k|+1F̂k(τ)dτ
∣∣∣s=R
s=r

+

∫ R

r

1

2|k|
s−2|k|s|k|+1F̂k(s)ds

}

=
1

2|k|
r|k|R−2|k|

∫ R

0

s|k|+1F̂k(s)ds

− 1

2|k|
r−|k|

∫ r

0

s|k|+1F̂k(s)ds

− 1

2|k|
r|k|
∫ R

0

s−|k|+1F̂k(s)ds.

Unter geeigneten Voraussetzungen an f und g kann man wieder zeigen,
dass die Fourier-Reihe für v konvergiert. Insgesamt erhalten wir:

Die Lösung u der Poissongleichung mit Dirichlet-Randbe-
dingungen

−∆u = f in Ω

u = g auf ∂Ω

im Kreis um Null mit Radius R ist gegeben durch

u = v +G

mit

G(r, ϕ) =
r

R
g(ϕ),
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v(r, ϕ) =
∞∑

k=−∞

vk(r)e
ikϕ

und

v0(r) = − lnR

∫ R

0

sF̂0(s)ds

+ ln r

∫ r

0

sF̂0(s)ds

+

∫ R

r

s ln sF̂0(s)ds

vk(r) =
1

2|k|

{( r

R2

)|k| ∫ R

0

s|k|+1F̂k(s)ds

− r−|k|
∫ r

0

s|k|+1F̂k(s)ds

− r|k|
∫ R

r

s−|k|+1F̂k(s)ds
}
, k 6= 0,

F̂k(r) =
1

2π

∫ 2π

0

F (r, ϕ)e−ikϕdϕ, k ∈ Z,

F = f + ∆G.





Zusammenfassung

I Zahlen und Vektoren

1. Mengen und Abbildungen
Mengen; Elemente; leere Menge; Teilmengen; Gleichheit von Men-
gen; Mengenoperationen; disjunkte Mengen; Abbildungen, Funk-
tionen; Definitions- und Wertebereich; injektiv, surjektiv, bijektiv;
Umkehrabbilung; Komposition; Gleichheit von Abbildungen

2. Die reellen Zahlen
N, N∗, Z, Q, R; Ungleichungen und Eigenschaften; Intervalle; ±∞;
beschränkte Mengen; Infimum und Supremum; Betrag; Eigenschaf-
ten des Betrages, Dreiecksungleichung; Induktionsprinzip; geome-
trische Summenformel; Bernoulli-Ungleichung; rekursive Definiti-
on; Potenzen; Fakultäten; Binomialkoeffizienten; eine n-elementige
Menge hat

(
n
k

)
k-elementige Teilmengen; Eigenschaften der Bino-

mialkoeffizieten
3. Die Ebene
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nale Zerlegung

5. Geraden und Ebenen
Darstellungen einer Geraden: Punkt-Richtungs-Gleichung, Zwei-
Punkte-Gleichung, Momentengleichung; Koordinatendarstellungen;
Abstände zwischen Punkte und Geraden und zwischen Geraden;
Darstellungen einer Ebene: Parameterdarstellung, Determinanten-
form, Normalengleichung, Hesse-Normalform; Koordinatendarstel-
lungen; Schnittgerade zweier Ebenen; Abstände von Punkten, Gera-
den und Ebenen zu Ebenen; Winkel zwischen Ebenen und Geraden

6. Die komplexen Zahlen
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plexe Zahl hat genau n verschiedene n-te Wurzeln; quadratische
Gleichungen
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II Lineare Algebra

1. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen
Matrizen, Zeilen- und Spaltenvektoren; Rechenregeln; Nullmatrix
und Nullvektor; Basen des Rn und R1×n; lineare Gleichungssyste-
me und Matrizen; Koeffizienten, Absolutglieder, Koeffizientenma-
trix, rechte Seite; Lösungsvektor; homogene und inhomogene LGS;
ein homogenes LGS besitzt stets die triviale Lösung; ein inhomo-
genes LGS besitzt entweder genau eine, keine oder unendlich viele
Lösungen; Gaußsches Eliminationsverfahren; Rang einer Matrix

2. Die Matrixmultiplikation
Produkt von Zeilen- und Spaltenvektoren; Produkt von Matrizen;
Matrixprodukt ist nicht kommutativ; Einheitsmatrix; Rechenregeln
für das Produkt; transponierte Matrix; Rechenregeln für die Trans-
position; symmetrische und schiefsymmetrische Matrizen; invertier-
bare und singuläre Matrizen; Rechenregeln für inverse Matrizen;
Gaußsches Eliminationsverfahren zur Berechnung der inversen Ma-
trix; Charakterisierung inverser Matrizen; Aufwand des Gaußschen
Eliminationsverfahrens; Idee der LR-Zerlegung; Durchführung; Auf-
wand

3. Determinanten
Determinante einer 2 × 2 und 3 × 3 Matrix; Formel von Sarrus;
Determinante einer n × n Matrix; A invertierbar ⇐⇒ detA 6= 0;
Rechenregeln: Determinante kann nach beliebiger Zeile oder Spalte
entwickelt werden, Determinante ist linear in jeder Zeile und Spalte,
Determinante ist alternierend, Determinante einer Dreiecksmatrix
ist das Produkt der Diagonalelemente, detAT = det A, det(AB) =
(detA)(detB); Cramersche Regel zur Lösung eines LGS; Aufwand
n!; Darstellung von Kegelschnitten durch Determinanten

4. Eigenwerte und Eigenvektoren
λ Eigenwert von A ⇐⇒ ∃b 6= 0 mit Ab = λb, b heißt Ei-
genvektor; charakteristisches Polynom χA(λ) = det(A − λI); EW
sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms; algebraische
und geometrische Vielfachheit eines EW; Spur einer Matrix; SpurA
ist die Summe der EW; det A ist das Produkt der EW; Berech-
nung der EW und EV: Stelle das charakteristische Polynom auf,
bestimme alle seine Nullstellen, löse für jeden EV λ das homo-
gene LGS (A − λI)x = 0; Numerische Verfahren: Potenzmetho-
de, Rayleigh-Quotienten, inverse Iteration von Wielandt, inverse
Rayleigh-Quotienten, Berechnung eines EV; Rechenregeln; ähnli-
che Matrizen; ähnliche Matrizen haben die gleichen EW; diagona-
lisierbare Matrizen; nicht jede Matrix ist diagonalisierbar; ortho-
gonale Matrizen; A orthogonal ⇐⇒ AT = A−1; A orthogonal
⇒ |detA| = 1; Drehmatrizen; Householder-Matrizen; symmetri-
sche Matrizen; eine symmetrische n × n Matrix hat n reelle EW
und n zugehörige EV; symmetrische Matrizen sind diagonalisierbar;
Schursche Normalform; Hauptvektoren; jede n×n Matrix besitzt n
linear unabhängige Hauptvektoren; Berechnung der Hauptvektoren
und der Schurschen Normalform einer Matrix

5. Quadratische Formen
Quadratische Polynome; quadratische Formen; Quadriken; Normal-
formen; Bestimmung der Normalform; Normalformen ebener und
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räumlicher Quadriken; positiv definite, negativ definite, indefinite,
positiv semidefinite und negativ semidefinite Matrizen und quadra-
tische Formen; A positiv definit ⇐⇒ alle EW sind positiv; A
positiv definit ⇐⇒ die Determinanten aller Hauptmatrizen sind
positiv

6. Vektorräume und lineare Abbildungen
Vektrorraumaxiome; Beispiele; Unterräume; Linearkombination; li-
neare Hülle; linear abhängig, linear unabhängig; u1, . . . ,un ∈ Rm

linear unabhängig ⇐⇒ Rang(u1, . . . ,un) = n; je n > m Vek-
toren in Rm sind stets linear abhängig; Basis; endlich dimensio-
nale Vektorräume; Dimension; Eigenschaften von Basen und end-
lich dimensionale Vektorräume; nicht jeder Vektorraum ist end-
lich dimensional; Skalarprodukt; Cauchy-Schwarzsche Ungleichung;
Norm; Dreiecksungleichung; orthogonale und normierte Vektoren;
Orthonormalsysteme; Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren;
lineare Abbildungen; Matrixdarstellung linearer Abbildungen; Ma-
trixdarstellung hängt von gewählten Basen ab; Komposition linea-
rer Abbildungen entspricht der Multiplikation der zugehörigen Ma-
trizen; ähnliche Matrizen stellen dieselbe lineare Abbildung bzgl.
verschiedener Basen dar

III Stetigkeit

1. Folgen
Folgen, Folgenglieder; Beispiele; Summe, Produkt, Quotient von
Folgen; beschränkte Folgen; monoton wachsende und monoton fal-
lende Folgen; Teilfolgen

2. Grenzwerte von Folgen
Konvergenz von Folgen; Definition des Grenzwertes; Nullfolgen;
Summen, Produkte, Quotienten konvergenter Folgen sind konver-
gent, der Grenzwert ist Summe, Produkt, Quotient der Grenzwer-
te; konvergent ⇒ beschränkt; beschränkt 6⇒ konvergent; Teilfolgen
konvergenter Folgen sind konvergent; monoton und beschränkt ⇒
konvergent; Ungleichungen bleiben unter Konvergenz erhalten; Ex-
ponentialfunktion; Eulersche Zahl; Eigenschaften der Exponential-
funktion; Konvergenz gegen ±∞

3. Stetigkeit
Stetigkeit; Beispiele; Summe, Differenz, Produkt, Komposition ste-
tiger Funktionen ist stetig; Quotient stetiger Funktionen ist in al-
len Punkten stetig, in denen der Nenner nicht verschwindet; steti-
ge Funktionen auf beschränkten, abgeschlossenen Intervallen sind
beschränkt und nehmen Maximum und Minimum an; Aussage gilt
nicht für offene, halboffene oder unbeschränkte Intervalle; Zwischen-
wertsatz und Anwendungen; stetige Funktionen auf beschränkten,
abgeschlossenen Intervallen sind gleichmäßig stetig; Aussage gilt
nicht für offene, halboffene oder unbeschränkte Intervalle; links-
und rechtsseitige Grenzwerte; stetig ⇐⇒ links- und rechtsseiti-
ger Grenzwert existieren, sind endlich und stimmen überein; Po-
lynome; Zerlegung in Linearfaktoren; Polynome ungeraden Grades
haben mindestens eine reelle Nullstelle; Polynome vom Grad n ha-
ben unter Berücksichtigung der Vielfachheit n komplexe Nullstellen;
rationale Funktionen; rationale Funktionen sind in allen Punkten
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stetig, in denen das Nennerpolynom nicht verschwindet; Definiti-
on von tan, cot; die trigonometrischen Funktionen sind auf ihrem
Definitionsbereich stetig; die Exponentialfunktion ist stetig und bi-
jektiv von R nach (0,∞); Logarithmusfunktion ln : (0,∞) → R ist
die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion; ln ist monoton

IV Differentiation

1. Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion
Definition der Ableitung; geometrische, analytische und physika-
lische Deutung der Ableitung; differenzierbar =⇒ stetig, Umkeh-
rung ist falsch; Differentiationsregeln, Produkt- und Quotientenre-
gel; Polynome und rationale Funktionen sind auf ihrem Definitions-
bereich differenzierbar, die Ableitung ist wieder ein Polynom bzw.
eine rationale Funktion; trigonometrische Funktionen sind auf ihrem
Definitionsbereich differenzierbar; Kettenregel; rekursive Definition
höherer Ableitungen; p Polynom vom Grad k =⇒ p(n) = 0 für n > k

2. Anwendungen der Differentiation
Maxima und Minima; x innerer Punkt, f differenzierbar in x, x Ex-
tremum =⇒ f ′(x) = 0; Mittelwertsatz; Satz von Rolle; f ′(x) = 0
für alle x =⇒ f ist konstant; Extremwerttest; Wendepunkte; Wen-
depunkttest; Regeln von de l’Hôpital; Fixpunkte; Fixpunktiterati-
on, a priori und a posteriori Fehlerabschätzung; Newtonverfahren;
geometrische Interpretation; quadratische Konvergenz; Kessel oder
Divergenz bei ungünstigem Startwert; Verfahren von Heron; divisi-
onsfreie Berechnung von Reziproken

3. Umkehrfunktionen
Satz über die Umkehrfunktion; Ableitung der Umkehrfunktion; n-te
Wurzel; rationale Exponenten; arccos, arcsin, arctan, arccot

4. Die Exponential- und Logarithmusfunktion
exp′ = exp; exp(x + y) = exp(x) exp(y); die Exponentialfunktion
wächst schneller als jede Potenz; ln′(x) = 1

x ; die Logarithmusfunk-
tion wächst langsamer als jede Wurzel; ax; loga; sinh, cosh, tanh,
arsinh, arcosh, artanh

V Integration

1. Das bestimmte Integral
Definition des bestimmten Integrals; Integral ist linear, monoton
und additiv; Mittelwertsatz der Integralrechnung; Stammfunktio-
nen; Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung; unbestimm-
tes Integral

2. Integrationsregeln
Linearität; partielle Integration; 1. Version der Substitutionsregel;
Orthogonalitätsbeziehungen der Sinus- und Cosinus-Funktionen; 2.
Version der Substitutionsregel; Integration gerader und ungerader
Funktionen über symmetrische Intervalle

3. Integration rationaler Funktionen
Partialbruchzerlegung; Integration der Partialbrüche; Transforma-
tion von Integralen verallgemeinerter rationaler Funktionen auf In-
tegrale rationaler Funktionen

4. Uneigentliche Integrale
Definition;

∫∞
1

x−αdx existiert für α > 1;
∫ 1

0
x−αdx existiert für

α < 1; Konvergenzkriterium durch Vergleich mit x−α; Eulersche
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Gammafunktion Γ(x); Eigenschaften: Γ(1) = 1, Γ(x + 1) = xΓ(x),
Γ(n + 1) = n!

5. Ebene Kurven; Längen- und Flächenmessung
Parameterdarstellung einer ebenen Kurve; Parameterdarstellung
von Graphen, Geraden, Kreisen, Ellipsen, Zykloiden; Tangente; Nor-
male; reguläre Parameterdarstellung; Länge einer Kurve; Bogenlän-
ge; Krümmung; Kurve hat konstante Krümmung κ 6= 0 ⇐⇒ Kurve
ist ein Kreis mit Radius 1

|κ| ; Krümmungskreis; Polardarstellung ei-
ner ebenen Kurve; Länge einer Kurve in Polardarstellung; Flächen-
inhalt einer durch zwei Graphen berandeten Fläche; Sektorflächen;
Leibnizsche Sektorformel; Volumen von Rotationskörpern; Mantel-
fläche von Rotationskörpern

6. Numerische Integration
Quadraturformeln; Knoten, Gewichte und Ordnung; Mittelpunkts-,
Trapez- und Simpsonregel; Newton-Cotes-Formeln; Gauß-Formeln;
zusammengesetzte Quadraturformeln; Fehler zusammengesetzter
Quadraturformeln; Romberg-Verfahren; Fehler des Romberg-Ver-
fahrens

VI Gewöhnliche Differentialgleichungen I: Skalare Gleichun-
gen

1. Einführung
Gewöhnliche Differentialgleichung; Ordnung; autonom; Lösung ei-
ner gewöhnlichen Differentialgleichung; allgemeine, partikuläre und
singuläre Lösung; Anfangswertproblem; lokale Lösung eines An-
fangswertproblems; sachgemäß gestellte Probleme; Richtungsfeld;
nicht jede gewöhnliche Differentialgleichung ist sachgemäß gestellt

2. Differentialgleichungen 1. Ordnung
Trennung der Variablen: Bestimmen der allgemeinen Lösung der
gDgl, Lösen des AWP; lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung;
homogene und inhomogene lineare Differentialgleichungen; allge-
meine Lösung der homogenen gDgl; Bestimmung einer partikulären
Lösung der inhomogenen gDgl mit der Methode der Variation der
Konstanten; homogene Differentialgleichungen; Bestimmung der all-
gemeinen Lösung; Bernoulli-Differentialgleichung; Ricatti-Differen-
tialgleichung

3. Differentialgleichungen 2. Ordnung
Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten; homo-
gene und inhomogene gDgl; Bestimmung der allgemeinen Lösung
der homogenen gDgl, charakteristisches Polynom; Bestimmung ei-
ner partikulären Lösung der inhomogenen gDgl, Wronski-Determi-
nante; Differentialgleichungen der Form y′′ = f(x, y′); Differential-
gleichungen der Form y′′ = f(y, y′)

4. Numerische Lösung gewöhnlicher Differentialgleichungen
Explizites und implizites Eulerverfahren; Verfahren von Crank-Ni-
colson; Einschrittverfahren; Verfahrensfunktion; lokaler Verfahrens-
fehler; Ordnung; Runge-Kutta-Verfahren; klassisches Runge-Kutta-
Verfahren; SDIRK-Verfahren; Stabilität; explizite Verfahren haben
mangelnde Stabilität; A-stabil; implizite Eulerverfahren, Verfahren
von Crank-Nicolson und SDIRK-Verfahren sind A-stabil
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VII Potenzreihen

1. Reihen
Definition; Partialsummen; Konvergenz; geometrische Reihe; har-
monische Reihe; alternierende harmonische Reihe; absolute und be-
dingte Konvergenz; alternierende harmonische Reihe ist bedingt
konvergent; absolut konvergent =⇒ konvergent; konvergent =⇒ Rei-
henglieder bilden Nullfolge; Leibnizkriterium; Majorantenkriterium;
Quotientenkriterium; Summen und Vielfache konvergenter Reihen;
Cauchy-Produkt

2. Potenzreihen
Definition; Konvergenzradius; Bestimmung des Konvergenzradius:
mittels Quotienten, mittels Wurzeln; Verhalten am Rand des Kon-
vergenzbereiches; Potenzreihen stellen Funktionen dar; gliedweise
Differentiation von Potenzreihen; gliedweise Integration von Potenz-
reihen; Potenzreihen der Exponential-, Logarithmus-, trigonometri-
schen und inversen trigonometrischen Funktionen; Binomialoreihe;
Potenzreihen mit beliebigem Entwicklungspunkt; Koeffizientenver-
gleich

3. Taylorreihen
Taylorpolynom; Taylorformel; Restglied; Extremwerttest; Taylorrei-
he; Darstellung von Funktionen durch Taylorreihen; Taylorreihen
der hyperbolischen und der inversen trigonometrischen Funktionen

4. Anwendungen
Grenzwertbestimmung, Näherungsformeln und Integration mittels
Taylorreihen; Taylorreihenansatz zur Lösung gDglen

VIII Differentiation von Funktionen in mehreren Variablen

1. Kurven im Rn

Parameterdarstellung einer Kurve; Tangentialvektor; Anfangs- und
Endpunkt einer Kurve; reguläre Kurven; Bogenlänge; Länge; be-
gleitendes Dreibein; Hauptnormalen- und Binormalenvektor; Krüm-
mung; Torsion; Krümmung und Torsion einer Schraubenfeder

2. Reellwertige Funktionen mehrerer reeller Veränderlicher
Betrag eines Vektors; offener Ball mit Mittelpunkt a und Radius
r; innere Punkte; Randpunkte; abgeschlossene Mengen; beschränk-
te Mengen; kompakte Mengen; Beispiele; Niveaumengen; Graphen;
Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen mehrerer Veränderli-
cher; stetige Funktionen nehmen auf kompakten Mengen ihr Mi-
nimum und Maximum an; partielle Ableitungen; Gradient; stetige
partielle Differenzierbarkeit; Vertauschbarkeit der partiellen Ablei-
tungen; totale Ableitung und lineare Approximation; totale Diffe-
renzierbarkeit; stetig total differenzierbar ⇐⇒ stetig partiell dif-
ferenzierbar; Näherungsberechnung; Richtungsableitungen; Ketten-
regel; Transformation auf ebene und räumliche Polarkoordinaten;
Laplace-Operator und seine Darstellung in kartesischen Koordina-
ten und Polarkoordinaten
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3. Anwendungen der Differentiation
Gradient gibt Richtung des stärksten Anstiegs; Gradientenverfah-
ren zur Bestimmung von Maxima und Minima; Tangenten; Tan-
gentialebene; Normalendarstellung der Tangentialebene; Taylorfor-
mel für Funktionen mehrerer Veränderlicher; Taylorpolynom; Hesse-
Matrix; Schmiegequadriken; Satz über implizite Funktionen; Be-
stimmung der Ableitung impliziter Funktionen; Lösung nichtlinea-
rer Gleichungssysteme; lokale Extrema; stationäre Punkte; loka-
les Extremum =⇒ stationärer Punkt; Extremwerttest mittels der
Hesse-Matrix; Extrema unter Nebenbedingungen; Lagrange-Multi-
plikatoren; Bestimmen der Extrema auf kompakten Mengen

4. Vektorwertige Funktionen
Differentiation; Jacobi-Matrix; Newtonverfahren zur Lösung nicht
linearer Gleichungssysteme; Kettenregel; Basiswechsel; räumliche
Skalaren- und Vektorfelder; starre Drehungen; Zentralfelder; lami-
nare Rohrströmung; Gradient; Divergenz; Rotation; Laplace-
Operator; Nabla-Operator; Koordinateninvarianz von Divergenz,
Gradient und Rotation; wirbel- und quellfreie Felder

IX Integration von Funktionen in mehreren Variablen

1. Parameterintegrale
eigentliche und uneigentliche Parameterintegrale; Gammafunktion;
Besselfunktionen; Fourier-Transformation; Differentiation von ei-
gentlichen Parameterintegralen; Besselsche Differentialgleichung;
Differentiation bei variablen Integrationsgrenzen; Differentiation
von uneigentlichen Parameterintegralen; Ableitungen der Gamma-
funktion

2. Kurvenintegrale
Kurvenintegral einer skalaren Funktion; Rechenregeln; Trägheits-
momente; Schwerpunkt; Kurvenintegral eines Vektorfeldes; ge-
schlossene Kurven; Gradientenfeld; Potential; Stammfunktion; Satz
von Poincaré; Methoden zur Bestimmung einer Stammfunktion

3. Integration über ebene Bereiche
Flächeninhalt; messbare Mengen; Nullmengen; Doppel- oder Ge-
bietsintegral; geometrische Deutung; Rechenregeln; Mittelwertsatz;
praktische Berechnung von Doppelintegralen; Satz von Green; An-
wendungen; Satz von Gauß in der Ebene

4. Integration über Flächen im Raum
Parameterdarstellung einer Fläche; Tangentialebene; Normalenvek-
tor; metrische Fundamentalgrößen; Rand einer Fläche; Drehflächen;
Sphäre; Torus; Wendelfläche; Flächeninhalt; Oberflächenintegral ei-
ner skalaren Funktion; Transformationsformel für Gebietsintegra-
le; affine Koordinaten; Polarkoordinaten; elliptische Koordinaten;
Fluss eines Vektorfeldes; orientierbare Flächen; Beispiele; Möbius-
band ist nicht orientierbar; Satz von Stokes; Anwendungen

5. Integration über dreidimensionale Bereiche
Volumen; Nullmengen; reguläre Mengen; Dreifach- oder Volumenin-
tegral; praktische Berechnung von Dreifachintegralen; Jacobi- oder
Funktionaldeterminante; Transformationsformel für Volumeninte-
grale; affine Koordinaten; Zylinderkoordinaten; Kugelkoordinaten;
Satz von Gauß; Anwendungen; Kontinuitätsgleichungen der Strö-
mungsmechanik



532 ZUSAMMENFASSUNG

X Gewöhnliche Differentialgleichungen II: Systeme

1. Existenz- und Eindeutigkeitssätze
Gewöhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung; Anfangswertpro-
blem; Lösung; Reduktion der Ordnung; Schwingungsgleichung; Lip-
schitz-stetige Funktionen; Zusammenhang mit Differenzierbarkeit;
Satz von Picard-Lindlöf; stetige Abhängigkeit der Lösung eines An-
fangswertproblems von den Anfangsbedingungen

2. Differentialgleichungen 1. Ordnung
Exakte Differentialgleichungen; Lösung exakter Differentialgleichun-
gen; integrierende Faktoren; Methoden zur Bestimmung integrieren-
der Faktoren; Räuber-Beute-Modelle

3. Systeme linearer Differentialgleichungen
Homogene und inhomogene Gleichungen; partikuläre Lösung; allge-
meine Lösungen; Fundamentalsysteme und ihre Bestimmung;
Wronski-Determinante; Methode der Variation der Konstanten; ho-
mogene Systeme mit konstanter, symmetrischer Matrix; homogene
Systeme mit konstanter, allgemeiner Matrix; lineare Differentialglei-
chungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

4. Stabilität
Motivation der Problemstellung; Ljapunov-Stabilität; asymptoti-
sche Stabilität; Instabilität; Stabilität von linearen Systemen mit
konstanter Matrix; Stabilität von gestörten linearen Systemen; au-
tonome Systeme und ihre Stabilität

XI Stochastik I: Diskrete Modelle

1. Modelle für Zufallsexperimente
Ergebnisse oder Elementarereignisse; Ergebnismenge; Ereignisse;
Potenzmenge; Wahrscheinlichkeitsverteilung oder -maß; Wahr-
scheinlichkeit; Wahrscheinlichkeitsraum; Wahrscheinlichkeitsfunkti-
on; Laplace-Experimente; Urnenmodelle: Stichproben in Reihen-
folge mit Rücklegen, Stichproben in Reihenfolge ohne Rücklegen,
Stichproben ohne Reihenfolge ohne Rücklegen, Stichproben ohne
Reihenfolge mit Rücklegen; Anwendungsbeispiele; hypergeometri-
sche Verteilung; Multinomialkoeffizienten; Identitäten für Binomi-
alkoeffizienten

2. Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhängigkeit
Bedingte Wahrscheinlichkeiten; Beispiele; Produktformel; Formel
der totalen Wahrscheinlichkeit; Formel von Bayes; Anwendungen;
Unabhängigkeit; Produktexperimente; Produkte von Wahrschein-
lich-
keitsräumen; Bernoulliexperiment und -verteilung; Binomialvertei-
lung; Multinomialverteilung; geometrische Verteilung; negative Bi-
nomialverteilung oder Pascalverteilung

3. Zufallsvariable, Erwartungswert, Varianz
Zufallsvariable; Beispiele; Stabdiagramme; gemeinsame Verteilungs-
funktion; Unabhängigkeit; Erwartungswert; Erwartungswert der Bi-
nomialverteilung; Erwartungswert der hypergeometrischen Vertei-
lung; Varianz; Kovarianz; Streuung; Standardabweichung; Korrela-
tionskoeffizient; unkorrelierte Zufallsvariable; Varianz der Binomi-
alverteilung; Varianz der hypergeometrischen Verteilung; schwaches
Gesetz der großen Zahl; Anwendungen
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4. Grundbegriffe der Schätztheorie
Motivation; allgemeiner Rahmen; Schätzer; Maximum-Likelihood
Schätzer; Erwartungstreue; Mittelwert; mittlerer quadratischer Feh-
ler

5. Approximationen der Binomialverteilung
Stirlingsche Formel; Dichte der Standard-Normalverteilung; Satz
von Moivre-Laplace; Verteilungsfunktion der Standard-Normalver-
teilung; Anwendungen; Poissonapproximation; Poissonverteilung

6. Tests
Motivation; Hypothese; Annehmen und Verwerfen einer Hypothe-
se; Verwerfungsbereich oder kritischer Bereich; Fehler erster und
zweiter Art; Teststatistik; kritischer Wert; Gütefunktion

XII Stochastik II: Allgemeine Modelle

1. Wahrscheinlichkeitsmaße mit Dichten
Ergebnismengen; σ-Algebren; Borelmengen; Wahrscheinlichkeits-
maße; Wahrscheinlichkeitsräume; Dichten; Gleichverteilung auf ei-
nem Intervall; Exponentialverteilung; Normalverteilung; Produkt-
dichten

2. Zufallsvariable und ihre Momente
Messbare Funktionen; Zufallsvariable; Verteilungsfunktion; Dichte;
Unabhängigkeit; Faltung; Faltung von Normalverteilungen; Erwar-
tungswert; Eigenschaften des Erwartungswertes; Varianz; Eigen-
schaften der Varianz

3. Schätzverfahren
Maximum-Likelihood Schätzung; Methode der kleinsten Quadrate;
Regressionsgerade; Median

4. Tests
Likelihood-Quotienten; Likelihood-Quotienten Test; t-Test; χ2-Test;
Anwendungen

XIII Fourier-Analysis

1. Trigonometrische Polynome und Reihen
Periodische Funktionen; direkte periodische Fortsetzung; gerade pe-
riodische Fortsetzung; ungerade periodische Fortsetzung; trigono-
metrische Polynome; trigonometrische Reihen

2. Fourier-Reihen
Fourier-Koeffizienten; Fourier-Reihe; Rechteckschwingung; Rechen-
regeln; Bessel-Ungleichung; Riemann-Lemma; Konvergenz der
Fourier-Reihe einer Funktion; Parseval-Gleichung; Anwendung auf
gewöhnliche Differentialgleichungen

3. Die Fourier-Transformation
Fourier-Transformation; Fourier-Transformierte einer Funktion;
Rechteckimpuls; Rechenregeln; Fourier-Transformierte einiger wich-
tiger Funktionen; Existenz und Eindeutigkeit der Fourier-Transfor-
mierten; Parseval-Gleichung

XIV Partielle Differentialgleichungen

1. Einführung
Beispiele: Membrangleichung, Plattengleichung, Gasgleichung,
Wärmeleitungsgleichung, Grundwasserströmung, Wellengleichung;
Differentialoperatoren; Hauptteil; quasilinear; Koeffizienten; Diffe-
rentialgleichung; Typen: elliptisch, parabolisch, hyperbolisch; Rand-
bedingungen: Dirichlet, Neumann, gemischt
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2. Die Wärmeleitungsgleichung
Kompabilitätsbedingung; Fortsetzung der Randwerte; Lösung der
homogenen Gleichung mit homogenen Randbedingungen; Separa-
tionsansatz; Lösung der inhomogenen Gleichung mit homogenen
Anfangs- und Randbedingungen; Integraldarstellung; Wärmelei-
tungskern; höhere Raumdimensionen; Zusammenhang mit dem Ei-
genwertproblem für den Laplace-Operator

3. Die Wellengleichung
Lösung der homogenen Gleichung mit homogenen Randbedingun-
gen; Separationsansatz; Lösung der inhomogenen Gleichung mit ho-
mogenen Anfangs- und Randbedingungen; Integraldarstellung; Wel-
lengleichungskern; höhere Raumdimensionen; Dämpfung

4. Die Poissongleichung
Lösung des Eigenwertproblems im Rechteck; Lösung der Poisson-
gleichung im Rechteck; Lösung des Eigenwertproblems im Kreis;
Lösung der Poissongleichung im Kreis
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Determinantenform, 41
diagonalisierbare Matrix, 88
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Fluss, 362
Folge, 115
Formel von Bayes, 419
Formel von der totalen
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inhomogene Wärmeleitungsgleichung

mit homogenen Rand- und
Anfangsbedingungen, 501

inhomogenes LGS, 56
injektiv, 16
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lokal lösbar, 219
lokale Lösung, 219
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Newtonsches Abkühlungsgesetz, 163
Newtonverfahren, 150, 316
nichtorthogonale Zerlegung, 36
Niveaumenge, 284
Norm, 108
Normale, 199
Normalengleichung, 42
Normalenvektor, 42, 352
Normalform einer Quadrik, 97
Normalverteilung, 456
Normaxiome, 108
normiert, 109
normierte Form, 443
normierte Vektoren, 89
notwendige Charakterisierung lokaler

Extrema, 305
n-te Wurzel, 49, 156
Nullelement, 103
Nullfolge, 116
Nullmatrix, 55
Nullmenge, 342, 366
Nullpunkt, 24
Nullvektor, 28, 55, 103

obere Dreiecksmatrix, 69
obere Schranke, 19
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unmögliches Ereignis, 409
untere Dreiecksmatrix, 69
untere Schranke, 19
Unterraum, 103
Untervektorraum, 103
Urbildraum, 277
Ursprung, 24, 33

Varianz, 428, 462
Varianz der Binomialverteilung, 430
Varianz der hypergeometrischen

Verteilung, 431
Variation der Konstanten, 227, 236
Vektor, 28, 103
Vektorfeld, 319
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Wärmeleitungsgleichung, 494
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Zwischenwertsatz, 124
Zykloide, 198
Zylinderkoordinaten, 370


	Vorbemerkung
	Kapitel I. Zahlen und Vektoren
	I.1. Mengen und Abbildungen
	I.1.1. Mengen
	I.1.2. Mengenoperationen
	I.1.3. Abbildungen

	I.2. Die reellen Zahlen
	I.2.1. Bezeichnungen
	I.2.2. Ungleichungen
	I.2.3. Intervalle
	I.2.4. Schranken
	I.2.5. Der Betrag
	I.2.6. Vollständige Induktion
	I.2.7. Rekursive Definition
	I.2.8. Binomialkoeffizienten und Binomische Formel

	I.3. Die Ebene
	I.3.1. Kartesische Koordinatensysteme
	I.3.2. Winkel
	I.3.3. Sinus, Cosinus
	I.3.4. Drehungen

	I.4. Vektoren
	I.4.1. Vektoren
	I.4.2. Addition von Vektoren
	I.4.3. Skalare Vielfache von Vektoren
	I.4.4. Der Betrag
	I.4.5. Der Winkel zwischen zwei Vektoren
	I.4.6. Das Skalarprodukt
	I.4.7. Das Vektorprodukt
	I.4.8. Das Spatprodukt
	I.4.9. Koordinatendarstellungen

	I.5. Geraden und Ebenen
	I.5.1. Die Parameterdarstellung einer Geraden
	I.5.2. Die Koordinatengleichungen einer Geraden
	I.5.3. Die Momentengleichung einer Geraden
	I.5.4. Abstand Punkt - Gerade
	I.5.5. Abstand Gerade - Gerade
	I.5.6. Die Parameterdarstellung einer Ebene
	I.5.7. Parameterfreie Darstellungen einer Ebene
	I.5.8. Die Schnittgerade zweier Ebenen
	I.5.9. Die Winkel zwischen zwei Ebenen und zwischen einer Ebene und einer Geraden

	I.6. Die komplexen Zahlen
	I.6.1. Motivation
	I.6.2. Definition
	I.6.3. Betrag und Konjugation
	I.6.4. Addition und Subtraktion
	I.6.5. Multiplikation und Division
	I.6.6. Wurzeln komplexer Zahlen


	Kapitel II. Lineare Algebra
	II.1. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen
	II.1.1. Matrizen
	II.1.2. Rechenregeln
	II.1.3. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen
	II.1.4. Das Gaußsche Eliminationsverfahren

	II.2. Die Matrixmultiplikation
	II.2.1. Das Matrixprodukt
	II.2.2. Die transponierte Matrix
	II.2.3. Invertierbare Matrizen
	II.2.4. Das Gaußsche Eliminationsverfahren zur Berechnung der inversen Matrix
	II.2.5. Die LR-Zerlegung

	II.3. Determinanten
	II.3.1. Determinanten von 2 2 und 3 3 Matrizen
	II.3.2. Die Determinante einer n n Matrix
	II.3.3. Rechenregeln für Determinanten
	II.3.4. Die Cramersche Regel
	II.3.5. Kegelschnitte

	II.4. Eigenwerte und Eigenvektoren
	II.4.1. Definition
	II.4.2. Das charakteristische Polynom
	II.4.3. Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren
	II.4.4. Numerische Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren
	II.4.5. Rechenregeln
	II.4.6. Ähnliche Matrizen
	II.4.7. Orthogonale Matrizen
	II.4.8. Symmetrische Matrizen
	II.4.9. Die Schursche Normalform
	II.4.10. Hauptvektoren

	II.5. Quadratische Formen
	II.5.1. Definition
	II.5.2. Reduktion auf Normalform
	II.5.3. Normalformen der ebenen Quadriken
	II.5.4. Normalformen der räumlichen Quadriken
	II.5.5. Positiv definite Matrizen

	II.6. Vektorräume und lineare Abbildungen
	II.6.1. Vektorräume
	II.6.2. Unterräume
	II.6.3. Linearkombination und lineare Hülle
	II.6.4. Lineare Abhängigkeit
	II.6.5. Basis und Dimension
	II.6.6. Skalarprodukte
	II.6.7. Normen
	II.6.8. Orthogonalität
	II.6.9. Lineare Abbildungen
	II.6.10. Matrixdarstellung
	II.6.11. Komposition linearer Abbildungen
	II.6.12. Basiswechsel


	Kapitel III. Stetigkeit
	III.1. Folgen
	III.1.1. Definition
	III.1.2. Rechenregeln
	III.1.3. Beschränktheit
	III.1.4. Monotonie
	III.1.5. Teilfolgen

	III.2. Grenzwerte von Folgen
	III.2.1. Definition
	III.2.2. Rechenregeln
	III.2.3. Konvergenzkriterien
	III.2.4. Die Exponentialfunktion
	III.2.5. Uneigentliche Grenzwerte

	III.3. Stetigkeit
	III.3.1. Definition
	III.3.2. Rechenregeln
	III.3.3. Eigenschaften stetiger Funktionen
	III.3.4. Einseitige Grenzwerte
	III.3.5. Polynome
	III.3.6. Rationale Funktionen
	III.3.7. Trigonometrische Funktionen
	III.3.8. Exponential- und Logarithmusfunktion


	Kapitel IV. Differentiation
	IV.1. Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion
	IV.1.1. Definition der Ableitung
	IV.1.2. Deutungen der Ableitung
	IV.1.3. Stetigkeit ist notwendig für Differenzierbarkeit
	IV.1.4. Differentiationsregeln
	IV.1.5. Differentiation von Polynomen und rationalen Funktionen
	IV.1.6. Differentiation der trigonometrischen Funktionen
	IV.1.7. Kettenregel
	IV.1.8. Höhere Ableitungen

	IV.2. Anwendungen der Differentiation
	IV.2.1. Maxima und Minima einer Funktion
	IV.2.2. Der Mittelwertsatz
	IV.2.3. Wendepunkte
	IV.2.4. Die Regeln von de l'Hôpital
	IV.2.5. Die Fixpunktiteration
	IV.2.6. Das Newtonverfahren

	IV.3. Umkehrfunktionen
	IV.3.1. Grundlagen
	IV.3.2. n-te Wurzel, rationale Exponenten
	IV.3.3. Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen

	IV.4. Die Exponential- und Logarithmusfunktion
	IV.4.1. Die Exponentialfunktion
	IV.4.2. Die Logarithmusfunktion
	IV.4.3. Exponential- und Logarithmusfunktionen zu beliebigen Basen
	IV.4.4. Die Hyperbelfunktionen


	Kapitel V. Integration
	V.1. Das bestimmte Integral
	V.1.1. Definition
	V.1.2. Elementare Integrationsregeln
	V.1.3. Differentiation und Integration

	V.2. Integrationsregeln
	V.2.1. Linearität
	V.2.2. Partielle Integration
	V.2.3. Substitutionsregel
	V.2.4. Symmetrien

	V.3. Integration rationaler Funktionen
	V.3.1. Partialbruchzerlegung
	V.3.2. Integration
	V.3.3. Verallgemeinerte rationale Funktionen

	V.4. Uneigentliche Integrale
	V.4.1. Definition
	V.4.2. Ein Konvergenzkriterium
	V.4.3. Die Eulersche Gammafunktion

	V.5. Ebene Kurven; Längen- und Flächenmessung
	V.5.1. Parameterdarstellung
	V.5.2. Tangente und Normale
	V.5.3. Bogenlänge
	V.5.4. Krümmung und Krümmungskreis
	V.5.5. Polardarstellung einer ebenen Kurve
	V.5.6. Flächeninhalte
	V.5.7. Volumina von Rotationskörpern
	V.5.8. Mantelflächen von Rotationskörpern

	V.6. Numerische Integration
	V.6.1. Quadraturformeln
	V.6.2. Zusammengesetzte Quadraturformeln
	V.6.3. Romberg Verfahren


	Kapitel VI. Gewöhnliche Differentialgleichungen I  Skalare Gleichungen
	VI.1. Einführung
	VI.1.1. Beispiele
	VI.1.2. Grundbegriffe
	VI.1.3. Geometrische Deutung
	VI.1.4. Eindeutigkeitsfragen

	VI.2. Differentialgleichungen 1. Ordnung
	VI.2.1. Trennung der Variablen
	VI.2.2. Variation der Konstanten
	VI.2.3. Homogene Differentialgleichungen
	VI.2.4. Bernoulli-Differentialgleichung
	VI.2.5. Ricatti-Differentialgleichung

	VI.3. Differentialgleichungen 2. Ordnung
	VI.3.1. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
	VI.3.2. Die homogene Gleichung
	VI.3.3. Die inhomogene Gleichung
	VI.3.4. Differentialgleichungen vom Typ y= f(x,y)
	VI.3.5. Differentialgleichungen vom Typ y= f(y,y)

	VI.4. Numerische Lösung gewöhnlicher Differentialgleichungen
	VI.4.1. Motivation
	VI.4.2. Einschrittverfahren
	VI.4.3. Runge-Kutta Verfahren
	VI.4.4. Stabilität


	Kapitel VII. Potenzreihen
	VII.1. Reihen
	VII.1.1. Definition
	VII.1.2. Absolute Konvergenz
	VII.1.3. Konvergenzkriterien
	VII.1.4. Rechenregeln

	VII.2. Potenzreihen
	VII.2.1. Definition
	VII.2.2. Konvergenzradius
	VII.2.3. Bestimmung des Konvergenzradius
	VII.2.4. Differentiation und Integration von Potenzreihen
	VII.2.5. Potenzreihendarstellung einiger Funktionen
	VII.2.6. Die Binomialreihe
	VII.2.7. Potenzreihen mit beliebigem Entwicklungspunkt
	VII.2.8. Koeffizientenvergleich

	VII.3. Taylorreihen
	VII.3.1. Die Taylor-Formel
	VII.3.2. Die Taylor-Reihe
	VII.3.3. Methoden der Potenzreihenentwicklung

	VII.4. Anwendungen
	VII.4.1. Grenzwertbestimmung
	VII.4.2. Näherungsformeln
	VII.4.3. Integration
	VII.4.4. Lösen von Differentialgleichungen


	Kapitel VIII. Differentiation von Funktionen in mehreren Variablen
	VIII.1. Kurven im Rn
	VIII.1.1. Parameterdarstellungen
	VIII.1.2. Das begleitende Dreibein, Krümmung und Torsion

	VIII.2. Reellwertige Funktionen mehrerer reeller Veränderlicher
	VIII.2.1. Einige topologische Grundbegriffe
	VIII.2.2. Reelle Funktionen mehrerer reeller Veränderlicher
	VIII.2.3. Grenzwerte und Stetigkeit
	VIII.2.4. Partielle Ableitungen, der Gradient
	VIII.2.5. Die totale Ableitung und lineare Approximation
	VIII.2.6. Einfache Anwendungen
	VIII.2.7. Die Richtungsableitung
	VIII.2.8. Die Kettenregel

	VIII.3. Anwendungen der Differentiation
	VIII.3.1. Richtung des stärksten Anstieges
	VIII.3.2. Tangenten und Tangentialebene
	VIII.3.3. Die Taylor-Formel
	VIII.3.4. Die Hesse-Matrix
	VIII.3.5. Implizite Funktionen
	VIII.3.6. Lokale Extrema
	VIII.3.7. Extrema unter Nebenbedingungen
	VIII.3.8. Extrema auf kompakten Mengen

	VIII.4. Vektorwertige Funktionen
	VIII.4.1. Die Differentiation
	VIII.4.2. Das Newtonverfahren
	VIII.4.3. Die Kettenregel
	VIII.4.4. Räumliche Skalaren- und Vektorfelder
	VIII.4.5. Gradient, Divergenz, Rotation und Laplace Operator


	Kapitel IX. Integration von Funktionen in mehreren Variablen
	IX.1. Parameterintegrale
	IX.1.1. Übersicht
	IX.1.2. Eigentliche Parameterintegrale
	IX.1.3. Uneigentliche Parameterintegrale

	IX.2. Kurvenintegrale
	IX.2.1. Das Kurvenintegral einer skalaren Funktion
	IX.2.2. Anwendungen
	IX.2.3. Das Kurvenintegral eines Vektorfeldes
	IX.2.4. Das Potential eines Gradientenfeldes
	IX.2.5. Die praktische Bestimmung einer Stammfunktion

	IX.3. Integration über ebene Bereiche
	IX.3.1. Der Flächeninhalt
	IX.3.2. Das Doppelintegral
	IX.3.3. Praktische Berechnung des Doppelintegrals
	IX.3.4. Der Satz von Green

	IX.4. Integration über Flächen im Raum
	IX.4.1. Parameterdarstellungen
	IX.4.2. Der Flächeninhalt
	IX.4.3. Das Oberflächenintegral einer skalaren Funktion
	IX.4.4. Transformationsformel für Gebietsintegrale
	IX.4.5. Der Fluss eines Vektorfeldes
	IX.4.6. Der Satz von Stokes

	IX.5. Integration über dreidimensionale Bereiche
	IX.5.1. Das Volumen
	IX.5.2. Das Dreifachintegral
	IX.5.3. Praktische Berechnung des Dreifachintegrales
	IX.5.4. Die Transformationsformel für Volumenintegrale
	IX.5.5. Der Satz von Gauß


	Kapitel X. Gewöhnliche Differentialgleichungen II  Systeme
	X.1. Existenz- und Eindeutigkeitssätze
	X.1.1. Grundbegriffe
	X.1.2. Reduktion der Ordnung
	X.1.3. Lipschitz-stetige Funktionen
	X.1.4. Der Satz von Picard-Lindelöf

	X.2. Differentialgleichungen 1. Ordnung
	X.2.1. Exakte Differentialgleichungen
	X.2.2. Der integrierende Faktor

	X.3. Systeme linearer Differentialgleichungen
	X.3.1. Grundlegende Eigenschaften
	X.3.2. Fundamentalsysteme
	X.3.3. Variation der Konstanten
	X.3.4. Homogene Systeme mit konstanter Matrix:  Der symmetrische Fall
	X.3.5. Homogene Systeme mit konstanter Matrix: Der allgemeine Fall
	X.3.6. Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

	X.4. Stabilität
	X.4.1. Motivation
	X.4.2. Stabilitätsbegriffe
	X.4.3. Stabilitätskriterien
	X.4.4. Autonome Systeme


	Kapitel XI. Stochastik I  Diskrete Modelle
	XI.1. Modelle für Zufallsexperimente
	XI.1.1. Endliche Wahrscheinlichkeitsräume
	XI.1.2. Urnenmodelle
	XI.1.3. Anwendungsbeispiele
	XI.1.4. Die hypergeometrische Verteilung
	XI.1.5. Multinomialkoeffizienten
	XI.1.6. Identitäten für Binomialkoeffizienten

	XI.2. Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhängigkeit
	XI.2.1. Definition bedingter Wahrscheinlichkeiten
	XI.2.2. Eigenschaften
	XI.2.3. Unabhängigkeit
	XI.2.4. Produktexperimente
	XI.2.5. Binomialverteilung
	XI.2.6. Multinomialverteilung
	XI.2.7. Geometrische Verteilung
	XI.2.8. Negative Binomialverteilung

	XI.3. Zufallsvariable, Erwartungswert, Varianz
	XI.3.1. Zufallsvariable
	XI.3.2. Gemeinsame Verteilung mehrerer Zufallsvariabler
	XI.3.3. Unabhängigkeit
	XI.3.4. Erwartungswert
	XI.3.5. Varianz und Kovarianz
	XI.3.6. Das schwache Gesetz der großen Zahlen

	XI.4. Grundbegriffe der Schätztheorie
	XI.4.1. Motivation
	XI.4.2. Der allgemeine Rahmen von Schätzproblemen
	XI.4.3. Maximum-Likelihood Schätzer
	XI.4.4. Erwartungstreue
	XI.4.5. Der mittlere quadratische Fehler

	XI.5. Approximationen der Binomialverteilung
	XI.5.1. Approximation von n! und bn,p(k)
	XI.5.2. Der Satz von Moivre-Laplace
	XI.5.3. Die Poisson-Approximation

	XI.6. Tests
	XI.6.1. Motivation
	XI.6.2. Grundbegriffe der Testtheorie
	XI.6.3. Zurück zur Motivation


	Kapitel XII. Stochastik II  Allgemeine Modelle
	XII.1. Wahrscheinlichkeitsmaße mit Dichten
	XII.1.1. Ergebnismengen
	XII.1.2. -Algebren
	XII.1.3. Wahrscheinlichkeitsmaße
	XII.1.4. Wahrscheinlichkeitsmaße mit Dichten
	XII.1.5. Gleichverteilung auf einem Intervall
	XII.1.6. Exponentialverteilung
	XII.1.7. Normalverteilung
	XII.1.8. Produktdichten

	XII.2. Zufallsvariable und ihre Momente
	XII.2.1. Messbare Funktionen
	XII.2.2. Zufallsvariable
	XII.2.3. Unabhängigkeit
	XII.2.4. Erwartungswert
	XII.2.5. Varianz

	XII.3. Schätzverfahren
	XII.3.1. Maximum-Likelihood Schätzung
	XII.3.2. Die Methode der kleinsten Quadrate
	XII.3.3. Median

	XII.4. Tests
	XII.4.1. Vorbemerkungen
	XII.4.2. Der t-Test
	XII.4.3. Der 2-Test


	Kapitel XIII. Fourier-Analysis
	XIII.1. Trigonometrische Polynome und Reihen
	XIII.1.1. Periodische Funktionen
	XIII.1.2. Trigonometrische Polynome
	XIII.1.3. Trigonometrische Reihen

	XIII.2. Fourier-Reihen
	XIII.2.1. Die Fourier-Reihe einer Funktion
	XIII.2.2. Rechenregeln
	XIII.2.3. Die Bessel-Ungleichung
	XIII.2.4. Konvergenz der Fourier-Reihe
	XIII.2.5. Anwendung  auf  gewöhnliche  Differentialgleichungen

	XIII.3. Die Fourier-Transformation
	XIII.3.1. Definition
	XIII.3.2. Rechenregeln
	XIII.3.3. Existenz- und Eindeutigkeitssätze


	Kapitel XIV. Partielle Differentialgleichungen
	XIV.1. Einführung
	XIV.1.1. Beispiele
	XIV.1.2. Bezeichnungen
	XIV.1.3. Lineare partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung
	XIV.1.4. Anfangs- und Randbedingungen

	XIV.2. Die Wärmeleitungsgleichung
	XIV.2.1. Vorbemerkungen
	XIV.2.2. Fortsetzung der Randwerte
	XIV.2.3. Lösung der homogenen Gleichung mit homogenen Randbedingungen
	XIV.2.4. Lösung der inhomogenen Gleichung mit homogenen Anfangs- und Randbedingungen
	XIV.2.5. Integraldarstellung
	XIV.2.6. Höhere Raumdimensionen

	XIV.3. Die Wellengleichung
	XIV.3.1. Vorbemerkung
	XIV.3.2. Lösung der homogenen Gleichung mit homogenen Randbedingungen
	XIV.3.3. Lösung der inhomogenen Gleichung mit homogenen Anfangs- und Randbedingungen
	XIV.3.4. Integraldarstellung
	XIV.3.5. Höhere Raumdimensionen
	XIV.3.6. Dämpfung

	XIV.4. Die Poissongleichung
	XIV.4.1. Das Eigenwertproblem im Rechteck
	XIV.4.2. Die Poissongleichung im Rechteck
	XIV.4.3. Das Eigenwertproblem im Kreis
	XIV.4.4. Die Poissongleichung im Kreis


	Zusammenfassung
	Index

