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Warum eigentlich?

Warum Wellen in Plasmen wichtig sind

- Fundamentale Physik: Turbulenz, Rekonnektion, Instabilitaten, ...

- Plasmaheizung (s. Teil 2 dieser Vorlesung): wegen der grof3en Vielfalt unterschiedlicher
Wellenmoden und deren Existenzbedingungen ist ein gutes Verstandnis der
Wellenphdnomene in Plasmen wichtig.

- Diagnostik: Interferometrie/Reflektometrie, Faraday-Rotation, Wellenmischung, ...
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Warum eigentlich?
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Warum eigentlich?
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Literatur

Allgemeine Einflhrung:

Chen: Introduction to plasma physics and controlled fusion (Springer)
- sehr gute, physikalisch motivierte Einfihrung, ideal als Einstieg

Lieberman/Lichtenberg: Priciples of plasma discharges and materials processing (Wiley)
- knappe Einfuhrung zu Grundlegenden Phanomenen, sonst anwendungsorientiert,
gute Einfihrung zu Plasmawellen

Goldston/Rutherford: Introduction to plasma physics (IOP Publishing)
- gute Einfihrung, etwas theoretischer

Wellen im Speziellen:

Stix: Waves in plasmas (AIP)

Swanson: Plasma waves (IOP Publishing)



W & F hasen-/Gruppengeschwindigkeitiy:

Wellenartige Gro3e:  z (X ,t)Z zocos(kx—mt)

d (kx—wt)=0

Punkt mit konstanter Phase bewegt sich gemal3: d_
t

= ﬁ -0 _ Vo Phasengeschwindigkeit

dt k

Zwel wellenartige Grol3en: zl(x,t)zzocos((k+ A k)x—(u)+ A (D)t)
und: z,(x,t)=z,cos((k—Ak)x—(w—Aw)t)

Superposition:  z,+ z,=22z,cos(A k x—A wt)cos(kx—wt)

| Ao
Einhullende bewegt sich mit A k oder

dw
i(l? - o =V, Gruppengeschwindigkeit




Dispersionsrelation allgemein: D ((D , k):()
Explizitt w= f ( k) N
3
Phasengeschwindigkeit: Voh= %
Gruppengeschwindigkeit: vgr:d_(x)
dk ck/m

P

Beispiel: Transversalwelle im unmagnetisierten Plasma: w=Kkc \/1+ (;oi/k2 C2

Phasengeschwindigkeit: vV = e cy 1+ (1)2 /k2 C2 Phasengeschwindigkeit > c
ph=— I p

_do_ C
gr dk \/1+ (Di/kZCZ

Gruppengeschwindigkeit: v Gruppengeschwindigkeit < ¢



kc kc
N:|W‘_)O,7\-_)OO,VP}1_)OO N:W‘-)OO,k-)O,Vph_)O

N cut-off
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Beispiel: Transversalwelle im unmagnetisierten Plasma: w=kc \/1+ (L)i)/k2 c’

ke 1 Cutoff: N—>0=>k‘)0=>(x):u)p

N = —
» \/1+ ooi,/kzc2

Resonanz: keine.



Plasmaschwingung

,Kaltes* Plasma, lonen nur unbeweglicher Hintergrund, leichte Auslenkung der Elektronen
In X-Richtung — Ladungsverschiebung erzeugt elektrisches Feld.

-

1-D-Problem: V' =0/0, ¢, E=E¢ ,

VxE=0, E=-V&

Kein fluktuierendes Magnetfeld — elektrostatische Schwingung

Beschreibung (Fluidmodell):

on, Ly
at +V'<neve)_0

oV N
m,n, avte+(\7e-V)\7€ =—en,E

Kontinuitatsgleichung

Impulsbilanz

Poisson-Gleichung



Linearisierung:

Gestorte Grofden:

Mit: XY, <X,,Y,

Folgt: —+ nov°\71=() m,——=—ek, EV'Elz—enl



Plasmaschwingung

Mit: i—)—ioo und: V—)i—)ik
ot 0 X
Folgt: —iomv,=—eE, —ion,=—nyikv,, ike, E,=—en,

Eliminieren von E, und n, liefert:

) 2
n, k .nye

o V1= e,V

—Iimwv,=

ike,

Oder:

Plasmafrequenz




Vorgehensweise analog zu vorherigem Beispiel:

- Beschreibendes System aufstellen (Beispiel: Fluidmodell + MWG)

- Linearisieren unter der Annahme kleiner Storamplituden

- Fourier-Ansatz (harmonische oszillation der gestorten Grofen annehmen) und
in linearisiertes System einsetzen

- Gestorte GrofRen eliminieren — Dispersionsrelation

Beschreibendes System (cold uniform plasma approximation):



Dielektrischer Tensor

Annahme: ungestértes System im Gleichgewicht: X ;=0

Einzige Ausnahme: wir lassen ein konstantes, homogenes Magnetfeld zu, dieses legt eine
Vorzugsrichtung (z-Richtung) fest:

B=B, 2+ B,, mit B,>|B|
Die linearisierte Bewegungsgleichung lautet:

d - = B

Wir nehmen wieder harmonisch variierende Grol3en an:

> = i(kF-wt) BB 4 B ilkF-ol)
E=E.e , B=B,+ B,e ,
- _ = l(E-?—(Dt)

Damit wird i >—im

dt



Dielektrischer Tensor

Damit lasst sich die Bewegungsgleichung algebraisieren:

—loomjvlquj(E1+ vleBO)

In Komponenten:
_

Vy=—[E + v, By (X)
_ g,

vyj_m(i)(Ey_vijO) v)
iq.

v,=—LE, @

4 mow



In Komponenten:

iy E,+v,B, ()
v,= nﬁ;’j E,—v,B, v)
v, = ni‘i;’j E, @
(v) in (%) 2 .
V= ,;q(JD E,— mgi)z E, B+ ;?1]2 SV



Dielektrischer Tensor

(y) in (x):
iq q q;B,
vy=—L-E ~—15E B+ —L—v,
m;w m; m;
Sortieren:
2 2 . 2
_GBo| 14 4
2 2 |Vy~ X 2 27y
m; m; m;
Mit:
q.B . .
W, =— L (Zyklotronfrequenz), und E:Slgn(q-):&
cj J J |
m, d;
Ergibt sich:
1 > 2 1 iq; 1 |qj|
—2(00— G|V= 2 OE =" wnuk,




Und schlielRlich:

Analog folgt:

Und (trivial):

Zyklische Koordinaten:

i1q;
— J ;
X ( 2 2)(mEX+lEJmCJ’Ey)
m; (W —o,;
1],
J s
Vi ( 2 2)( lijCjEx+wa)
m (0 —w,

_ 1q; E
Zj_m-(D Z
J
vt=v *iv, FE*x=E *ik ,
14 .
S>v+ = 4 E +




E=E

Far

Generell: Trajektorien elliptisch.

B, grof:
Bo
- y-Komponente tderwiegt @
- Bewegung im Wesent-
lichen senkrecht
zu Eund B
X

B0 klein:

- y-Komponente Uerwiegt
- Bewegung im Wesentlichen parallel zu E
Bo

YA




Dielektrischer Tensor

Bisher haben wir nur die Bewegungsgleichung betrachtet. Die Verknipfung mit den MWG
geschieht nun tber den Strom:
2

J:Zjnjqjv]

QN
i+ =i E D ~+
J==1% j(D+€j(DCJ-E_

—lEOZ p’E

n.q.
Mit der bereits bekannten Plasmafrequenz = @ .= L)
c,m.
077"

Achtung: die Bewegungsgleichung haben wir der Einfachheit halber im Einzelteilchenbild
betrachtet. Die Definition der Stromdichte stammt aber aus dem Fluidbild. Dies gilt nur
unter der (anfanglich angenommenen) Homogenitat (Dichte konstant).



Dielektrischer Tensor

Einsetzen der Ausdrticke fur den Strom (hier in Kartesischen Koordinaten) in das

Durchflutungsgesetz:
- [~ OE -
V XB=u,| j+ GOE :Mo(]_l(DEOE)
(L)2 W
pj . ¢
——2—(E+ie, o E )+ E,
W — o,
2
. . W _.;
— pJ - f
l(DMOEOZJ _ 2 2(_IEJ m EX+ Ey>+Ey
W — o,
2
pj
__ZEZ+ EZ




Dielektrischer Tensor

Dies lasst sich als Tensorgleichung ausdrucken:

-

j—iwe,E=—iwe,K-E
Mit dem Dielektrischen Tensor

K=|-K, K, 0|=|-iD S 0
0 0 K, 0 0O P

Koeffizientenvergleich ergibt die Elemente

K,=1-) %(R+ L)

fu)oo

. E(D(JO . _l B
iK,=1— ijm (D)—D—Z(R L)



S, D und P stehen hier fir Sum, Difference und Plasma, R und L fUr Right und Left, mit:

2

— ) G W pi
R=K+iK,=1-) oot e o]

2
W .

— o —1 __ p]
L=K,—iK,=1 ij<w_€jwcj)

Diese Bezeichnungen sind Historisch begrindet (Ableitung von Stix) und finden teilweise
noch heute Verwendung (Stix-Parameter).



Letzter Schritt zur Dispersionsrelation: B mit Hilfe des Faraday'schen Gesetzes aus

dem Durchlutungsgesetz eliminieren. Da wir flr alle Grof3en X

v i(k-TF—wt)

X ce
wird VX 3 ikX

uUnd:

- - —_ -

ikXB=u,|j—iwe,E|=—iou,e,K-E

Analog wird das Faraday'sche Gesetz:

iIkXE=iwB
Einsetzen liefert die Wellengleichung

AX(AXE)+ K-E=0  mit

—4

S

~
@)

Dispersionsrelation

-




AX(AXE)+ K-E=0  mit ﬁ:% A7

n ist der (vektorielle) Brechungsindex.

wel
=

OBDA kdnnen wir nun noch n In die x-z-Ebene legen.
Mit dem Winkel @ zwischen N und der z- (Magnetfeld-) Richtung 0

lasst sich die Wellengleichung folgendermal3en formulieren: >
X
2 2 . 2 .
S—n"cos’@ —iD n°cosBsinb||E,
iD S—n’ 0 E,|=0

n°cosOsin 0 0 P—n’sin“0/|E,



Dispersionsrelation

S—n’cos’® —iD n°cosOsin0|(E,
iD S—n’ 0 E,|=0
n”cos 0sin 0 0 P—n’sin“0|\E,

FUr eine nichttriviale LOsung muss die Koeffizientendeterminante verschwinden. Dies
ist die gesuchte Dispersionsrelation:

An*—Bn’+ C=0
Mit
A=Ssin’0+ P cos’0
B=(—S"+ D?)sin°0+ PS(1+ cos’0)=RLsin’0+ PS 1+ cos’0)

C=(S°-D°)P= %(R+ L)+ %(R—L)z P:4RL§:PRL
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